
ÍÀÈËÓ×ØÀß ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÀß

ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß

∗

Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ

malv�math.spbu.ru

24 àïðåëÿ 2014 ã.

Àííîòàöèÿ. Àíàëèçèðóåòñÿ ïîíÿòèå ¾ðàçáèåíèå ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿ�

ìè¿.

1

◦
. Ïóñòü f(t) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [c, d] �óíêöèÿ, n � öåëîå íåîòðè�

öàòåëüíîå ÷èñëî è

P (A, t) = a0t
n + a1t

n−1 + · · ·+ an

� àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n (çäåñü A = (a0, a1, . . . , an)). Äëÿ
ëþáîãî îòðåçêà [α, β] ⊂ [c, d] ïîëîæèì

En

(

f ; [α, β]
)

= min
A

max
t∈[α,β]

∣

∣f(t)− P (A, t)
∣

∣. (1)

Ìèíèìóì ïî A â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì

âåêòîðå A∗
. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîì P (A∗, t) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì íàè�

ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè f(t) íà îòðåçêå [α, β].
Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m è îáîçíà÷èì ÷åðåç T ñîâîêóïíîñòü ðàç�

áèåíèé τ îòðåçêà [c, d] íà m ÷àñòåé,

τ = {ξ0, ξ1, . . . , ξm}, c = ξ0 < ξ1 < . . . < ξm = d.

Ââåä¼ì âåëè÷èíû

Enm(f ; τ) = max
k∈1:m

En

(

f ; [ξk−1, ξk]
)

,

Enm(f) = inf
τ∈T

Enm(f ; τ).

∗
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Ïîäðîáíàÿ çàïèñü äëÿ Enm(f) âûãëÿäèò òàê:

Enm(f) = inf
τ∈T

max
k∈1:m

min
A

max
t∈[ξk−1,ξk]

∣

∣f(t)− P (A, t)
∣

∣.

�àçáèåíèå τ ∗ ∈ T íàçîâ¼ì îïòèìàëüíûì, åñëè

Enm(f ; τ
∗) = Enm(f).

�àçáèåíèå τ = {ξ0, ξ1, . . . , ξm} íàçîâ¼ì ðàçáèåíèåì ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè,

åñëè

En

(

f ; [ξ0, ξ1]
)

= En

(

f ; [ξ1, ξ2]
)

= . . . = En

(

f ; [ξm−1, ξm]
)

.

Â ýòîì äîêëàäå, ñëåäóÿ [1℄, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ðàçáèåíèå ñ ðàâíûìè óêëîíå�

íèÿìè ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

2

◦
. Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå�

íèÿ.

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè [α0, β0] ⊂ [α, β], òî

En

(

f ; [α0, β0]
)

6 En

(

f ; [α, β]
)

.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(t) ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå�

íèÿ �óíêöèè f(t) íà [α, β]. Èìååì

En

(

f ; [α0, β0]
)

6 max
t∈[α0,β0]

∣

∣f(t)− Pn(t)
∣

∣ 6

6 max
t∈[α,β]

∣

∣f(t)− Pn(t)
∣

∣ = En

(

f ; [α, β]
)

.

ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [α, β] �óíêöèé f1(t)
è f2(t) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣

∣

∣
En

(

f1; [α, β]
)

− En

(

f2; [α, β]
)

∣

∣

∣
6 max

t∈[α,β]

∣

∣f1(t)− f2(t)
∣

∣. (2)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P
(1)
n (t) è P

(2)
n (t) ïîëèíîìû íàèëó÷øåãî

ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèé f1(t) è f2(t) ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì

En

(

f1; [α, β]
)

6 max
t∈[α,β]

∣

∣

∣

(

f1(t)− f2(t)
)

+
(

f2(t)− P (2)
n (t)

)

∣

∣

∣
6

6 max
t∈[α,β]

∣

∣f1(t)− f2(t)
∣

∣ + En

(

f2; [α, β]
)

,

En

(

f2; [α, β]
)

6 max
t∈[α,β]

∣

∣

∣

(

f2(t)− f1(t)
)

+
(

f1(t)− P (1)
n (t)

)

∣

∣

∣
6

6 max
t∈[α,β]

∣

∣f2(t)− f1(t)
∣

∣ + En

(

f1; [α, β]
)

.

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò (2).
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Ïóñòü α < β è α0 < β0. Íàðÿäó ñ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [α, β] �óíêöèåé
f(t) ðàññìîòðèì �óíêöèþ

ϕ(t) = f
(

α +
β − α

β0 − α0
(t− α0)

)

, t ∈ [α0, β0].

Î÷åâèäíî, ÷òî

ϕ
(

α0 +
β0 − α0

β − α
(t− α)

)

= f(t), t ∈ [α, β].

ËÅÌÌÀ 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

En

(

ϕ; [α0, β0]
)

= En

(

f ; [α, β]
)

. (3)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(t) ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå�

íèÿ �óíêöèè f(t) íà [α, β] è ïîëîæèì

Qn(t) = Pn

(

α+
β − α

β0 − α0

(t− α0)
)

.

Èìååì

En

(

ϕ; [α0, β0]
)

6 max
t∈[α0,β0]

∣

∣ϕ(t)−Qn(t)
∣

∣ =

= max
t∈[α0,β0]

∣

∣

∣

∣

f
(

α+
β − α

β0 − α0
(t− α0)

)

− Pn

(

α +
β − α

β0 − α0
(t− α0)

)

∣

∣

∣

∣

=

= max
t∈[α,β]

∣

∣f(t)− Pn(t)
∣

∣ = En

(

f ; [α, β]
)

. (4)

Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn(t) ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè

ϕ(t) íà [α0, β0] è ïîëîæèì

Pn(t) = Qn

(

α0 +
β0 − α0

β − α
(t− α)

)

.

Èìååì

En

(

f ; [α, β]
)

6 max
t∈[α,β]

∣

∣f(t)− Pn(t)
∣

∣ =

= max
t∈[α,β]

∣

∣

∣

∣

ϕ
(

α0 +
β0 − α0

β − α
(t− α)

)

−Qn

(

α0 +
β0 − α0

β − α
(t− α)

)

∣

∣

∣

∣

=

= max
t∈[α0,β0]

∣

∣ϕ(t)−Qn(t)
∣

∣ = En

(

ϕ; [α0, β0]
)

. (5)

Èç íåðàâåíñòâ (4) è (5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3).
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Çà�èêñèðóåì íåïðåðûâíóþ íà îòðåçêå [c, d] �óíêöèþ f(t) è ðàññìîòðèì

�óíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ

E(x, y) = En

(

f ; [x, y]
)

íà ìíîæåñòâå Ω =
{

(x, y) | c 6 x 6 y 6 d
}

. Òàêèì îáðàçîì, íàñ èíòåðåñóåò

âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ êàê �óíêöèÿ êîíöîâ îòðåçêà àïïðîêñèìà�

öèè.

ËÅÌÌÀ 4. Ôóíêöèÿ E(x, y) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Ω.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (α0, β0) ∈ Ω è (xs, ys), s = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü òî÷åê èç Ω, ñõîäÿùèõñÿ ê (α0, β0). Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî E(xs, ys) →
→ E(α0, β0) ïðè s → ∞.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî α0 < β0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî è

xs < ys ïðè âñåõ s = 1, 2, . . . Ââåä¼ì �óíêöèè

ϕs(t) = f
(

xs +
ys − xs

β0 − α0
(t− α0)

)

, t ∈ [α0, β0].

Ïî ëåììå 3, En

(

ϕs; [α0, β0]
)

= En

(

f ; [xs, ys]
)

. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 2,

ïîëó÷àåì

∣

∣E(xs, ys)−E(α0, β0)
∣

∣ =
∣

∣

∣
En

(

ϕs; [α0, β0]
)

−En

(

f ; [α0, β0]
)

∣

∣

∣
6

6 max
t∈[α0,β0]

∣

∣ϕs(t)− f(t)
∣

∣ = max
t∈[α0,β0]

∣

∣

∣
f
(

xs +
ys − xs

β0 − α0
(t− α0)

)

− f(t)
∣

∣

∣
.

Îáîçíà÷èì

ts = xs +
ys − xs

β0 − α0
(t− α0).

Òîãäà

∣

∣E(xs, ys)−E(α0, β0)
∣

∣ 6 max
t∈[α0,β0]

∣

∣f(ts)− f(t)
∣

∣. (6)

Ïðè t ∈ [α0, β0] èìååì

|ts − t| =
∣

∣

∣
xs − t+

(ys − β0) + (β0 − α0) + (α0 − xs)

β0 − α0
(t− α0)

∣

∣

∣
=

=
∣

∣

∣
xs − α0 −

t− α0

β0 − α0
(xs − α0) +

t− α0

β0 − α0
(ys − β0)

∣

∣

∣
=

=
∣

∣

∣

β0 − t

β0 − α0
(xs − α0) +

t− α0

β0 − α0
(ys − β0)

∣

∣

∣
6

β0 − t

β0 − α0
|xs − α0|+

t− α0

β0 − α0
|ys − β0| 6

6 max
{

|xs − α0|, |ys − β0|
}

.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè s → ∞. Â ñèëó ðàâ�

íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(t) íà [c, d] ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (6)

òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè s → ∞. Ýòî ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü �óíê�

öèè E(x, y) â òî÷êå (α0, β0).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α0 = β0. Â ýòîì ñëó÷àå xs → α0, ys → α0,

ys − xs → 0 ïðè s → ∞ è E(α0, β0) = 0. Èìååì

∣

∣E(xs, ys)−E(α0, β0)
∣

∣ = E(xs, ys) 6 max
t∈[xs,ys]

∣

∣

∣
f(t)− 1

2

[

f(xs) + f(ys)
]

∣

∣

∣
6

6
1
2

{

max
t∈[xs,ys]

∣

∣f(t)− f(xs)
∣

∣+ max
t∈[xs,ys]

∣

∣f(t)− f(ys)
∣

∣

}

. (7)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t ∈ [xs, ys]

max
{

|t− xs|, |t− ys|
}

6 ys − xs.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè s → ∞. Â ñèëó ðàâ�

íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(t) íà [c, d] ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (7)

òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè s → ∞. Ýòî ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü �óíê�

öèè E(x, y) â òî÷êå (α0, α0).
Ëåììà äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 5. Ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (α, β), òàêàÿ, ÷òî

E(α, ξ) = E(ξ, β). (8)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè E(α, β) = 0, òî â êà÷åñòâå ξ ìîæíî âçÿòü ëþáóþ

òî÷êó èç èíòåðâàëà (α, β). Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E(α, β) > 0. Ïî ëåììå 4 ðàçíîñòü

r(x) = E(α, x)− E(x, β)

íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α, β] è íà êîíöàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ

−E(α, β) è E(α, β). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (α, β), â êîòîðîé r(ξ) = 0.
Ýòî ðàâíîñèëüíî (8).

Ëåììà äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 6. Ïóñòü E(α, ξ) = E(ξ, β) è E(α, ξ1) < E(ξ1, β) ïðè íåêîòîðûõ

ξ, ξ1 ∈ (α, β). Òîãäà ξ1 < ξ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ïðè ξ1 > ξ) ñîãëàñíî ëåììå 1 ïî�

ëó÷èì

E(α, ξ1) > E(α, ξ) = E(ξ, β) > E(ξ1, β),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ äàííîé ëåììû.
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3

◦
. Îáðàòèìñÿ ê ðàçáèåíèÿì îòðåçêà [c, d] íà m ÷àñòåé (ñì. ï. 1

◦
).

ËÅÌÌÀ 7. Ïóñòü τ = {ξ0, ξ1, . . . , ξm} è τ1 = {ξ
(1)
0 , ξ

(1)
1 , . . . , ξ

(1)
m } � ïðîèç�

âîëüíûå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [c, d] íà m ÷àñòåé. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì k ∈ 1 : m
áóäåò

[ξk−1, ξk] ⊂ [ξ
(1)
k−1, ξ

(1)
k ]. (9)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñîîòíîøåíèå (9) íå èìååò ìåñòà íè ïðè êàêîì

k ∈ 1 : m, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

ξ0 = ξ
(1)
0 = c, ξ1 > ξ

(1)
1 , ξ2 > ξ

(1)
2 , . . . , ξm > ξ(1)m .

Îäíàêî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ξm = ξ
(1)
m = d.

ËÅÌÌÀ 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ τ = {ξ0, ξ1, . . . , ξm} âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà

min
k∈1:m

En

(

f ; [ξk−1, ξk]
)

6 Enm(f) 6 max
k∈1:m

En

(

f ; [ξk−1, ξk]
)

. (10)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (10) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âåëè�

÷èíû Enm(f) (ñì. ï. 1
◦
). Ïðîâåðèì ëåâîå íåðàâåíñòâî.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå τ1 = {ξ
(1)
0 , ξ

(1)
1 , . . . , ξ

(1)
m }. Ïî ëåììå 7 íàé�

ä¼òñÿ èíäåêñ k0 ∈ 1 : m, òàêîé, ÷òî [ξk0−1, ξk0] ⊂ [ξ
(1)
k0−1, ξ

(1)
k0
]. Ó÷èòûâàÿ ýòîò

�àêò è ëåììó 1, çàïèñûâàåì

min
k∈1:m

En

(

f ; [ξk−1, ξk]
)

6 En

(

f ; [ξk0−1, ξk0]
)

6 En

(

f ; [ξ
(1)
k0−1, ξ

(1)
k0
]
)

6

6 max
k∈1:m

En

(

f ; [ξ
(1)
k−1, ξ

(1)
k ]

)

= Enm(f ; τ1).

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè τ1 ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó:

min
k∈1:m

En

(

f ; [ξk−1, ξk]
)

6 inf
τ1∈T

Enm(f ; τ1) = Enm(f).

Ëåììà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ëåììû 8 ÿâëÿåòñÿ

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. �àçáèåíèå ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïîêàæåì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå ìîæåò è íå áûòü ðàçáèåíèåì ñ ðàâ�

íûìè óêëîíåíèÿìè.

Ï�ÈÌÅ�. Ïóñòü [c, d] = [−2, 3], n = 1, m = 2 è (ñì. ðèñ.)

f0(t) =











2(t+ 1)2 − 1 ïðè t ∈ [−2, 0],

1 ïðè t ∈ [0, 2],

7− 3t ïðè t ∈ [2, 3].
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t

y

−2 −1 0 1 2

2
2
3

3

1

−1

−2

�èñ. �ðà�èê �óíêöèè f0(t).

Â ýòîì ñëó÷àå E1,2(f0) = 1. Âñå ðàçáèåíèÿ {−2, ξ, 3}, ãäå ξ ∈ [0, 22
3
] ÿâëÿþòñÿ

îïòèìàëüíûìè. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèåì ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè áóäåò òîëüêî

îäíî τ = {−2, 0, 3} ñ ïîëèíîìàìè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

P
(1)
1 (t) ≡ 0 íà [−2, 0] è P

(2)
1 (t) = 2− t íà [0, 3].

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ξ ∈ [2, 22
3
]

E1

(

f0; [−2, ξ]
)

= 1, E1

(

f0; [ξ, 3]
)

= 0.

4

◦
. Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. �àçáèåíèå ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè ñóùåñòâóåò.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {τν}, ν =
= 0, 1, . . . , ïðåäåëîì êîòîðîé áóäåò èíòåðåñóþùåå íàñ ðàçáèåíèå.

Ê íà÷àëüíîìó ðàçáèåíèþ τ0 = {ξ
(0)
0 , ξ

(0)
1 , . . . , ξ

(0)
m }, ãäå ξ

(0)
0 = c, ξ

(0)
m = d,

ïðåäúÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå � âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

E(ξ
(0)
0 , ξ

(0)
1 ) 6 E(ξ

(0)
1 , ξ

(0)
2 ) 6 . . . 6 E(ξ

(0)
m−1, ξ

(0)
m ). (11)

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ââåä¼ííîå ðàíåå îáîçíà÷åíèå E(α, β) = En

(

f ; [α, β]
)

. Ìîæ�

íî ïîñòóïèòü, íàïðèìåð, òàê. Â êà÷åñòâå ξ
(0)
m−1 âçÿòü òî÷êó èç èíòåðâàëà

(ξ
(0)
0 , ξ

(0)
m ), íà êîòîðîé

E(ξ
(0)
0 , ξ

(0)
m−1) = E(ξ

(0)
m−1, ξ

(0)
m ). (12)

Ïî ëåììå 5 òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. Òî÷êà ξ
(0)
m−2 ∈ (ξ

(0)
0 , ξ

(0)
m−1) âûáèðàåòñÿ èç

óñëîâèÿ

E(ξ
(0)
0 , ξ

(0)
m−2) = E(ξ

(0)
m−2, ξ

(0)
m−1).
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Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ëåììå 1 è ðàâåíñòâó (12)

E(ξ
(0)
m−2, ξ

(0)
m−1) 6 E(ξ

(0)
0 , ξ

(0)
m−1) = E(ξ

(0)
m−1, ξ

(0)
m ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî ðàçáèåíèå c = ξ
(0)
0 < ξ

(0)
m−2 < ξ

(0)
m−1 < ξ

(0)
m = d ñî

ñâîéñòâîì

E(ξ
(0)
0 , ξ

(0)
m−2) = E(ξ

(0)
m−2, ξ

(0)
m−1) 6 E(ξ

(0)
m−1, ξ

(0)
m ).

Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü. Òî÷êà ξ
(0)
m−3 ∈ (ξ

(0)
0 , ξ

(0)
m−2) îáåñïå÷èâàåò

ðàâåíñòâî

E(ξ
(0)
0 , ξ

(0)
m−3) = E(ξ

(0)
m−3, ξ

(0)
m−2)

è ò. ä. Òî÷êó ξ
(0)
1 ∈ (ξ

(0)
0 , ξ

(0)
2 ) íàéä¼ì èç óñëîâèÿ

E(ξ
(0)
0 , ξ

(0)
1 ) = E(ξ

(0)
1 , ξ

(0)
2 ).

Â ðåçóëüòàòå ïðèä¼ì ê ðàçáèåíèþ τ0 = {ξ
(0)
0 , ξ

(0)
1 , . . . , ξ

(0)
m } ñî ñâîéñòâîì (11).

Ïóñòü óæå èìååòñÿ ν-å ðàçáèåíèå τν = {ξ
(ν)
0 , ξ

(ν)
1 , . . . , ξ

(ν)
m }, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ, àíàëîãè÷íîìó (11):

E(ξ
(ν)
0 , ξ

(ν)
1 ) 6 E(ξ

(ν)
1 , ξ

(ν)
2 ) 6 . . . 6 E(ξ

(ν)
m−1, ξ

(ν)
m ).

Îïèøåì ïîñòðîåíèå ñëåäóþùåãî ðàçáèåíèÿ τν+1.

Ïî îïðåäåëåíèþ ξ
(ν+1)
0 = c, ξ

(ν+1)
m = d. Åñëè E(ξ

(ν+1)
0 , ξ

(ν)
1 ) = E(ξ

(ν)
1 , ξ

(ν)
2 ),

òî ïîëàãàåì ξ
(ν+1)
1 = ξ

(ν)
1 . Èíà÷å (ïðè E(ξ

(ν+1)
0 , ξ

(ν)
1 ) < E(ξ

(ν)
1 , ξ

(ν)
2 )) â êà÷åñòâå

ξ
(ν+1)
1 âîçüì¼ì òî÷êó èç èíòåðâàëà (ξ

(ν+1)
0 , ξ

(ν)
2 ), íà êîòîðîé

E(ξ
(ν+1)
0 , ξ

(ν+1)
1 ) = E(ξ

(ν+1)
1 , ξ

(ν)
2 ). (13)

Ïî ëåììå 6, ξ
(ν)
1 < ξ

(ν+1)
1 . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ξ

(ν)
1 6 ξ

(ν+1)
1 < ξ

(ν)
2 è âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (13). Êðîìå òîãî,

E(ξ
(ν+1)
1 , ξ

(ν)
2 ) 6 E(ξ

(ν)
1 , ξ

(ν)
2 ) 6 E(ξ

(ν)
2 , ξ

(ν)
3 ). (14)

Äàëåå îáðàòèìñÿ ê îòðåçêó [ξ
(ν+1)
1 , ξ

(ν)
3 ]. Åñëè E(ξ

(ν+1)
1 , ξ

(ν)
2 ) = E(ξ

(ν)
2 , ξ

(ν)
3 ),

òî ïîëàãàåì ξ
(ν+1)
2 = ξ

(ν)
2 . Èíà÷å (êîãäà, ñîãëàñíî (14), E(ξ

(ν+1)
1 , ξ

(ν)
2 ) <

< E(ξ
(ν)
2 , ξ

(ν)
3 )) â êà÷åñòâå ξ

(ν+1)
2 âîçüì¼ì òî÷êó èç èíòåðâàëà (ξ

(ν+1)
1 , ξ

(ν)
3 ), íà

êîòîðîé

E(ξ
(ν+1)
1 , ξ

(ν+1)
2 ) = E(ξ

(ν+1)
2 , ξ

(ν)
3 ). (15)

Ïî ëåììå 6, ξ
(ν)
2 < ξ

(ν+1)
2 . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ξ

(ν)
2 6 ξ

(ν+1)
2 < ξ

(ν)
3 è âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (15). Êðîìå òîãî, â ñèëó (13)

E(ξ
(ν+1)
0 , ξ

(ν+1)
1 ) 6 E(ξ

(ν+1)
1 , ξ

(ν+1)
2 )
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è

E(ξ
(ν+1)
2 , ξ

(ν)
3 ) 6 E(ξ

(ν)
2 , ξ

(ν)
3 ) 6 E(ξ

(ν)
3 , ξ

(ν)
4 ).

Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèâëåêàÿ ê ðàññìîò�

ðåíèþ îòðåçêè [ξ
(ν+1)
2 , ξ

(ν)
4 ], [ξ

(ν+1)
3 , ξ

(ν)
5 ], . . . , [ξ

(ν+1)
m−2 , ξ

(ν)
m ]. Â ðåçóëüòàòå ïðèä¼ì ê

ðàçáèåíèþ τν+1 = {ξ
(ν+1)
0 , ξ

(ν+1)
1 , . . . , ξ

(ν+1)
m } ñî ñâîéñòâàìè

ξ
(ν)
k 6 ξ

(ν+1)
k < ξ

(ν)
k+1, k = 0, 1, . . . , m− 1; (16)

E(ξ
(ν+1)
k , ξ

(ν+1)
k+1 ) = E(ξ

(ν+1)
k+1 , ξ

(ν)
k+2), k = 0, 1, . . . , m− 2; (17)

E(ξ
(ν+1)
0 , ξ

(ν+1)
1 ) 6 E(ξ

(ν+1)
1 , ξ

(ν+1)
2 ) 6 . . . 6 E(ξ

(ν+1)
m−1 , ξ(ν+1)

m ).

Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé {τν} çàâåðøåíî.

Ñîãëàñíî (16) ïðè êàæäîì k ∈ 0 : m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ {ξ
(ν)
k }, ν =

= 0, 1, . . . , ìîíîòîííî íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì d. Çíà÷èò, âñå

òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ïðåäåëû. Ïóñòü

lim
ν→∞

ξ
(ν)
k = ξ∗k, k ∈ 0 : m,

Óñëîâèå (16) ãàðàíòèðóåò, ÷òî

c = ξ∗0 6 ξ∗1 6 . . . 6 ξ∗m = d.

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè ν → ∞ â ðàâåíñòâå (17). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ êàê �óíêöèè êîíöîâ îòðåçêà (ëåììà 4)

ïîëó÷èì

E(ξ∗k, ξ
∗

k+1) = E(ξ∗k+1, ξ
∗

k+2), k ∈ 0 : m− 2,

òî åñòü

E(ξ∗0 , ξ
∗

1) = E(ξ∗1 , ξ
∗

2) = . . . = E(ξ∗m−1, ξ
∗

m) =: E∗.

Ïðè E∗ > 0 âñå ξ∗k ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçáèåíèå

τ ∗ = {ξ∗0 , ξ
∗

1, . . . , ξ
∗

m} áóäåò èñêîìûì ðàçáèåíèåì ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè.

Ïóñòü E∗ = 0. Òîãäà ñðåäè óçëîâ ξ∗k ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå. Îñòàâèì â

êàæäîì áëîêå ðàâíûõ ξ∗k ïî îäíîìó óçëó è ìåæäó îñòàâøèìèñÿ óçëàìè ïîìå�

ñòèì äîïîëíèòåëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå óçëû òàê, ÷òîáû îáùåå êîëè÷åñòâî

óçëîâ áûëî ðîâíî m. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå τ ′ = {ξ′0, ξ
′

1, . . . , ξ
′

m} ñî ñâîéñòâîì

E(ξ′0, ξ
′

1) = E(ξ′1, ξ
′

2) = . . . = E(ξ′m−1, ξ
′

m) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçáèåíèå τ ′ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ç àì å ÷ à í è å. Ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî â òîì ñìûñëå, ÷òî

îíî ñîäåðæèò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèÿ ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè. Ïðè

ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà ïðèä¼òñÿ èìåòü äåëî ñ äâóìÿ âñïîìîãàòåëüíûìè

çàäà÷àìè:

1) íàõîäèòü ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè f(t) íà îòðåç�

êå [α, β],

2) ðåøàòü óðàâíåíèå

r(x) :=E(α, x)− E(x, β) = 0.

Ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïî�

ñëåäîâàòåëüíûõ ÷åáûø¼âñêèõ èíòåðïîëÿöèé [2, 3℄ èëè áîëåå îáùåãî ìåòîäà,

îïèðàþùåãîñÿ íà ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå [4℄. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

r(x) = 0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ëèíåéíûå èíòåðïîëÿöèè.
Â ðàáîòå [5℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (�óíê�

öèÿ f(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, âåëè÷èíà En

(

f ; [α, β]
)

ïîëîæèòåëü�

íà è ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè (n + 1)-ãî ïîðÿäêà �óíêöèè f(t) íåîòðèöàòåëü�
íû) �óíêöèÿ r(x) äè��åðåíöèðóåìà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

r(x) = 0 ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Íüþòîíà.

5

◦
. Â ìîíîãðà�èè Å. ß. �åìåçà [2, . 196�206℄ äåòàëüíî èçó÷àåòñÿ âîïðîñ

î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè âûïóêëîé �óíêöèè ïîñðåäñòâîì íåïðåðûâíîé êó�

ñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè ñ ïåðåìåííûìè óçëàìè.
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