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1

◦
. Â äîêëàäå [1℄ ðàññìàòðèâàëèñü äâà áûñòðûõ àëãîðèòìà ïðîåêòèðîâà�

íèÿ òî÷êè íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Λ ⊂ Rn
. Çàäà÷à îðòîãîíàëüíîãî ïðîåê�

òèðîâàíèÿ òî÷êè c = (c1, . . . , cn) íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Λ, îïðåäåëÿåìûé
óñëîâèÿìè

n
∑

i=1

xi = 1; xi > 0, i ∈ 1 : n,

ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(x) := 1
2

n
∑

i=1

(xi − ci)
2 −→ min

x∈Λ
. (1)

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì åãî x∗
.

2

◦
. Íà÷í¼ì ñ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà, èäåÿ êîòîðîãî ïðåäëîæåíà â [5℄. Íàçîâ¼ì

åãî ¾âåêòîðíûì¿ àëãîðèòìîì.

Îáîçíà÷èì N = 1 : n.
Ïðåäâàðèòåëüíûé øàã. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüì¼ì

âåêòîð x(0)
ñ êîìïîíåíòàìè

x
(0)
i = ci + λ, i ∈ N, (2)

ãäå

λ = 1
n

(

1−
∑

i∈N

ci

)

. (3)

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Îáùèé øàã. Ïóñòü èìååòñÿ k-å ïðèáëèæåíèå x(k)
. Åñëè âñå êîìïîíåíòû

âåêòîðà x(k)
íåîòðèöàòåëüíû, òî åñòü x(k) > O, òî x(k)

� èñêîìàÿ ïðîåêöèÿ

òî÷êè c íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Λ. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà ó âåêòîðà x(k)

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà îòðèöà�

òåëüíàÿ êîìïîíåíòà, �îðìèðóåì èíäåêñíîå ìíîæåñòâî

Ik = {i ∈ N | x
(k)
i 6 0} (4)

è âû÷èñëÿåì

λ(k) =
1

nk

(

1−
∑

i∈N\Ik

x
(k)
i

)

, (5)

ãäå nk = |N \ Ik| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà N \ Ik. Â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ïðè�

áëèæåíèÿ áåð¼ì âåêòîð x(k+1)
ñ êîìïîíåíòàìè

x
(k+1)
i =

{

0 ïðè i ∈ Ik;

x
(k)
i + λ(k)

ïðè i ∈ N \ Ik.
(6)

Ïîñëå ýòîãî âîçâðàùàåìñÿ ê îáùåìó øàãó.

Ç àì å ÷ à í è å. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî λ(k)
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî

�îðìóëå

λ(k) =
1

nk

∑

i∈Ik

x
(k)
i (7)

è, êàê ñëåäñòâèå, ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå.
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◦
. Â äîêëàäå [2℄ ðàññìàòðèâàëñÿ äðóãîé àëãîðèòì ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè

c = (c1, . . . , cn) íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ. Íàçîâ¼ì åãî ¾ñêàëÿðíûì¿ àëãîðèò�

ìîì. Íàïîìíèì åãî îïèñàíèå:

1) Ìåíÿåì çíàêè ó êîìïîíåíò cj òî÷êè c è ÷èñëà {−cj} óïîðÿäî÷èâàåì ïî

íåóáûâàíèþ. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1 6 . . . 6 an.

2) Ïðîâîäèì ïîñëåäîâàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå

ϕ1 = 0,

ϕk+1 = ϕk + k(ak+1 − ak), k = 1, . . . , n− 1,
(8)

ïîêà íå âñòðåòèì èíäåêñ k0, íà êîòîðîì

ϕk0 < 1 6 ϕk0+1.

Åñëè è ϕn < 1, òî ïîëàãàåì k0 = n.
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3) Âû÷èñëÿåì λ∗
ïî �îðìóëå

λ∗ = ak0 +
1
k0
(1− ϕk0). (9)

Êîìïîíåíòû x∗
i ïðîåêöèè òî÷êè c íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ èìåþò âèä

x∗
i = (λ∗ + ci)+, i ∈ 1 : n, (10)

ãäå (u)+ = max{0, u}.

4

◦
. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðóäî¼ìêîñòè, ¾ñêàëÿðíûé¿ àëãîðèòì âûãëÿäèò ïðåä�

ïî÷òèòåëüíåå, ïîñêîëüêó â åãî îñíîâå ëåæèò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (8)

äëÿ ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí, â òî âðåìÿ êàê â îñíîâå ¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèòìà �

ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (6) äëÿ âåêòîðíûõ âåëè÷èí.

Ìàêñèìàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü ¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèòìà äîñòèãàåòñÿ òîãäà,

êîãäà ó âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(0), x(1), . . . èìååòñÿ òîëüêî ïî îäíîé

îòðèöàòåëüíîé êîìïîíåíòå. Â ýòîì ñëó÷àå x(n−1)
ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç îðòîâ

ïðîñòðàíñòâà R
n
.

Â îáùåì ñëó÷àå ¾âåêòîðíûé¿ àëãîðèòì òðåáóåò íå áîëåå n2 +2n− 1 àðè��
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ìàêñèìàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü ¾ñêàëÿðíîãî¿ àëãîðèòìà äîñòèãàåòñÿ òîãäà,

êîãäà ϕn < 1. Â îáùåì ñëó÷àå ¾ñêàëÿðíûé¿ àëãîðèòì òðåáóåò îäíó ïåðåñòàíîâ�

êó ýëåìåíòîâ ìàññèâà äëèíîé n è íå áîëåå 4n− 2 àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,

ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.
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◦
. Â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïðèìåðàõ (ñì. äîêëàä [1℄) áûëî çàìå÷åíî, ÷òî

â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç äâóõ àëãîðèòìîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ èìååò ìàêñèìàëü�

íóþ òðóäî¼ìêîñòü, ó âòîðîãî àëãîðèòìà òðóäî¼ìêîñòü ìèíèìàëüíà. Óêàæåì

êîíêðåòíûå îáëàñòè, òî÷êè èç êîòîðûõ ïðîåêòèðóþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûìè àë�

ãîðèòìàìè çà ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ.

Ââåä¼ì �óíêöèè

Lk(x) = nxk −
∑

i∈N

xi + 1, k ∈ N. (11)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ Lk(x) > 0, k ∈ N çàäà¼ò

ïðÿìóþ ïðèçìó, ãäå îäíî èç ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñå÷åíèé îáðàçóåò ñòàíäàðòíûé

ñèìïëåêñ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2 äàííàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ çàäà¼ò ïîëîñó

(ñì. ðèñ. 1). Íà ðèñóíêå ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì.

1

−1

−2

1−1−2

x2

x1

�èñ. 1. Ñëó÷àé n = 2.
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Ïóñòü λ = 1
n

(

1−
∑

i∈N

ci

)

.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîåêöèåé òî÷êè c íà ñòàíäàðòíûé ñèì�

ïëåêñ Λ áûëà òî÷êà x∗
ñ êîìïîíåíòàìè x∗

k = ck + λ, k ∈ N , íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Lk(c) > 0 äëÿ âñåõ k ∈ N .

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü x∗
èñêîìàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè

c íà Λ. Òîãäà x∗
k = ck + λ > 0 äëÿ âñåõ k ∈ N , ò. å.

ck +
1
n

(

1−
∑

i∈N

ci

)

> 0, k ∈ N.

Åñëè óìíîæèòü íà n îáå ÷àñòè ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ, òî ïîëó÷èì Lk(c) =
nck −

∑

i∈N

ci + 1 > 0 äëÿ âñåõ k ∈ N .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Çàïèøåì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (1) (ñì. [4,

. 91℄):

xi − ci = λ+ ui, i ∈ N ;

ui xi = 0, ui > 0, xi > 0, i ∈ N ;

x1 + . . .+ xn = 1.

(12)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (12) âûïîëíÿþòñÿ ïðè λ = 1
n

(

1−
∑

i∈N

ci

)

,

ui ≡ 0, xi = ci + λ, i ∈ N . Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî Li(c) = n(ci + λ) > 0,
ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ i ∈ N è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ xi > 0, i ∈ N .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâà Mk =
{

x ∈ R | xk − xi > 1 ∀ i ∈ N\{k}
}

, k = 1, 2.

Íà ðèñ. 2 êðàñíûì öâåòîì âûäåëåí ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ, à ìíîæåñòâà M1 è

M2 îáðàçóþò ïîëóïëîñêîñòè.

1

−1

−2

1−1−2

x2

x1

M2

M1

�èñ. 2. Ñëó÷àé n = 2.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ek}, k ∈ N , � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â R
n
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîåêöèåé òî÷êè c íà ñòàíäàðòíûé ñèì�

ïëåêñ Λ áûëà òî÷êà x∗ = ek, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû c ∈ Mk.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü c ∈ Mk. Ïîêàæåì, ÷òî x∗ =
ek � ïðîåêöèÿ òî÷êè c íà Λ.

Çàïèøåì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè:

xi − ci = λ+ ui, i ∈ N ;

ui xi = 0, ui > 0, xi > 0, i ∈ N ;

x1 + . . .+ xn = 1.

(13)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (13) âûïîëíÿþòñÿ ïðè λ = 1− ck, x = ek,

uk = 0, ui = −λ− ci, i ∈ N\{k}. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ui = ck− ci−1 > 0 äëÿ
âñåõ i ∈ N\{k}. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ c ∈ Mk, ïîëó÷èì ck − ci > 1
äëÿ âñåõ i ∈ N\{k}.

Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü x∗
� èñêîìàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè c íà Λ. Ïîêàæåì,

÷òî c ∈ Mk.

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (13) âûïîëíÿþòñÿ ïðè x∗ = ek, uk = 0, λ = 1 − ck
è ui > 0, i ∈ N\{k}.

�àññìîòðèì ðàâåíñòâà â ïåðâîé ñòðîêå óñëîâèé (13) ïðè i ∈ N\{k}. Ïîëó�
÷èì

ui = − λ− ci, i ∈ N\{k}.

Íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ui > 0 ïðè âñåõ i ∈ N\{k} è λ = 1 − ck, ïðèõîäèì ê

ñîîòíîøåíèÿì

ui = ck − ci − 1 > 0, i ∈ N\{k}.

Âûïîëíåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ è îçíà÷àåò, ÷òî c ∈ Mk.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ìàêñèìàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü ¾ñêàëÿðíîãî¿ àëãîðèòìà äî�

ñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Lk(c) > 0 ïðè âñåõ k ∈ N .

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ¾ñêàëÿðíîìó¿ àëãîðèòìó íà ïåðâîì øàãå ÷èñ�

ëà {−cj} óïîðÿäî÷èâàåì ïî íåóáûâàíèþ. Äàëåå ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1 6 . . . 6 an è âû÷èñëÿåì ϕk ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå

ϕ1 = 0, ϕk+1 = ϕk + k(ak+1 − ak), k = 1, . . . , n− 1.

Ïîëó÷àåì

ϕ1 = 0, ϕ2 = − a1 + a2, ϕ3 = − a1 − a2 + 2a3,

ϕn = −a1 − a2 − . . .− an−1 + (n− 1)an.
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Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü ϕn < 1. Ïîêàæåì, ÷òî Lk(c) > 0 ïðè âñåõ k ∈
N . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âìåñòî {ai} â íåðàâåíñòâî ϕn < 1 ïîäñòàâèòü {−cj},
ïîëó÷èì

ck1 + ck2 + . . .+ ckn−1
− (n− 1)ckn < 1, (14)

ãäå k1, . . . , kn � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, . . . , n. Ïåðåïèøåì (14) â âèäå

nckn −
∑

j∈N

ckj + 1 > 0,

ò. å. Lk(c) > 0 ïðè âñåõ k ∈ N .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü Lk(c) > 0 ïðè âñåõ k ∈ N . Ïîêàæåì, ÷òî ϕn < 1.
Çàïèøåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ Lk(c) > 0 ïðè âñåõ k ∈ N â âèäå

nckn −
∑

j∈N

ckj + 1 > 0, (15)

ãäå k1, . . . , kn � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, . . . , n, à ÷èñëà {−ckj} óïîðÿäî�
÷åíû ïî íåóáûâàíèþ. Äàëåå, ñîãëàñíî àëãîðèòìó ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1 6 . . . 6 an. Òîãäà íåðàâåíñòâî (15) ïðèìåò âèä

−nan +
∑

j∈N

aj + 1 > 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ϕn < 1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ìèíèìàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü ¾ñêàëÿðíîãî¿ àëãîðèòìà äî�

ñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ∈ Mk ïðè íåêîòîðîì k ∈ N .

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü c ∈ Mk, ò. å.

− ck 6 − ci − 1 ∀ i ∈ N\{k}. (16)

Â ñèëó (16), íà ïåðâîì øàãå ¾ñêàëÿðíîãî¿ àëãîðèòìà ïîëó÷èì a1 = − ck.

Äàëåå âû÷èñëèì ϕ1 = 0 è ϕ2 = a2 − a1, ãäå a2 ìîæåò ïðèíÿòü ëþáîå çíà÷åíèå

{ − ci}, i ∈ N\{k}. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû è (16) çàêëþ÷àåì, ÷òî

ϕ2 = a2 − a1 = ck − ci > 1, i ∈ N\{k}.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèÿ {ϕk} çàêîí÷èëèñü íà ïåðâîì øàãå.
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Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü òðóäî¼ìêîñòü ¾ñêàëÿðíîãî¿ àëãîðèòìà ìèíèìàëü�

íà, ò. å.

ϕ2 = a2 − a1 > 1. (17)

Çäåñü ïðè íåêîòîðîì k ∈ N

a1 := min
j∈N

{−cj} = −ck

è ïðè íåêîòîðîì i ∈ N\{k}
a2 := −ci.

Ïîäñòàâèâ a1 = −ck è a2 = −ci â (17), ïîëó÷èì (16), ò. å. c ∈ Mk.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû òðóäî¼ìêîñòü ¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèòìà áû�

ëà ìèíèìàëüíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Lk(c) > 0 ïðè âñåõ k ∈ N .

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ïðåäâàðèòåëüíîãî

øàãà ¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèòìà (ñì. (2), (3)). �

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Èç òåîðåì 1, 3 è 5 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ïðè ïðîåêòèðî�

âàíèè òî÷êè c íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Λ ó ¾ñêàëÿðíîãî¿ àëãîðèòìà äî�

ñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü, òî äëÿ ¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèòìà

òðóäî¼ìêîñòü ìèíèìàëüíà, à èìåííî, ¾âåêòîðíûé¿ àëãîðèòì çàêîí÷èòñÿ

íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå.

Ïóñòü ℓ1, . . . , ℓn � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë {1, . . . , n}.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6. Òðóäî¼ìêîñòü ¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèòìà ìàêñèìàëüíà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ℓ1, . . . , ℓn ïðè êîòîðîé

êîìïîíåíòû òî÷êè c óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:











cℓj−1
< cℓj +

[

(n− j)cℓj −
n
∑

k=j+1

cℓk + 1
]

, j = 2, . . . , n− 1,

cℓn−1
< cℓn − 1.

(18)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð�

æäåíèÿ.
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Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ℓj = j, j ∈ N . Ïðåä�

ïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòû òî÷êè c ∈ Rn
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (18). Òîãäà

íåðàâåíñòâà (18) ïðèìóò âèä















































































































cn−1 < cn − 1,

cn−2 < cn−1 +
[

cn−1 − cn + 1
]

,

cn−3 < cn−2 +
[

2cn−2 − cn−1 − cn + 1
]

,

.

.

.

ck−1 < ck +
[

(n− k)ck −
n
∑

j=k+1

cj + 1
]

, k = 2, . . . , n− 1,

.

.

.

c2 < c3 +
[

(n− 3)c3 −
n
∑

k=4

ck + 1
]

,

c1 < c2 +
[

(n− 2)c2 −

n
∑

k=3

ck + 1
]

.

(19)

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè êîìïîíåíòû òî÷êè c ∈ Rn
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (19),

òî

c1 < c2 < . . . < cn−1 < cn − 1. (20)

Çíà÷èò, òî÷êà c ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó intMn (ñì. (16)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ

ñêîáêàõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (19) îòðèöàòåëüíûå.

Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âî âòîðîì íåðàâåíñòâå

ìåíüøå íóëÿ â ñèëó ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî cn−2 < cn−1,

à ñëåäîâàòåëüíî cn−2 < cn − 1. Îòñþäà èìååì, ÷òî â òðåòüåì íåðàâåíñòâå

âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìåíüøå íóëÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ è

îñòàâøèåñÿ íåðàâåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî cn − ck > 1 äëÿ âñåõ k ∈ 1 : n − 1,
îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà c ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó intMn.

Ëåììà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. ÏóñòüW � ìíîæåñòâî òî÷åê c èç Rn
óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì (18). Òîãäà W ⊂ intMℓn.
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ËÅÌÌÀ 2. Åñëè êîìïîíåíòû òî÷êè c ∈ R
n
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (19),

òî















































L1(c) = nc1 −
∑

j∈N

cj + 1 < 0,

L2(c) = nc2 −
∑

j∈N

cj + 1 > 0,

.

.

.

Ln−1(c) = ncn−1 −
∑

j∈N

cj + 1 > 0,

Ln(c) = ncn −
∑

j∈N

cj + 1 > n.

(21)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâ ñëå�

äóåò èç (20). Ïîêàæåì, ÷òî Lk(c) > 0 äëÿ âñåõ k = 2, . . . , n − 1. Ïåðåïèøåì
âûðàæåíèå äëÿ Lk(c) â ñëåäóþùåì âèäå:

Lk(c) = nck −
∑

j∈N

cj + 1 =

=

(

ck − ck−1 +
[

(n− k)ck −
n
∑

j=k+1

cj + 1
]

)

+
(

kck −
k
∑

j=1

cj

)

− ck + ck−1 =

=

(

ck − ck−1 +
[

(n− k)ck −

n
∑

j=k+1

cj + 1
]

)

+

k−2
∑

j=1

(ck − cj).

Ïåðâàÿ ãðóïïà ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíà â ñèëó k-ãî íåðàâåíñòâà â (19), à

ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñëåäóåò èç (20).

ËÅÌÌÀ 3. Åñëè êîìïîíåíòû òî÷êè c ∈ R
n
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (19),

òî

k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)ck + Lk(c) < 0 äëÿ âñåõ k = 2, . . . , n− 1, (22)

k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)cℓ + Lℓ(c) > 0 ïðè k + 1 6 ℓ 6 n− 1, (23)

k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)cn + Ln(c) > n− k + 1. (24)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (22). Ñ ó÷åòîì (11),

ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (22):

k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)ck + Lk(c) =

=
k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)ck + nck −
∑

j∈N

cj + 1 = (n− k)ck −
n
∑

j=k+1

cj + 1 =

=

n−1
∑

j=k+1

(ck − cj) + (ck − cn + 1).
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Îòñþäà, è â ñèëó (20), ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (22).

Òåïåðü äîêàæåì íåðàâåíñòâà (23). Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî äëÿ äîïóñòèìûõ ℓ

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî cℓ > ck+1 (ñì. (20)), ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (23) ê

âèäó:

k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)cℓ + Lℓ(c) = cℓ − ck +
n
∑

j=k+1

(cℓ − cj) + 1 >

> ck+1 − ck +
n
∑

j=k+1

(cℓ − cj) + 1 > 0.

Ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîãî èç íåðà�

âåíñòâ (19).

Ñïðàâåäëèâîñòü (24) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî cn − cj > 1 äëÿ âñåõ j ∈ N .

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì è ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (24):

k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)cn + Ln(c) =

k−1
∑

j=1

cj − (k − 1)cn + ncn −
∑

j∈N

cj + 1 =

=

n−1
∑

j=k

(cn − cj) + 1 > n− k + 1.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 6. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü òðóäî¼ìêîñòü

¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèòìà ìàêñèìàëüíàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñíûå ìíî�

æåñòâà Ik (ñì. (4)) íà êàæäîì øàãå ïîïîëíÿëèñü òîëüêî îäíèì ýëåìåíòîì.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî I0 = {1}, Ik = Ik−1

⋃

{k + 1},
k = 1, . . . , n − 2. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ℓn = n. È âíîâü,

äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ℓj = j, j ∈ N . Ïîêàæåì, ÷òî òî�

ãäà òî÷êà c óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (19) è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ïðîåêöèåé

òî÷êè c íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Λ áóäåò òî÷êà x∗ = en.

Íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ïåðâîãî àëãîðèòìà íàõîäèì λ = 1
n

(

1 −
∑

j∈N

cj

)

è âåêòîð x(0)
ñ êîìïîíåíòàìè

x
(0)
i = ci + λ = 1

n

(

nci −
∑

j∈N

cj + 1

)

, i ∈ N.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ íà ïåðâîì øàãå èìååì I0 = {1}, òîãäà (ñì. (11))































x
(0)
1 = 1

n
L1(c) < 0,

x
(0)
2 = 1

n
L2(c) > 0,

.

.

.

x
(0)
n−1 =

1
n
Ln−1(c) > 0,

x
(0)
n = 1

n
Ln(c) > 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå â (19) c1 ïåðåíåñòè â ïðàâóþ ÷àñòü,

òî ïîëó÷èì L2(c), êîòîðîå ïîëîæèòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü ïî�

ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â (19) ïîêàçàíà.

Äàëåå íàõîäèì (ñì. (5)�(7))

λ(0) = 1
n−1

x
(0)
1 = 1

n(n−1)
L1(c).

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïðèíèìàåò âèä

x(1) =











0

x
(0)
2 + λ(0)

.

.

.

x
(0)
n + λ(0)











=











0
1

(n−1)

(

c1 − c2 + L2(c)
)

.

.

.

1
(n−1)

(

c1 − cn + Ln(c)
)











.

Íà âòîðîì øàãå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I1 ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ {1, 2},
òî åñòü











































x
(1)
1 = 0,

x
(1)
2 = 1

(n−1)

(

c1 − c2 + L2(c)
)

< 0,

x
(1)
3 = 1

(n−1)

(

c1 − c3 + L3(c)
)

> 0,
.

.

.

x
(1)
n−1 =

1
(n−1)

(

c1 − cn−1 + Ln−1(c)
)

> 0,

x
(1)
n = 1

(n−1)

(

c1 − cn + Ln(c)
)

> 0.

Òåïåðü, åñëè â ïðåäïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå â (19) c2 ïåðåíåñòè â ïðàâóþ ÷àñòü,

òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå c1 − c3 + L3(c), êîòîðîå ïîëîæèòåëüíî, ò. ê. x
(1)
3 >

0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â (19) òàêæå

ïîêàçàíà.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü:

λ(1) = 1
n−2

x
(1)
2 = 1

(n−1)(n−2)
(c1 − c2 + L2(c)) .
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Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåò âèä

x(2) =















0
0

x
(1)
3 + λ(1)

.

.

.

x
(1)
n + λ(1)















=















0
0

1
(n−2)

(

c1 + c2 − 2c3 + L3(c)
)

.

.

.

1
(n−2)

(

c1 + c2 − 2cn + Ln(c)
)















.

Íàêîíåö, íà ïîñëåäíåì øàãå áóäåì èìåòü In−2 = {1, . . . , n− 1}. Òîãäà























x
(n−2)
1 = . . . = x

(n−2)
n−2 = 0,

x
(n−2)
n−1 = 1

2

(

n−2
∑

i=1

ci − (n− 2)cn−1 + Ln−1(c)

)

< 0,

x
(n−2)
n = 1

2

(

n−2
∑

i=1

ci − (n− 2)cn + Ln(c)

)

> 1.

(25)

Ïðåîáðàçîâàâ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì cn − cn−1 − 1 > 0. Òàêèì îáðà�

çîì, ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â (19) äîêàçàíà.

Òåïåðü âû÷èñëèì

λ(n−2) = 1
2

(

n−2
∑

i=1

ci − (n− 2)cn−1 + Ln−1(c)

)

.

Îòñþäà, è â ñèëó çàìå÷àíèÿ, ÷òî âñå λ(k)
ïðèíèìàþò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

λ(n−2) = cn−1 + 1− cn < 0. (26)

Â èòîãå, ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïðèìåò âèä

x(n−1) = en = x∗,

ò. ê. x
(n−1)
i = 0 ïðè i ∈ 1 : n− 1 è x

(n−1)
n := x

(n−2)
n + λ(n−2) = 1.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü èíûå çàêîíîìåðíîñòè îáðàçîâàíèÿ èíäåêñ�

íûõ ìíîæåñòâ Ik, k = 1, . . . , n − 2, èç ýëåìåíòîâ {1, . . . , n − 1} è ïîëó÷èòü

ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà (ñì. (26))

ci + 1− cn < 0, i = 1, . . . , n− 1, (27)

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà c ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó intMn.
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Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü êîìïîíåíòû òî÷êè c óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí�

ñòâàì (19). Ïî ëåììå 2 èìååì I0 = {1}. Ñëåäóÿ àëãîðèòìó, îïèñàííîìó âûøå,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, â ñèëó ëåììû 3, èíäåêñíûå ìíîæåñòâà Ik íà êàæäîì

øàãå ïîïîëíÿþòñÿ òîëüêî îäíèì ýëåìåíòîì. À èìåííî,

Ik = Ik−1

⋃

{k + 1}, k = 1, . . . , n− 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà ìàêñèìàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü ¾âåêòîðíîãî¿ àëãîðèò�

ìà.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Èç òåîðåì 2, 4, 6 è ñëåäñòâèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ïðè

ïðîåêòèðîâàíèè òî÷êè c íà ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ Λ ó ¾âåêòîðíîãî¿ àëãî�

ðèòìà äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü, òî äëÿ ¾ñêàëÿðíîãî¿ àë�

ãîðèòìà òðóäî¼ìêîñòü ìèíèìàëüíà.
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