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◦
. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R

n×n
êâàäðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïî�

ðÿäêà n ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈A,B〉 =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

A[i, j]× B[i, j]

è íîðìó ‖A‖ =
√

〈A,A〉. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà D ∈ R
n×n

íàçûâàåòñÿ ñèì�

ìåòðè÷íîé, åñëè D[i, j] = D[j, i] ïðè âñåõ i, j ∈ 1 : n, è íåîòðèöàòåëüíî

îïðåäåë¼ííîé, åñëè 〈Dx, x〉 > 0 ïðè âñåõ x ∈ R
n
. Ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n îáîçíà÷èì Kn
. Î÷åâèäíî,

÷òî Kn
� âûïóêëûé êîíóñ.

Âîçüì¼ì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A ∈ R
n×n

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó îðòîãî�

íàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìàòðèöû A íà êîíóñ Kn
â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå:

F (X) := ‖A−X‖2 → inf
X∈Kn

. (1)

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1), à òàêæå áëèæàéøèõ å¼ îáîáùåíèé.

2

◦
. Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íîð�

ìû ìàòðèö.

Èç îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

‖A+B‖2 = ‖A‖2 + ‖B‖2 + 2〈A,B〉. (2)

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Íàïîìíèì, ÷òî ñëåäîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ∈ R
n×n

íàçûâàåòñÿ âåëè÷è�

íà

Sp(A) =
n

∑

i=1

A[i, i].

ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

〈A,B〉 = Sp(ABT ). (3)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè äåéñòâèÿõ ñ ìàòðèöàìè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èí�

äåêñíóþ òåõíèêó, îïèñàííóþ â [1℄.

Îáîçíà÷èì N = 1 : n. Èìååì

Sp(ABT ) =

n
∑

i=1

A[i, N ]×BT [N, i] =

=
n

∑

i=1

n
∑

j=1

A[i, j]× B[i, j] = 〈A,B〉.

Î÷åâèäíî, ÷òî Sp(CT ) = Sp(C). ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ åù¼ îäíî ñâîéñòâî.

ËÅÌÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Sp(AB) = Sp(BA). (4)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

Sp(AB) =
n

∑

i=1

A[i, N ]× B[N, i] =
n

∑

i=1

n
∑

j=1

A[i, j]× B[j, i];

Sp(BA) =

n
∑

j=1

B[j, N ] ×A[N, j] =

n
∑

j=1

n
∑

i=1

B[j, i]×A[i, j].

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò (4).

Ìàòðèöà P ∈ R
n×n

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

P TP = PP T = E.

ËÅÌÌÀ 3. Åñëè P è Q � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, òî

‖PCQ‖ = ‖C‖. (5)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (3) è (4) èìååì

‖PCQ‖2 = 〈PCQ, PCQ〉 = Sp
(

PC(QQT )CTP T
)

=

= Sp
(

P (CCTP T )
)

= Sp
(

(CCTP T )P
)

= Sp(CCT ) = ‖C‖2.

Îñòà¼òñÿ èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü.
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◦
. Ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1). Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñèììåòðè÷íîé

ìàòðèöû A ∈ R
n×n

ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P , òàêàÿ, ÷òî

AP = PΛ, (6)

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, Λ = diag(λ1, . . . , λn), íà äèàãîíàëè êîòîðîé

ñòîÿò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Ââåä¼ì äèàãîíàëüíóþ ìàò�

ðèöó

Λ+ = diag(λ+

1 , . . . , λ
+

n ),

ãäå λ+

i = max{0, λi}.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

X∗ = PΛ+P T . (7)

Ïðè ýòîì

F (X∗) =
∑

{i|λi<0}

λ2

i . (8)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäå�

íèå.

ËÅÌÌÀ 4. Ïóñòü D è X � ñèììåòðè÷íûå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûå

ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Òîãäà

〈D,X〉 > 0.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì D = QV QT
, ãäå V � äèà�

ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è Q �

� îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 2 èìååì

〈D,X〉 = Sp
(

Q(V QTX)
)

= Sp
(

V (QTXQ)
)

=

=

n
∑

i=1

V [i, N ]× (QTXQ)[N, i] =

n
∑

i=1

V [i, i]× (QTXQ)[i, i].

Ó ìàòðèöû Y = QTXQ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû. Äåéñòâè�

òåëüíî,

Y [i, i] = 〈QTXQei, ei〉 = 〈XQei, Qei〉 > 0.

Çíà÷èò,

〈D,X〉 =

n
∑

i=1

V [i, i]× Y [i, i] > 0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó X ∈ Kn
.

Â ñèëó (2) èìååì

F (X) =
∥

∥(A−X∗) + (X∗ −X)
∥

∥

2
= F (X∗) + ‖X∗ −X‖2+

+2〈A−X∗, X∗ −X〉.

Ñîãëàñíî (6), A = PΛP T
. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (7), ïîëó÷àåì

〈A−X∗, X∗〉 = Sp
(

P (Λ− Λ+)(P TP )Λ+P T
)

=

= Sp
(

(Λ− Λ+)Λ+
)

=

n
∑

i=1

(λi − λ+

i )λ
+

i = 0.

Çíà÷èò,

F (X) = F (X∗) + ‖X∗ −X‖2 + 2〈X∗ −A,X〉.

Ìàòðèöà X∗ −A = P (Λ+ − Λ)P T
ñèììåòðè÷íà è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ïî ëåììå 4, 〈X∗ − A,X〉 > 0. Ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

F (X) > F (X∗) + ‖X∗ −X‖2. (9)

Îòñþäà ñëåäóåò êàê îïòèìàëüíîñòü ìàòðèöû X∗, òàê è å¼ åäèíñòâåííîñòü.

Ôîðìóëà (8) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

F (X∗) = ‖A−X∗‖
2 =

∥

∥P (Λ− Λ+)P T
∥

∥

2
=

= ‖Λ− Λ+‖2 =
n

∑

i=1

(λi − λ+

i )
2 =

∑

{i|λi<0}

λ2

i .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Íåðàâåíñòâî (9) õàðàêòåðèçóåò ðåøåíèå X∗ çàäà÷è (1) êàê ñèëü�

íî åäèíñòâåííîå.

4

◦
. Â çàäà÷å (1) äîáàâèì îãðàíè÷åíèå Sp(X) 6 T , ãäå T > 0. Ïîëó÷èì

íîâóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

F (X) := ‖A−X‖2 → inf,

Sp(X) 6 T, X ∈ Kn.
(10)

Íàéä¼ì å¼ ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gn
ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (10). Âîçüì¼ì X ∈ Gn

. Íà

îñíîâàíèè �îðìóëû (6) è ëåììû 3 çàïèøåì

F (X) =
∥

∥P T (A−X)P
∥

∥

2
= ‖Λ− P TXP‖2.
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Ìàòðèöà Y = P TXP ïðèíàäëåæèò êîíóñó Kn
. Êðîìå òîãî,

Sp(Y ) = Sp
(

P T (XP )
)

= Sp
(

X(PP T )
)

= Sp(X) 6 T.

Îáîçíà÷èì yi = Y [i, i]. Òîãäà

F (X) = ‖Λ− Y ‖2 >
n

∑

i=1

(λi − yi)
2, (11)

ïðè÷¼ì

n
∑

i=1

yi 6 T ; yi > 0, i ∈ 1 : n. (12)

�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèþ

f(y) =
n

∑

i=1

(λi − yi)
2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (12). �åøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îáî�

çíà÷èì åãî ŷ = (ŷ1, . . . , ŷn). Íà îñíîâàíèè (11) ïîëó÷àåì

F (X) > f(ŷ) ∀ X ∈ Gn. (13)

Ââåä¼ì ìàòðèöó

X̂ = P Ŷ P T , (14)

ãäå Ŷ = diag(ŷ1, . . . , ŷn).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ìàòðèöà X̂ âèäà (14) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (10).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà X̂ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Gn
.

Ïðè ýòîì

F (X̂) =
∥

∥P T (A− X̂)P
∥

∥

2
= ‖Λ− Ŷ ‖2 =

n
∑

i=1

(λi − ŷi)
2 = f(ŷ).

Ñîãëàñíî (13)

F (X) > F (X̂) ∀ X ∈ Gn.

Îïòèìàëüíîñòü ìàòðèöû X̂ óñòàíîâëåíà.

�àâåíñòâî F (X) = F (X̂) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà P TXP = Ŷ ,

òî åñòü, êîãäà X = P Ŷ P T = X̂. Ýòî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è (10).

Ç àì å ÷ à í è å. Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè �óíêöèè

f(y) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (12) ðàçðàáîòàí áûñòðûé àëãîðèòì [2℄.
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◦
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn

α,β ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n,

âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [α, β]. �àññìîòðèì åù¼

îäèí âàðèàíò çàäà÷è (1):

F (X) := ‖A−X‖2 → inf
X∈Mn

α,β

. (15)

Óêàæåì ÿâíîå ðåøåíèå è ýòîé çàäà÷è.

Âîçüì¼ì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A : A = PΛP T
,

ãäå Λ = diag(λ1, . . . , λn) è P � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ââåä¼ì äèàãîíàëüíóþ

ìàòðèöó

Λ̌ = diag(λ̌1, . . . , λ̌n)

ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè

λ̌i =











λi, åñëè λi ∈ [α, β];

α, åñëè λi < α;

β, åñëè λi > β.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ìàòðèöà

X̌ = P Λ̌P T

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (15).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì âñïîìîãàòåëüíîì óòâåðæäå�

íèè.

ËÅÌÌÀ 5. Äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû D ∈ Mn
α,β âûïîëíÿþò�

ñÿ íåðàâåíñòâà

α 6 D[i, i] 6 β, i ∈ 1 : n. (16)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì ñèììåòðè÷�

íîé ìàòðèöû D: D = QVQT
, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è V =

= diag(v1, . . . , vn), ïðè÷¼ì ïî óñëîâèþ âñå vi ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [α, β]. Çàïè�
øåì

D[i, i] = (QV )[i, N ]×QT [N, i] =

=

n
∑

j=1

(

n
∑

k=1

Q[i, k]× V [k, j]
)

×Q[i, j] =

n
∑

j=1

vj
(

Q[i, j]
)2
. (17)

Âìåñòå ñ òåì, èç óñëîâèÿ QQT = E ñëåäóåò, ÷òî

1 = (QQT )[i, i] = Q[i, N ]×QT [N, i] =

n
∑

j=1

(

Q[i, j]
)2
,
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òî åñòü

n
∑

j=1

(

Q[i, j]
)2

= 1 ïðè âñåõ i ∈ 1 : n. (18)

Íà îñíîâàíèè (17), (18) è íåðàâåíñòâ α 6 vi 6 β, i ∈ 1 : n, ïðèõîäèì ê (16).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3. Âîçüì¼ì ïëàí X çàäà÷è (15). Êàê è ðàíü�

øå, èìååì

F (X) = ‖Λ− Y ‖2, (19)

ãäå Y = P TXP . Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöû Y èX èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå

÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü XQ = QV . Òîãäà

P TXQ = P TQV. (20)

Îáîçíà÷èì U = P TQ. Î÷åâèäíî, ÷òî U � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïðè ýòîì

Q = PU . Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (20) â âèäå

(P TXP )U = UV.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòðû ìàòðèö X è Y = P TXP ñîâïàäàþò. Ïî ëåììå 5

äëÿ âåëè÷èí yi = Y [i, i] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

α 6 yi 6 β, i ∈ 1 : n.

Â ñèëó (19)

F (X) >
n

∑

i=1

(λi − yi)
2. (21)

�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

f(y) :=

n
∑

i=1

(λi − yi)
2 → inf

α 6 yi 6 β, i ∈ 1 : n.

Ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y̌ = (y̌1, . . . , y̌n), ãäå y̌i = λ̌i. Ó÷èòû�

âàÿ (21), ïîëó÷àåì

F (X) > f(y̌) ∀ X ∈ Mn
α,β. (22)

Ìàòðèöà X̌ = P Λ̌P T
, óêàçàííàÿ â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 3, ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó Mn
α,β. Ïðè ýòîì

F (X̌) =
∥

∥P T (A− X̌)P
∥

∥

2
= ‖Λ− Λ̌‖ =

n
∑

i=1

(λi − λ̌i)
2 = f(y̌).
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Ñîãëàñíî (22),

F (X) > F (X̌) ∀ X ∈ Mn
α,β.

Îïòèìàëüíîñòü ìàòðèöû X̌ óñòàíîâëåíà.

�àâåíñòâî F (X) = F (X̌) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà P TXP = Λ̌,
òî åñòü, êîãäà X = P Λ̌P T = X̌. Ýòî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è (15).

6

◦
. Áëèçêèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ðàññìàòðèâàëèñü

â ðàáîòå [3℄.
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