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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ äâå òåîðåìû î íåîáõîäèìûõ è äîñòà�

òî÷íûõ óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ øòðà�íàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷�

íîé øòðà�íîé. Ïåðâàÿ òåîðåìà �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ¾ëîêàëüíîé¿ òî÷�

íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè â ðåøåíèÿõ èñõîäíîé çàäà÷è, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ

òåîðåìà îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó òî÷íîñòüþ øòðà�íîé �óíêöèè è ïîâåäåíèåì

�óíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.
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◦
. Ëåììà î òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè. �àññìîòðèì ýêñòðåìàëü�

íóþ çàäà÷ó âèäà

f(x) → inf
x∈Ω

, (1)

ãäå Ω � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R
n
, à �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà

R
n
è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âåçäå äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì f ∗ = min
x∈Ω

f(x).

Ïóñòü íà R
n
çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ òàêàÿ, ÷òî

Ω = {x ∈ R
n | ϕ(x) = 0}.

Äëÿ ëþáîãî λ > 0 ââåä¼ì øòðà�íóþ �óíêöèþ

Fλ(x) = f(x) + λϕ(x) ∀x ∈ R
n.

Íàïîìíèì (ñì. [1℄), ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé øòðà��

íîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå λ∗ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
ìíîæåñòâî òî÷åê

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà�

÷è (1). Îáîçíà÷èì òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü âñåõ òàêèõ λ∗
÷åðåç λ∗(f, ϕ). Âå�

ëè÷èíà λ∗(f, ϕ) íàçûâàåòñÿ òî÷íûì øòðà�íûì ïàðàìåòðîì äëÿ øòðà�íîé

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè

¾CNSA & NDO¿: http://www.apmath.spbu.ru/
nsa/
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�óíêöèè Fλ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ

Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî λ íåðàâåíñòâî Fλ(x) > f ∗
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

x ∈ R
n
.

Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ðàññìàòðèâàëèñü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî øòðà�íàÿ

�óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé. Ýòè óñëîâèÿ îïèðàþòñÿ íà ïðåäïî�

ëîæåíèå î òîì, ÷òî �óíêöèÿ Fλ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ, è íà ïðåäïîëîæåíèå î âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî óñëî�

âèÿ ðåãóëÿðíîñòè �óíêöèè ϕ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Ω. Öåëüþ
äàííîãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåíèå äàííûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî

øòðà�íàÿ �óíêöèÿ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ λ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè

íà çàäàííîì ìíîæåñòâå.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ïóñòü C ⊂ R
n
íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ òî÷íà íà ìíîæåñòâå C, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

λ∗ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ λ > λ∗
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Fλ(x) > f ∗ ∀x ∈ C.

Ïðè ýòîì òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü âñåõ òàêèõ λ∗
íàçûâàåòñÿ òî÷íûì øòðà�íûì

ïàðàìåòðîì �óíêöèè Fλ íà ìíîæåñòâå C è îáîçíà÷àåòñÿ λ∗(C).

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà C áóäåò λ∗(C) 6 λ∗(f, ϕ) è λ∗(Rn) =
λ∗(f, ϕ). Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîíÿòèå òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè íà çàäàí�

íîì ìíîæåñòâå íà ïðîñòîì ïðèìåðå.

Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü n = 1, Ω = [−1, 1] è

f(x) = −x2, ϕ(x) = max{0, |x| − 1}.

Ïóñòü òàêæå Ck = [−k, k], k ∈ N. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f ∗ = −1 è øòðà��
íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé, ïîñêîëüêó Fλ(x) → −∞ ïðè

x → ∞ äëÿ ëþáîãî λ > 0.
Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíîæåñòâå Ck. Çàìåòèì, ÷òî

èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ëèøü íà ìíîæåñòâå [1, k]. Åñëè λ > 2k, òî

F ′
λ(x) = −2x+ λ > 0, x ∈ (1, k].

Ïîýòîìó Fλ íå óáûâàåò íà [1, k], îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî Fλ(1) = f ∗ = −1,
ïîëó÷àåì, ÷òî Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà [1, k] è λ∗(Ck) 6 2k.



3

Âû÷èñëèì òî÷íûé øòðà�íîé ïàðàìåòð �óíêöèè Fλ íà ìíîæåñòâå Ck.

Ïóñòü λ < 2k. Òîãäà �óíêöèÿ Fλ âîçðàñòàåò íà [1, λ/2] è óáûâàåò íà [λ/2, k].
Çíà÷èò Fλ äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà îòðåçêå [1, k] â îäíîì èç åãî êîíöîâ. Èìååì

min
x∈[1,k]

Fλ(x) = min{Fλ(1), Fλ(k)} = min{−1,−k2 + λ(k − 1)}.

Ïîñêîëüêó −k2 + λ(k − 1) > −1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ > k + 1 (åñëè
k > 1), òî

min
x∈[1,k]

Fλ(x) > f ∗ = −1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ > k + 1. Çíà÷èò, λ∗(Ck) = k + 1 ïðè k > 1.
Çàìåòèì, ÷òî λ∗(Ck) → ∞ ïðè k → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé, îä�

íàêî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.

Äëÿ ëþáîãî δ > 0 îáîçíà÷èì Ωδ = {x ∈ R
n | ϕ(x) < δ}.

ËÅÌÌÀ 1 (î òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè). Äëÿ òîãî ÷òîáû øòðà�íàÿ

�óíêöèÿ Fλ áûëà òî÷íîé øòðà�íîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) �óíêöèÿ Fµ áûëà îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R
n
äëÿ íåêîòîðîãî µ > 0;

2) �óíêöèÿ Fλ áûëà òî÷íîé øòðà�íîé íà ìíîæåñòâå Ωδ äëÿ íåêîòîðîãî

δ > 0.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λ∗(f, ϕ) 6 max

{

λ∗(Ωδ), µ+
f ∗ − c

δ

}

,

ãäå c = inf
x∈Rn

Fµ(x).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ

òî÷íîé øòðà�íîé, òî îíà, î÷åâèäíî, òî÷íà íà ìíîæåñòâå Ωδ äëÿ ëþáîãî δ > 0
è îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R

n
äëÿ ëþáîãî λ > λ∗(f, ϕ).

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü

λ > max

{

λ∗(Ωδ), µ+
f ∗ − c

δ

}

. (2)

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè íà ìíîæåñòâå ïîëó÷àåì

Fλ(x) > f ∗ ∀x ∈ Ωδ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè x /∈ Ωδ, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ϕ(x) > δ è (ñì. (2))

Fλ(x) = Fµ(x) + (λ− µ)ϕ(x) > c+ (λ− µ)δ > f ∗,

ãäå c = inf
x∈Rn

Fµ(x). Òàêèì îáðàçîì,

Fλ(x) > f ∗ ∀x ∈ R
n,

òî åñòü Fλ � òî÷íàÿ øòðà�íàÿ �óíêöèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû î òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè ìîæíî óñèëèòü òåîðå�

ìó 1 èç [1℄, çàìåíèâ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ äîñòèãà�

åò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà ïðåäïîëîæåíèå îá îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó äàííîé

�óíêöèè. Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà

ϕ↓(x) = lim inf
y→x

ϕ(y)− ϕ(x)

‖y − x‖

íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà �óíêöèè ϕ â òî÷êå x.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) �óíêöèÿ Fµ îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R
n
äëÿ íåêîòîðîãî µ > 0;

2) ñóùåñòâóþò δ > 0 è a > 0 òàêèå, ÷òî

ϕ↓(x) 6 −a ∀x ∈ Ωδ \ Ω;

3) �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω;

4) �óíêöèè f è ϕ ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó.

Òîãäà øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ Fλ íå ÿâëÿ�

åòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 ñóùåñòâóåò xλ ∈ R
n
òàêîå,

÷òî

Fλ(xλ) < f ∗.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ Fλ ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó äëÿ ëþáîãî λ > 0 â ñèëó

ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèé f è ϕ. Òîãäà âîñïîëüçîâàâøèñü âàðèàöè�
îííûì ïðèíöèïîì Ýêëàíäà [3℄, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > µ ñóùåñòâóåò

yλ ∈ R
n
òàêîå, ÷òî

Fλ(yλ) 6 Fλ(xλ) < f ∗, Fλ(v) + ‖v − yλ‖ > Fλ(yλ) ∀v ∈ R
n \ {yλ}. (3)
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Òàê êàê �óíêöèÿ Fµ îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R
n
, òî, ðàññóæäàÿ êàê è ïðè äî�

êàçàòåëüñòâå ëåììû î òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò λ0 > µ òàêîå, ÷òî

Fλ(x) > f ∗ ∀x /∈ Ωδ ∀λ > λ0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî λ > λ0 áóäåò yλ ∈ Ωδ \ Ω (íàïîìíèì, ÷òî f ∗ =
inf
x∈Ω

f(x), ïîýòîìó yλ /∈ Ω).

Ó÷èòûâàÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (3), ïîëó÷àåì

F ↓

λ (yλ) > −1. (4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó yλ ∈ Ωδ \ Ω äëÿ âñåõ λ > λ0, òî ϕ(yλ) > 0 è

ϕ↓(yλ) 6 −a äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü {zk(λ)}, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå yλ, è òàêàÿ, ÷òî

ϕ(zk(λ))− ϕ(yλ) 6 −a

2
‖zk(λ)− yλ‖ ∀k ∈ N, ∀λ > λ0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ϕ(zk(λ)) 6 ϕ(yλ) < δ, òî åñòü {zk(λ)} ⊂ Ωδ. Òàê êàê

�óíêöèÿ ϕ ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå Ωδ è ϕ(yλ) > 0, òî íå îãðà�
íè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî ϕ(zk(λ)) > 0 äëÿ âñåõ k. Ïîýòîìó
{zk(λ)} ⊂ Ωδ \ Ω. Äàëåå

Fλ(zk(λ))− Fλ(yλ) 6 f(zk(λ))− f(yλ) + λ
(

ϕ(zk(λ))− ϕ(yλ)
)

6

6

(

L− a

2
λ
)

‖zk(λ)− yλ‖,

ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà �óíêöèè f íà ìíîæåñòâå Ωδ \Ω. Ñëåäîâàòåëüíî,

F ↓

λ (yλ) 6 L− a

2
λ ∀λ > λ0.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî λ > max{λ0, (2L+2)/a} áóäåò F ↓

λ (yλ) < −1, ÷òî ïðîòèâî�
ðå÷èò (4). Çíà÷èò øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé.

Ç àì å ÷ à í è å 1.1. Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äî�

êàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ýêëàí�

äà [3℄. Èññëåäîâàíèå òîãî ÿâëÿåòñÿ ëè øòðà�íàÿ �óíêöèÿ òî÷íîé øòðà�íîé

âñåãäà ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ïîâåäåíèÿ âåëè÷èíû inf
x∈Rn

Fλ(x) ïðè èçìåíåíèè λ.

Ýòîò àíàëèç ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ (ñð. òåîðåìó 1 èç [1℄) â ñëó÷àå, êîãäà

øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ ëþáîãî λ > 0.
Îäíàêî, îòñóòñòâèå äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ïî�

÷òè íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê èñïîëüçîâàíèþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ýêëàíäà.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè âûòåêàåò ëèøü, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå xλ, ÷òî

Fλ(xλ) < inf
x∈Rn

Fλ(x) + ε.

Ïðè ýòîì áîëüøå íèêàêîé èí�îðìàöèè îá xλ íåèçâåñòíî. Îäíàêî, âàðèàöè�

îííûé ïðèíöèï Ýêëàíäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýòó èí�îðìàöèþ. À èìåííî, ñî�

ãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó äëÿ ëþáîãî r > 0 íàéä¼òñÿ yλ òàêîå, ÷òî

‖xλ − yλ‖ < r, Fλ(yλ) 6 Fλ(xλ)

è ïðè ýòîì ¾âîçìóù¼ííàÿ¿ �óíêöèÿ

g(x) = Fλ(x) +
ε

r
‖x− yλ‖

äîñòèãàåò ñòðîãîãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå yλ. Ñëåäóåò ïðè ýòîì îòìå�

òèòü, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ýêëàíäà íåîáõîäèìà

ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó èññëåäóåìîé �óíêöèè è ïîëíîòà, êàê ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà, îáëàñòè çàäàíèÿ ýòîé �óíêöèè.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 1 èç [1℄, â ïðåäûäóùåé òåîðåìå äîáàâèëîñü óñëî�

âèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèé f è ϕ íà ìíîæåñòâå Ωδ. Ïîêàæåì íà

ïðèìåðå ÷òî ýòî óñëîâèå ñóùåñòâåííî.

Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü n = 1, Ω = (−∞, 0], ϕ(x) = x+ := max{x, 0} è

f(x) =

{

−x, åñëè x 6 0,

x− 1, åñëè x > 0.

Çàìåòèì, ÷òî f ∗ = 0, Ωδ = (−∞, δ) äëÿ ëþáîãî δ > 0 è øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ

îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R äëÿ ëþáîãî λ > 0. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ δ > 0

ϕ↓(x) = −1 ∀x ∈ Ωδ \ Ω

è �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà Ωδ\Ω ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà

L = 1. Îäíàêî, øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé, òàê êàê

inf
x∈R

Fλ(x) = −1 < 0 =: f ∗ ∀λ > 0.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå äîñòèãàåò ãëîáàëü�

íîãî ìèíèìóìà íè äëÿ êàêîãî λ > 0, à �óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ�

íîé ñíèçó íà ìíîæåñòâå Ωδ.
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2

◦
. Ëîêàëüíàÿ òî÷íîñòü øòðà�íîé �óíêöèè. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëî�

âèé òåîðåìû 1 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ëèïøèöà

íà âñ¼ì ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω, à ñêîðîñòü íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà �óíêöèè ϕ áûëà

îòäåëåíà îò íóëÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå. Îäíàêî, äëÿ òîãî ÷òîáû øòðà�íàÿ �óíê�

öèÿ áûëà òî÷íîé øòðà�íîé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèè f è ϕ óäîâëåòâîðÿëè

ýòèì óñëîâèÿì ëèøü âáëèçè ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è (1). Äëÿ òîãî ÷òîáû

áîëåå òî÷íî ñ�îðìóëèðîâàòü äàííûé ðåçóëüòàò íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

îïðåäåëåíèå òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè â òî÷êå.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ïóñòü x∗ ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

â çàäà÷å (1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â

òî÷êå x∗
, åñëè ñóùåñòâóåò λ∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗

òî÷êà x∗
ÿâ�

ëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà�íîé �óíêöèè Fλ. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ

ãðàíü âñåõ òàêèõ λ∗
íàçûâàåòñÿ òî÷íûì øòðà�íûì ïàðàìåòðîì �óíêöèè

Fλ â òî÷êå x
∗
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ∗(x∗).

Ç àì å ÷ à í è å 1.2. �àññìîòðèì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(x) → inf (5)

gi(x) 6 0, i ∈ {1, . . . , m}, hj(x) = 0, j ∈ {1, . . . , r}, (6)

ãäå âñå �óíêöèè f , gi è hj îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû íà

R
n
. Îïðåäåëèì

ϕ(x) =

r
∑

j=1

|hj(x)|+
m
∑

i=1

(gi(x))+.

Øòðà�íóþ �óíêöèþ Fλ = f + λϕ äëÿ äàííîé �óíêöèè ϕ îáû÷íî íàçûâàþò

ℓ1 øòðà�íîé �óíêöèåé.
Ìîæíî ïîêàçàòü [4, 5℄, ÷òî åñëè â òî÷êå x∗

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çà�

äà÷å (5)�(6) âûïîëíåíî îäíî èç ñòàíäàðòíûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè [5℄, òî ℓ1
øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â òî÷êå x

∗
.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ øòðà��

íàÿ �óíêöèÿ áóäåò òî÷íîé øòðà�íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà òî÷íà

â êàæäîì ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà÷è (1).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü �óíêöèè f è ϕ ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó. Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò µ > 0 òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî Ëåáåãà

L(Fµ, f
∗) = {x ∈ R

n | Fµ(x) < f ∗}

îãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ áûëà òî÷íîé

øòðà�íîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Fλ áûëà òî÷íà â êàæäîì ðå�

øåíèè çàäà÷è (1).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Åñëè Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé

øòðà�íîé �óíêöèåé, òî ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî λ ìíîæå�

ñòâî òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðå�

øåíèé çàäà÷è (1). Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî λ êàæäîå ðåøåíèå x∗

çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ, òî åñòü �óíêöèÿ Fλ òî÷íà

â òî÷êå x∗
.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

L(Fλ, f
∗) ⊂ L(Fµ, f

∗) ∀λ > µ.

Ïîýòîìó, ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà L(Fµ, f
∗) ïîëó÷àåì, ÷òî, ëèáî

äëÿ âñåõ λ > µ ìíîæåñòâî L(Fλ, f
∗) íåïóñòî è ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå

B(0, R), ãäå R > 0 íå çàâèñèò îò λ, ëèáî äëÿ íåêîòîðîãî λ > µ ýòî ìíîæåñòâî

ïóñòî è òîãäà, î÷åâèäíî, øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé.

Ïóñòü ìíîæåñòâî L(Fλ, f
∗) íåïóñòî äëÿ ëþáîãî λ > µ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïî�

ëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó �óíêöèé f è ϕ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ λ > µ øòðà��

íàÿ �óíêöèÿ Fλ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò òî÷êà

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà x(λ) �óíêöèè Fλ, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó B(0, R).
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{λn} òàêóþ, ÷òî λn > µ äëÿ âñåõ n ∈ N. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ {x(λn)} îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó èç íå¼ ìîæíî
âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ìû òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç {x(λn)},
ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x∗

. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 èç [1℄ áóäåò ϕ(x(λn)) → 0
ïðè n → ∞. Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó �óíêöèè ϕ, ïîëó÷à�
åì, ÷òî ϕ(x∗) = 0, òî åñòü x∗ ∈ Ω.

Ïîêàæåì, ÷òî x∗
� ýòî ðåøåíèå çàäà÷è (1). Ïîñêîëüêó x(λn) � ýòî òî÷êà

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fλn
, òî f(xλn

) < f ∗
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìíîæåñòâî L(Fλn
, f ∗) ïóñòî). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü

ñíèçó �óíêöèè f è òîò �àêò, ÷òî x∗ ∈ Ω, èìååì

f ∗
6 f(x∗) 6 lim inf

n→∞
f(x(λn)) 6 f ∗.

Îòñþäà f(x∗) = f ∗
, ò. å. x∗

� ýòî ðåøåíèå çàäà÷è (1) è, ñëåäîâàòåëüíî, øòðà��

íàÿ �óíêöèÿ Fλ òî÷íà â òî÷êå x
∗
. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò r > 0 è λ0 > 0 òàêèå,

÷òî

Fλ(x) > Fλ(x
∗) ∀λ > λ0, ∀x ∈ B(x∗, r) = {x ∈ R

n | ‖x− x∗‖ 6 r}. (7)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(λn)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗
, òî íà÷èíàÿ ñ íåêî�

òîðîãî n áóäåò x(λn) ∈ B(x∗, r). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç òîãî �àêòà, ÷òî ïîñëå�

äîâàòåëüíîñòü {λn} íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, âûòåêàåò, ÷òî λn > λ0 äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïîýòîìó èç (7) ñëåäóåò, ÷òî

Fλn
(x(λn)) > Fλn

(x∗) = f ∗,
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íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåïóñòîòå ìíî�

æåñòâà L(Fλn
, f ∗).

�àññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè ¾Äîñòàòî÷íîñòü¿ ïðåäûäóùåé

òåîðåìû íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü �óíêöèè f è ϕ ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó. Òîãäà äëÿ òîãî

÷òîáû øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ áûëà òî÷íîé íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæå�

ñòâå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Fλ áûëà òî÷íà â êàæäîì ðåøåíèè

çàäà÷è (1).

3

◦
. Ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è øòðà�íûå �óíêöèè. Â äàííîì

ðàçäåëå ìû êðàòêî îïèøåì àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ øòðà��

íûõ �óíêöèé [6�8℄, îïèðàþùèéñÿ íà àíàëèç ïîâåäåíèÿ �óíêöèè ÷óâñòâèòåëü�

íîñòè. Ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâà�

íèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ [9�11℄. Ïîäðîáíîå èçëî�

æåíèå òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè â îïòèìèçàöèè ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [12�14℄.

Äëÿ èëëþñòðàöèè îñíîâíîé èäåè ìû ðàññìîòðèì ëèøü ïðîñòåéøåå âîçìó�

ùåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1). Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷ó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x) → inf,

ϕ(x) 6 0.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì âîçìóù¼ííóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

f(x) → inf, (8)

ϕ(x) 6 p, (9)

ãäå p > 0. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïëàíîâ ýòîé çàäà÷è ÷åðåç Ω(p),
è ââåä¼ì �óíêöèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè çàäà÷è (1)

h(p) = inf
x∈Ω(p)

f(x) ∀p > 0. (10)

Çàìåòèì, ÷òî h(0) = f ∗
. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

òîãî, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé, ìîæíî âûðàçèòü

â òåðìèíàõ ïîâåäåíèÿ �óíêöèè h â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ áûëà òî÷íîé øòðà��

íîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) �óíêöèÿ Fµ áûëà îãðàíè÷åíà ñíèçó äëÿ íåêîòîðîãî µ > 0;
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2) ñêîðîñòü íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà �óíêöèè h â íóëå áûëà êîíå÷íîé, ò. å.

h↓(0) = lim inf
p→+0

h(p)− h(0)

p
> −∞.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî h↓(0) > −∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ òî÷íà íà ìíîæåñòâå Ωδ äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Òîãäà âîñ�
ïîëüçîâàâøèñü ëåììîé î òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè, ïîëó÷èì òðåáóåìûé

ðåçóëüòàò.

Ïóñòü h↓(0) > −∞. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò δ > 0 è λ > 0 òàêèå, ÷òî

h(p)− h(0) > −λp ∀p ∈ [0, δ).

Ïóñòü x ∈ Ωδ. Îáîçíà÷èì p = ϕ(x). Èìååì x ∈ Ω(p) è f(x) > h(p). Ïîýòîìó

f(x)− f ∗
> h(p)− f ∗ = h(p)− h(0) > −λp = −λϕ(x)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

Fλ(x) = f(x) + λϕ(x) > f ∗ ∀x ∈ Ωδ. (11)

Çíà÷èò øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíîæåñòâå Ωδ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíî�

æåñòâå Ωδ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > λ∗(Ωδ) âûïîëíåíî (11). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî p ∈ (0, δ) áóäåò

f(x)− f ∗ = f(x)− h(0) > −λϕ(x) > −λp ∀x ∈ Ω(p).

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ Ω(p), òî

h(p)− h(0) = inf
x∈Ω(p)

f(x)− h(0) > −λp ∀p ∈ [0, δ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî h↓(0) > −λ.

Ïðèâåä¼ì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà èëëþñòðèðóþùèõ òåîðåìó 4.

Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü Ω = (−∞, 0] è

f(x) =

{

0, åñëè x 6 0,

−√
x, åñëè x > 0.

Ïîëîæèì ϕ(x) = x+. Äëÿ ëþáîãî p > 0 áóäåò Ω(p) = (−∞, p] è

h(p) = inf
x∈(−∞,p]

f(x) = −√
p.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì

lim inf
p→+0

h(p)− h(0)

p
= lim inf

p→+∞
− 1√

p
= −∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé. Íåòðóä�

íî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ øòðà�íàÿ �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â åäèíñòâåí�

íîì ðåøåíèè x∗ = 0 ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Ïîëîæèì òåïåðü ϕ(x) =

√
x. Òîãäà Ω(p) = (−∞, p2] è h(p) = −p äëÿ âñåõ

p > 0. Ïîýòîìó

lim inf
p→+0

h(p)− h(0)

p
= lim inf

p→+∞
−1 = −1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé.

Ï�ÈÌÅ� 4. [9�11℄ �àññìîòðèì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(x) → inf (12)

gi(x) 6 0, i ∈ {1, . . . , s}. (13)

Îáîçíà÷èì

Ω =
{

x ∈ R
n | gi(x) 6 0, i ∈ {1, . . . , s}

}

,

Ω(v) =
{

x ∈ R
n | gi(x) 6 vi, i ∈ {1, . . . , s}

}

.

Çäåñü v = (v1, . . . , vs) ∈ R
s
� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ôóíêöèÿ

h(v) = inf
x∈Ω(v)

f(x)

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè çàäà÷è (12)�(13). Ìíîæåñòâî

∂h(0) = {y ∈ R
s | h(v)− h(0) > 〈y, v〉 ∀v ∈ R

s}
íàçûâàåòñÿ ñóáäè��åðåíöèàëîì �óíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè h â íóëå (çàìåòèì,
÷òî â äàííîì îïðåäåëåíèè íå äåëàåòñÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î âûïóêëîñòè

�óíêöèè h). Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç h+
ñóæåíèå �óíêöèè h íà íåîòðèöàòåëü�

íûé îðòàíò R
s
+.

�àññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ℓ1 øòðà�íàÿ �óíêöèÿ äëÿ çàäà÷è (12)�(13), èìåþùàÿ âèä

Fλ(x) = f(x) +
s

∑

i=1

(gi(x))+,

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ Fλ îãðàíè�

÷åíà ñíèçó äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0 è ñêîðîñòü íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà �óíêöèè

h+
â íóëå êîíå÷íà. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ∂h(0) 6= ∅, ò. å. åñëè âûïîë�

íåíî óñëîâèå ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè [10, 11℄ çàäà÷è (12)�(13), òî ñêîðîñòü

íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà �óíêöèè h+
êîíå÷íà.
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