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◦
. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì�

ìèðîâàíèÿ

f(x) → inf, (1)

gi(x) 6 0, i ∈ I = {1, . . . , m}, (2)

hj(x) = 0, j ∈ J = {1, . . . , s}. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f , gi è hj, i ∈ I, j ∈ J � ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå �óíêöèè

çàäàííûå íà R
n
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïëàíîâ çàäà÷è

(1)�(3). Îáîçíà÷èì òàêæå

r(x) =
m
∑

i=1

[gi(x)]+ +
s

∑

j=1

|hj(x)|, (4)

è f ∗ = inf
x∈Ω

f(x).

Ïóñòü íà R
n
çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ òàêàÿ, ÷òî

ϕ(x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà x óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (2)

è (3). Ôóíêöèÿ

Fλ(x) = f(x) + λϕ(x), λ > 0,

íàçûâàåòñÿ øòðà�íîé �óíêöèåé äëÿ çàäà÷è (1)�(3). Â ÷àñòíîñòè, åñëè

ϕ(x) = r(x),

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ Fλ íàçûâàåòñÿ ℓ1 øòðà�íîé �óíêöèåé.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Íàïîìíèì [1, 2℄, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé â òî÷êå x∗

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (1)�(3), åñëè ñóùåñòâóåò λ∗ > 0 òàêîå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
òî÷êà x∗

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà��

íîé �óíêöèè Fλ. Øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íà ìíîæåñòâå

C ⊂ R
n
, åñëè ñóùåñòâóåò λ∗ > 0 òàêîå, ÷òî

Fλ(x) > f ∗ ∀x ∈ C ∀λ > λ∗.

Íàêîíåö, øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè ñóùåñòâóåò λ∗
òà�

êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(3) ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ.

2

◦
. Ñóáàíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè îï�

òèìèçàöèè. Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ î òî÷íîñòè øòðà�íûõ �óíêöèé äëÿ

çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïèðàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå î âûïîë�

íåíèè êàêèõ-ëèáî óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Îäíàêî,

èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òî÷íîñòè øòðà�íîé

�óíêöèè, íå îïèðàþùèåñÿ íà äàííîå ïðåäïîëîæåíèå. Òàêèå óñëîâèÿ ìîæíî

ïîëó÷èòü â ðàìêàõ òåîðèè ñóáàíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé [3�6℄. Ïðè ýòîì ïðåä�

ïîëîæåíèÿ î âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé çàìåíÿåòñÿ íà

ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî �óíêöèè, îïðåäåëÿþùèå îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å, îá�

ëàäàþò íåêîòîðûìè àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ f îïðåäåë¼í�

íàÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U èç R
n
è ïðèíèìàþùàÿ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ

íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè èç ìíîæåñòâà U ñóùå�

ñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé �óíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ

ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ìíîæåñòâî X ⊂ R
n
íàçûâàåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷�

êè y ∈ R
n
ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U òî÷êè y è êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

Xij ⊂ R
n
, i ∈ {1, . . . , p}, j ∈ {1, . . . , q}, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

Xij = {x ∈ U | fij(x) = 0} èëè Xij = {x ∈ R
n | fij(x) < 0}

äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé fij, òàêîå, ÷òî

X ∩ U =

p
⋃

i=1

q
⋂

j=1

Xij.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèì, åñëè îíî ëî�

êàëüíî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåì ðàâåíñòâ

è ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

{

x ∈ U | fij(x) = 0 èëè fij(x) < 0, j ∈ {1, . . . , q}
}

,
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ñ àíàëèòè÷åñêèìè ëåâûìè ÷àñòÿìè. Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ R
n
íàçûâàåòñÿ ñóáàíà�

ëèòè÷åñêèì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ R
n
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè

y òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî X ∩ U ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîåêöèè íåêîòîðîãî îãðà�

íè÷åííîãî ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R
n+p

íà ïðîñòðàíñòâî R
n
äëÿ

íåêîòîðîãî p ∈ N ∪ {0}. Íàêîíåö, âåêòîð-�óíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïîëóàíàëè�

òè÷åñêîé (ñóáàíàëèòè÷åñêîé), åñëè å¼ ãðà�èê ÿâëÿåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèì

(ñóáàíàëèòè÷åñêèì) ìíîæåñòâîì. Òåîðèÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ è ñóáàíàëèòè�

÷åñêèõ �óíêöèé âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ì.Ñ. Ëîÿñåâè÷à (àíãë. M.S. Lojasiewi
z)

[7, 8℄.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî ïðîñòîãî îïèñàíèÿ ñóá�

àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ è �óíêöèé. Îäíàêî, ïîñòðîåíî äîñòàòî÷íî ïîëíîöåí�

íîå èñ÷èñëåíèå äàííûõ ìíîæåñòâ è �óíêöèé. À èìåííî, êëàññ ñóáàíàëèòè÷å�

ñêèõ ìíîæåñòâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâà�

ìè, ñðåäè êîòîðûõ îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü, äåêàðòîâî ïðîèçâåäå�

íèå, îïåðàöèè çàìûêàíèÿ è âíóòðåííîñòè, à òàêæå îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðîñòûìè ïðèìåðàìè ñóáàíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿ�

þòñÿ ëþáîå êîíå÷íîå è ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâà, ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî

(â ÷àñòíîñòè, âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê) è ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà

X =
{

x ∈ R
n | gi(x) 6 0, hj(x) = 0, i ∈ {1, . . . , p}, j ∈ {1, . . . , q}

}

,

ãäå gi è hj àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè.

Êëàññ íåïðåðûâíûõ ñóáàíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà êîì�

ïàêòíîì ñóáàíàëèòè÷åñêîì ìíîæåñòâå, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âñåõ àëãåáðàè�

÷åñêèõ îïåðàöèé, îïåðàöèé âçÿòèÿ ïîòî÷å÷íîãî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà êîíå÷�

íîãî ÷èñëà �óíêöèé, à òàêæå îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Â ÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ

âèäà

f(x1, x2) = min{arctg x1, cosx2} · e
max{x1,x2 sinx1}

ÿâëÿåòñÿ ñóáàíàëèòè÷åñêîé íà ëþáîì øàðå. Òàêæå �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äî

ñóáàíàëèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà X

d(x,X) = min
y∈X

‖x− y‖,

ãäå ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà, ÿâëÿåòñÿ ñóáàíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé. Òàêèì

îáðàçîì, ñóáàíàëèòè÷åñêèå �óíêöèé âîâñå íå îáÿçàíû áûòü ãëàäêèìè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè äëÿ çà�

äà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1)�(3), íå îïèðàþùàÿñÿ íà âûïîëíåíèå

êàêèõ-ëèáî óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé â äàííîé çàäà÷å.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. [4, 5℄ Ïóñòü X ⊂ R
n
� êîìïàêòíîå ñóáàíàëèòè÷åñêîå ìíî�

æåñòâî, �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå X, à

�óíêöèè gi è hj ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è ñóáàíàëèòè÷åñêèìè íà ýòîì ìíî�

æåñòâå, i ∈ I, j ∈ J . Òîãäà ñóùåñòâóåò n∗ ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ > n∗

øòðà�íàÿ �óíêöèÿ

Fλ,γ(x) = f(x) + λr(x)1/γ

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíîæåñòâå X.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ïóñòü x∗
� òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (1)�(3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòî�

ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗
, à �óíêöèè gi è hj ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è

ñóáàíàëèòè÷åñêèì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, i ∈ I, j ∈ J . Òîãäà
ñóùåñòâóåò n∗ ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ > n∗

øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ,γ

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â òî÷êå x∗
.

3

◦
. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè øòðà�íîé �óíêöèè. Øòðà�íûå �óíêöèè

ïðèìåíÿþòñÿ ñ öåëüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ�

ìè â çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Â ðàìêàõ òåîðèè òî÷íûõ øòðà�íûõ

�óíêöèé èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíè�

ìèçàöèè øòðà�íîé �óíêöèè ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ øòðà�íîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì ïîä ýê�

âèâàëåíòíîñòüþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ èõ

ðåøåíèé, òî åñòü ìíîæåñòâ òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Îäíàêî, ìåòîäû îï�

òèìèçàöèè äëÿ íåâûïóêëûõ �óíêöèé ìîãóò, â îáùåì ñëó÷àå, íàõîäèòü ëèøü

ñòàöèîíàðíûå òî÷êè èññëåäóåìîé �óíêöèè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåñîãëàñîâàí�

íîñòü òåîðèè òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé è ìåòîäà òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíê�

öèé, êàê îáùåãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Òåîðèÿ ãàðàíòèðóåò ñîâïàäåíèå òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, à ìåòîä ïîçâî�

ëÿåò ëèøü íàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, êîòîðûå ìîãóò äàæå íå ïðèíàäëåæàòü

ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ïëàíîâ èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ òîãî ÷òîáû (÷àñòè÷íî)

óñòðàíèòü ýòó íåñîãëàñîâàííîñòü íåîáõîäèìû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå îòñóò�

ñòâèå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê øòðà�íîé �óíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó

äîïóñòèìûõ ïëàíîâ. Òàêèå óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [9�12℄. Çäåñü

ìû ïðèâåä¼ì óñëîâèÿ èç [10℄.

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà

p↓(x) = lim inf
y→x

p(y)− p(x)

‖y − x‖
,

ãäå �óíêöèÿ p îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x è ïðèíèìàåò âåùå�
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà �óíêöèè p
â òî÷êå x. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå p↓(x) > 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì



5

óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè p. Ïîýòîìó òî÷êó â êîòîðîé âûïîë�

íÿåòñÿ äàííîå óñëîâèå ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé �óíêöèè p.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå F ↓

λ (x) > 0, ãäå x ∈ Ω, ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèé

Êóíà�Òàêêåðà [13℄.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå �óíêöèè f , gi è hj íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû

íà R
n
. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R

n
ââåä¼ì ìíîæåñòâî

I(x) = {i ∈ I | gi(x) > 0}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â òî÷êå x ∈ R
n
âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, åñëè

ãðàäèåíòû g′i(x), i ∈ R(x) è h′
j(x), j ∈ J , ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ñð. ñ îïðåäå�

ëåíèåì ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé â [13℄, ãäå ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî àêòèâíûå

îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè íà íåêîòîðîì ìíîæå�

ñòâå X ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ øòðà�íîãî ïàðà�

ìåòðà λ âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè øòðà�íîé �óíêöèè íà ìíîæåñòâå X áóäóò

ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ïëàíîâ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü X ⊂ R
n
� íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî,

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîé òî÷�

êå x ∈ X. Òîãäà íàéä¼òñÿ λ∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
íå ñóùå�

ñòâóåò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê øòðà�íîé �óíêöèè Fλ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíî�

æåñòâó X \ Ω.

Çàì å ÷ à í è å 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ïðåäïî�

ëîæèì òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå

X \ Ω ñ êîíñòàíòîé L > 0, è ñóùåñòâóåò a > 0 òàêîå, ÷òî

r↓(x) 6 −a ∀x ∈ X \ Ω.

(ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíñòàíò L > 0 è a > 0 ìîæíî âûâåñòè èç êîìïàêòíîñòè
ìíîæåñòâà X). Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ

ïðè λ∗ = L/a.

4

◦
. Òî÷íûå áàðüåðíûå �óíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãèå ñâîéñòâà

øòðà�íîé �óíêöèè çàâèñÿò îò ñâîéñòâ öåëåâîé �óíêöèè è �óíêöèé çàäàþ�

ùèõ îãðàíè÷åíèÿ â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ ñêîëü óãîäíî äàëåêî îò ìíîæåñòâà

äîïóñòèìûõ ïëàíîâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå êàêèì-ëèáî îá�

ðàçîì îãðàíè÷èòü îáëàñòü çàäàíèÿ øòðà�íîé �óíêöèè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ

ïîìîùüþ ââåäåíèÿ øòðà�íîé �óíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà [14℄.
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Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå σ > 0, è îïðåäåëèì øòðà�íóþ �óíêöèþ

Gλ(x) = f(x) + λ
ϕ(x)

σ − ϕ(x)

ïðè x ∈ R
n
òàêèõ, ÷òî ϕ(x) < σ è

Gλ(x) = +∞,

åñëè ϕ(x) > σ. Íàïîìíèì, ÷òî ϕ � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíê�

öèÿ òàêàÿ, ÷òî ϕ(x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà x óäîâëåòâîðÿ�

åò îãðàíè÷åíèÿì (2)�(3). Îòìåòèì, ÷òî ââåä¼ííóþ òàêèì îáðàçîì øòðà�íóþ

�óíêöèþ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ëèøü íà ìíîæåñòâå

Ωσ = {x ∈ R
n | ϕ(x) < σ}.

Ñëåäóÿ [14℄, áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ Gλ òî÷íîé áàðüåðíîé �óíêöèåé, åñ�

ëè ñóùåñòâóåò λ∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è

(1)�(3) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Gλ. Áó�

äåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ Gλ òî÷íà â òî÷êå x
∗
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

â çàäà÷å (1)�(3), åñëè ñóùåñòâóåò λ∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
òî÷êà x∗

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Gλ.

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âçàèìîñâÿçè øòðà�íîé �óíêöèè Gλ ñ

êëàññè÷åñêîé øòðà�íîé �óíêöèåé Fλ(x) = f(x)+λϕ(x), ðàññìîòðåííîé âûøå.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü x∗
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

â çàäà÷å (1)�(3), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà â òî÷êå x∗
.

Òîãäà �óíêöèÿ Gλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â òî÷êå x∗
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ òî÷íà â ýòîé òî÷êå.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

1

σ
ϕ(x) 6

ϕ(x)

σ − ϕ(x)
6

2

σ
ϕ(x),

âûïîëíÿþùèõñÿ äëÿ ëþáûõ x òàêèõ, ÷òî ϕ(x) < σ/2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü �óíêöèÿ Gλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé áàðüåðíîé

�óíêöèåé. Òîãäà øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíîæåñòâå Ωδ

äëÿ ëþáîãî δ < σ.
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Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà

ìíîæåñòâå Ωδ äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Òîãäà �óíêöèÿ Gλ(x) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé

áàðüåðíîé �óíêöèåé äëÿ ëþáîãî σ 6 δ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäëîæåíèÿìè 1�3 è èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè èç òåî�

ðèè òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé, ëåãêî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî,

÷òî �óíêöèÿ Gλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé áàðüåðíîé �óíêöèåé. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìî�

ùüþ òåîðåìû 1 èç [2℄ íåòðóäíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóþò δ > 0 è a > 0 òàêèå, ÷òî

ϕ↓(x) 6 −a ∀x ∈ Ωδ \ Ω;

2) �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω;

3) �óíêöèè f è ϕ ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà ìíîæåñòâå Ωδ.

Òîãäà �óíêöèÿ Gλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé áàðüåðíîé �óíêöèåé äëÿ ëþáîãî σ 6 δ.

5

◦
. �ëàäêèå òî÷íûå øòðà�íûå �óíêöèè. Â [1, 9℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî,

êàê ïðàâèëî, òî÷íàÿ øòðà�íàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé. Äàííîå îáñòî�

ÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé îïòè�

ìèçàöèè äëÿ ìèíèìèçàöèè òî÷íîé øòðà�íîé �óíêöèè. Â [15℄ áûë ïðåäëîæåí

íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò

ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü. Äàííûé ïîäõîä áûë îáîáù¼í è óñîâåðøåíñòâîâàí â

[16℄. Â ñòàòüÿõ [17�19℄ èçëîæåíû ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Îïèøåì íîâûé êëàññ ãëàäêèõ òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé. Äëÿ ïðîñòîòû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ îòñóòñòâóþò, ò.å. ðàññìàòðè�

âàåòñÿ çàäà÷à âèäà

f(x) → inf, (5)

hj(x) = 0, j ∈ J = {1, . . . , s}. (6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè f è hj , j ∈ J , íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû

íà R
n
. Çà�èêñèðóåì íåíóëåâîé âåêòîð y ∈ R

s
. Äëÿ ëþáûõ x ∈ R

n
è ε > 0

îïðåäåëèì �óíêöèþ

∆(x, ε) =
s

∑

j=1

(hj(x)− εyj)
2.
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Ââåä¼ì øòðà�íóþ �óíêöèþ

Fλ(x, ε) =











f(x), åñëè ε = 0 è ∆(x, 0) = 0,

f(x) + 1

ε
∆(x, ε) + λε, åñëè ε > 0,

+∞, åñëè ε = 0 è ∆(x, 0) 6= 0.

Â îòëè÷èå îò îïèñàííûõ âûøå øòðà�íûõ �óíêöèé, �óíêöèÿ Fλ(x, ε) çàâèñèò
îò äîïîëíèòåëüíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε. Ââåäåíèå äàííîãî ïàðà�

ìåòðà ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ãëàäêîñòè �óíêöèè Fλ(x, ε) ïðè âñåõ ïîëîæèòåëü�

íûõ ε.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî÷íîñòè øòðà�íîé �óíêöèè

Fλ(x, ε) ñîâïàäàþò ñ õîðîøî èçâåñòíûìè äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òî÷íîñòè ℓ1
øòðà�íîé �óíêöèè. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ [16℄.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïóñòü x∗
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å

(5)�(6), ïðè÷¼ì îãðàíè÷åíèÿ ðåãóëÿðíû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà øòðà�íàÿ �óíê�

öèÿ Fλ(x, ε) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â òî÷êå (x∗, 0), òî åñòü ñóùåñòâóåò λ∗ > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗

òî÷êà (x∗, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ(x, ε).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ïóñòü X ⊂ R
n
� îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, è

ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè âûïîëíåíî â êàæäîé òî÷êå ìíîæå�

ñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå λ∗ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè (x∗, ε∗) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà�íîé �óíêöèè Fλ(x, ε)
è x∗ ∈ X, òî ε∗ = 0, òî åñòü x∗

� òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â

çàäà÷å (5)�(6).

2) åñëè x∗ ∈ X � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (5)�(6), òî

òî÷êà (x∗, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà�íîé �óíê�

öèè Fλ(x, ε).

Â ðàáîòå [16℄ òàêæå áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà

àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè øòðà�íîé �óíêöèè Fλ(x, ε). Çà�èêñèðóåì δ0 > 0,
λ0 > 1 è ïîëîæèì k := 0. Òàêæå çàäàäèì òî÷íîñòü σ > 0.

Øàã 1. Íàéä¼ì òî÷êó (xk, εk) òàêóþ, ÷òî

Fλk
(xk, εk) 6 inf

{

Fλk
(x, ε) | (x, ε) ∈ R

n × [0,+∞)
}

+ δk.

Øàã 2. Åñëè εk = 0 è δk < σ, òî Ñòîï. Èíà÷å ïåðåéä¼ì íà Øàã 3.
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Øàã 3. Îïðåäåëèì

δk+1 =
1

2
δk, λk+1 =

{

λk, åñëè εk = 0,

ρλk, åñëè εk > 0,

ãäå ρ > 1 � êîíñòàíòà.

Øàã 4. Ïîëîæèì k := k + 1 è ïåðåéä¼ì íà Øàã 1.

Ïîñêîëüêó øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ(x, ε) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåí�

öèðóåìîé íà ìíîæåñòâå R
n × (0,+∞), òî íà Øàãå 1 ïðèâåä¼ííîãî àëãîðèòìà

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ìåòîä îïòèìèçàöèè ãëàäêèõ �óíêöèé. Ìîæíî ïî�

êàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿ îïèñàííûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ çàäà÷è (5)�(6).
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