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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î

ìèíèìàêñå [1℄, îïèðàþùååñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàáîò [2, 3℄.
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◦
. Òåîðåìà î ìèíèìàêñå. Ïóñòü P � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðî�

ñòðàíñòâà R
n
, Q � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è f : P × Q → R çàäàí�

íàÿ �óíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ f(x, y) âûïóêëà ïî x ïðè êàæäîì

y ∈ Q.

Ââåä¼ì äâå âåëè÷èíû:

f∗ = sup
y∈Q

inf
x∈P

f(x, y), f ∗ = inf
x∈P

sup
y∈Q

f(x, y).

Òåîðåìà î ìèíèìàêñå ñîäåðæèò óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå ðàâåí�

ñòâà f∗ = f ∗
. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f∗ 6 f ∗

. Ïîýòîìó

ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f ∗ > −∞.

Ïðîñòîé ïåðå�îðìóëèðîâêîé óñëîâèÿ f∗ = f ∗
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëü�

òàò, êîòîðûé ïîòðåáóåòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

ËÅÌÌÀ 1. Âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà f∗ = f ∗
ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ñëå�

äóþùèõ óñëîâèé:

1) äëÿ ëþáîãî σ < f ∗
ìíîæåñòâî

⋂

x∈P

{y ∈ Q | f(x, y) > σ} íåïóñòî;

2) äëÿ ëþáîãî σ > f∗ ìíîæåñòâî

⋂

y∈Q

{x ∈ P | f(x, y) 6 σ} íåïóñòî.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè

¾CNSA & NDO¿: http://www.apmath.spbu.ru/
nsa/

1

mailto:maxim.dolgopolik@gmail.com
http://www.apmath.spbu.ru/cnsa/


2

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà f∗ = f ∗
ýêâè�

âàëåíòíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

f∗ := sup
y∈Q

inf
x∈P

f(x, y) = inf
x∈P

sup
y∈Q

f(x, y) =: f ∗.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà äëÿ ëþáîãî σ < f ∗
ñóùåñòâóåò y0 ∈ Q òàêîå, ÷òî

inf
x∈P

f(x, y0) > σ,

îòêóäà f(x, y0) > σ äëÿ ëþáîãî x ∈ P , òî åñòü

y0 ∈
⋂

x∈P

{y ∈ Q | f(x, y) > σ}.

Çíà÷èò ìíîæåñòâî

⋂

x∈P

{y ∈ Q | f(x, y) > σ} íåïóñòî.

Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ ëþáîãî σ < f ∗
ìíîæåñòâî

⋂

x∈P

{y ∈ Q | f(x, y) > σ}

íåïóñòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ < f ∗
ñóùåñòâóåò y0 ∈ Q òàêîå, ÷òî

f(x, y0) > σ ∀x ∈ P.

Ñëåäîâàòåëüíî

inf
x∈P

f(x, y0) > σ,

è òåì áîëåå

f∗ = sup
y∈Q

inf
x∈P

f(x, y) > σ.

Ïîñêîëüêó σ < f ∗
ïðîèçâîëüíî, òî f∗ > f ∗

, è çíà÷èò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f∗ = f ∗
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ìèíèìàêñå íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäó�

þùåå óòâåðæäåíèå î íåðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

ñïåöèàëüíîãî âèäà.

ËÅÌÌÀ 2. Ñèñòåìà ñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

{

〈v1, x〉+ a1 < σ

〈v2, x〉+ a2 < σ
(1)

íå èìååò ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

co{(a1, v1), (a2, v2)} ∩
(

[σ,+∞)× {0n}
)

6= ∅. (2)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü ñèñòåìà (1) íå èìååò

ðåøåíèé, íî

co{(a1, v1), (a2, v2)} ∩
(

[σ,+∞)× {0n}
)

= ∅.

Òîãäà ïî òåîðåìå îá îòäåëèìîñòè íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé âåêòîð (b, w) ∈ R
n+1

òàêîé, ÷òî

〈(b, w), z1〉 < 〈(b, w), z2〉 ∀z1 ∈ co{(a1, v1), (a2, v2)}, ∀z2 ∈ [σ,+∞)× {0n}.

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

bai + 〈w, vi〉 < bβ, ∀β > σ, i ∈ {1, 2}. (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, b > 0. Ïîêàæåì, ÷òî b > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè b = 0, òî (3)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

〈vi, w〉 < 0, i ∈ {1, 2},

îòêóäà âåêòîð tw ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî

t > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò b > 0. �àçäåëèâ íà b è ïî�

ëîæèâ β = σ â (3), ïîëó÷èì, ÷òî

1

b
w ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåðàçðåøèìîñòè äàííîé ñèñòåìû.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíî (2), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî

ðåøåíèé ñèñòåìû (1) íåïóñòî. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (1) èìååì

t
(

〈v1, x〉+ a1
)

+ (1− t)
(

〈v2, x〉+ a2
)

< σ ∀t ∈ [0, 1]. (4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ t ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî
tv1 + (1− t)v2 = 0n è ta1 + (1− t)a2 > σ. Ïîýòîìó

〈tv1 + (1− t)v2, x〉+ ta1 + (1− t)a2 > σ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ìèíèìàêñå â îáùåé �îðìå íàì

ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ([3℄). Ñåìåéñòâî �óíêöèé {f(x, ·)}, x ∈ P , íàçûâàåòñÿ

ñëàáî ïîõîæèì íà âîãíóòîå (àíãë. weakly 
on
avelike), åñëè äëÿ ëþáûõ y1, y2 ∈
Q è t ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
y∈Q

inf
x∈P

f(x, y) > inf
x∈P

(tf(x, y1) + (1− t)f(x, y2)).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè Q ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì íåêî�

òîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, à �óíêöèÿ f âîãíóòà ïî y ïðè êàæäîì x ∈ P ,

òî ñåìåéñòâî {f(x, ·)}, x ∈ P , ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîõîæèì íà âîãíóòîå.

Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ëþáîãî y ∈ Q ïîëîæèì

supp f(·, y) =
{

(a, v) ∈ R
n+1 | f(x, y) > 〈v, x〉+ a ∀x ∈ P

}

.

Çàìåòèì, ÷òî èç âûïóêëîñòè �óíêöèè f(·, y) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî supp f(·, y)
íåïóñòî (ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû îá îò�

äåëèìîñòè). Äëÿ ëþáîé ïàðû (a, v) ∈ R
n+1

è äëÿ âñåõ σ ∈ R îáîçíà÷èì

L((a, v), σ) = {x ∈ P | 〈v, x〉+ a < σ}.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

ÒÅÎ�ÅÌÀ (î ìèíèìàêñå). Ïóñòü �óíêöèÿ f âûïóêëà ïî x ïðè êàæäîì

y ∈ Q. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

f∗ := sup
y∈Q

inf
x∈P

f(x, y) = inf
x∈P

sup
y∈Q

f(x, y) =: f ∗

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) ñåìåéñòâî {f(x, ·)}, x ∈ P , áûëî ñëàáî ïîõîæèì íà âîãíóòîå;

2) äëÿ ëþáîãî σ < f ∗
ñóùåñòâîâàëè y1, y2 ∈ Q, (a1, v1) ∈ supp f(·, y1) è

(a2, v2) ∈ supp f(·, y2) òàêèå, ÷òî L((a1, v1), σ) ∩ L((a2, v2), σ) = ∅.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

σ < f ∗
. Ïî ëåììå 1 íàéä¼òñÿ y0 ∈ Q òàêîå, ÷òî f(x, y0) > σ äëÿ âñåõ x ∈ P ,

ò.å. (σ, 0n) ∈ supp f(·, y0). Ïîñêîëüêó L((σ, 0n), σ) = {x ∈ P | σ < σ} = ∅, òî

L((σ, 0n), σ) ∩ L((a, v), σ) = ∅ ∀(a, v) ∈ R
n+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 2 òåîðåìû âûïîëíåíî äëÿ y1 = y0 è ëþáîãî y2 ∈ Q.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå y1, y2 ∈ Q è t ∈ [0, 1]. Ïî ëåììå 1 äëÿ ëþáîãî

σ > f∗ íàéä¼òñÿ x0 ∈ P òàêîå, ÷òî f(x0, y) 6 σ äëÿ âñåõ y ∈ Q. Îòñþäà

tf(x0, y1) + (1− t)f(x0, y2) 6 σ

è òåì áîëåå

inf
x∈P

(tf(x, y1) + (1− t)f(x, y2)) 6 σ.

Ïîñêîëüêó σ > f∗ ïðîèçâîëüíî, òî

inf
x∈P

(tf(x, y1) + (1− t)f(x, y2)) 6 f∗ = sup
y∈Q

inf
x∈P

f(x, y),
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òî åñòü ñåìåéñòâî {f(x, ·)}, x ∈ P , ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîõîæèì íà âîãíóòîå.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïî óñëîâèþ 2 òåîðåìû ñóùåñòâóþò y1, y2 ∈ Q,

(a1, v1) ∈ supp f(·, y1) è (a2, v2) ∈ supp f(·, y2) òàêèå, ÷òî

L((a1, v1), σ) ∩ L((a2, v2), σ) = ∅.

Äàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

{

〈v1, x〉+ a1 < σ

〈v2, x〉+ a2 < σ

íå èìååò ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2 áóäåò

co{(a1, v1), (a2, v2)} ∩
(

[σ,+∞)× {0n}
)

6= ∅,

òî åñòü ñóùåñòâóåò t ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî tv1+ (1− t)v2 = 0n è ta1 + (1− t)a2 > σ.

Îòñþäà

〈tv1 + (1− t)v2, x〉+ ta1 + (1− t)a2 > σ ∀x ∈ P.

Ïî óñëîâèþ (ai, vi) ∈ supp f(·, yi). Çíà÷èò äëÿ ëþáîãî x ∈ P ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

tf(x, y1) + (1− t)f(x, y2) > 〈tv1 + (1− t)v2, x〉+ ta1 + (1− t)a2 > σ,

îòêóäà âûòåêàåò

inf
x∈X

(tf(x, y1) + (1− t)f(x, y2)) > σ.

Òåïåðü âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì 1 ïîëó÷èì, ÷òî

f∗ = sup
y∈Q

inf
x∈P

f(x, y) > inf
x∈X

(tf(x, y1) + (1− t)f(x, y2)) > σ.

Ïîñêîëüêó σ < f ∗
ïðîèçâîëüíî, òî f∗ > f ∗

, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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