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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåî�

ðèè òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé èç [1, 2℄.

1

◦
. Îïðåäåëåíèå øòðà�íîé �óíêöèè. �àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ

çàäà÷ó âèäà

f(x) → inf
x∈Ω

, (1)

ãäå Ω � íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R
n
, à �óíêöèÿ f îïðå�

äåëåíà íà R
n
è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ïëàíîâ çàäà÷è (1). Âåçäå äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëà�

ãàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω çàäàíî â âèäå

Ω = {x ∈ R
n | ϕ(x) = 0},

ãäå ϕ : Rn → [0,+∞) íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ëþ�

áîå ìíîæåñòâî Ω ìîæåò áûòü çàäàíî â òàêîì âèäå. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü

ϕ(x) =

{

1, åñëè x /∈ Ω,

0, åñëè x ∈ Ω.

Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî λ ââåä¼ì �óíêöèþ

Fλ(x) = f(x) + λϕ(x) ∀ x ∈ R
n,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ øòðà�íîé �óíêöèåé (äëÿ çàäàííûõ f è ϕ), à ÷èñëî λ íà�

çûâàåòñÿ øòðà�íûì ïàðàìåòðîì. Øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ñîâïàäàåò ñ �óíê�

öèåé f íà ìíîæåñòâå Ω, à äëÿ ëþáîãî x /∈ Ω çíà÷åíèå �óíêöèè Fλ(x) áîëüøå,
÷åì çíà÷åíèå �óíêöèè f(x).

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî âìåñòî çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè (1), ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé

ìèíèìèçàöèè øòðà�íîé �óíêöèè

Fλ(x) → inf
x∈Rn

(2)

è èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîé çàäà÷è (1) è çàäà÷è (2).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî �óíê�

öèé f è ϕ, íàéä¼òñÿ òàêîå λ∗ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
âñÿêîå ðåøåíèå

çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ òî÷íûõ

øòðà�íûõ �óíêöèé ïîçâîëÿåò ñâîäèòü çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ê çàäà�

÷àì îïòèìèçàöèè áåç îãðàíè÷åíèé.

2

◦
. Ñâîéñòâà øòðà�íîé �óíêöèè. Èçó÷èì ïîâåäåíèå øòðà�íîé �óíê�

öèè Fλ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà λ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè µ > λ > 0, òî

Fλ(x) 6 Fµ(x) ∀ x ∈ R
n, inf

x∈Rn
Fλ(x) 6 inf

x∈Rn
Fµ(x), (3)

ò. å. çíà÷åíèÿ øòðà�íîé �óíêöèè Fλ íå óáûâàþò ïî λ ïðè �èêñèðîâàííîì x.
Áîëåå òîãî, åñëè µ > λ, òî

Fλ(x) < Fµ(x) ∀ x ∈ R
n \ Ω.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ñ�îðìóëèðîâàíî íåñêîëüêî âàæíûõ ñâîéñòâ øòðà��

íûõ �óíêöèé.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò λ0 > 0 òàêîå, ÷òî øòðà�íàÿ

�óíêöèÿ Fλ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ ëþáîãî λ > λ0. Òîãäà äëÿ

âñåõ µ > λ > λ0 è äëÿ ëþáûõ

xλ ∈ argmin
x∈Rn

Fλ(x), xµ ∈ argmin
x∈Rn

Fµ(x)

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) f(xµ) > f(xλ) è ϕ(xµ) 6 ϕ(xλ);

2) åñëè ϕ(xλ) = 0, òî ϕ(xµ) = 0 è xλ (êàê è xµ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëü�

íîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà Ω;

3) åñëè Fλ(xλ) = Fµ(xµ), òî äëÿ ëþáîãî ν > λ è ëþáîé òî÷êè ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà xν øòðà�íîé �óíêöèè Fν áóäåò Fλ(xλ) = Fν(xν) è ϕ(xν) = 0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷åê xλ è xµ èìååì

Fλ(xλ) = f(xλ) + λϕ(xλ) 6 Fλ(xµ) = f(xµ) + λϕ(xµ) (4)

è

−Fµ(xλ) = −f(xλ)− µϕ(xλ) 6 −Fµ(xµ) = −f(xµ)− µϕ(xµ).

Ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîìó íåðàâåíñòâó âòîðîå, ïîëó÷àåì

(λ− µ)ϕ(xλ) 6 (λ− µ)ϕ(xµ),

îòêóäà

ϕ(xλ) > ϕ(xµ),

òàê êàê λ < µ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (4),

f(xλ) 6 f(xµ) + λ(ϕ(xµ)− ϕ(xλ)) 6 f(xµ).

2) Ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó ïîëó÷àåì, ÷òî 0 6 ϕ(xµ) 6 ϕ(xλ) = 0, òî åñòü
ϕ(xµ) = 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî xλ, xµ ∈ Ω.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xλ ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà�íîé

�óíêöèè Fλ, ïîëó÷àåì, ÷òî

f(xλ) = Fλ(xλ) 6 Fλ(x) = f(x) ∀ x ∈ Ω,

òî åñòü xλ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

3) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ϕ(xµ) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ϕ(xµ) > 0. Òîãäà

Fµ(xµ) = f(xµ) + µϕ(xµ) = Fλ(xµ) + (µ− λ)ϕ(xµ) > Fλ(xµ),

ïîñêîëüêó µ > λ è ϕ(xµ) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî

Fµ(xµ) > Fλ(xµ) > Fλ(xλ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò ϕ(xµ) = 0.
Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ν > λ è òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà xν

øòðà�íîé �óíêöèè Fν . Åñëè µ > ν, òî, ó÷èòûâàÿ ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ

íå óáûâàåò ïî λ (ñì. (3)), ïîëó÷àåì

Fµ(xµ) > Fν(xν) > Fλ(xλ),

îòêóäà Fν(xν) = Fλ(xλ) è ñëåäîâàòåëüíî ϕ(xν) = 0.
Ïóñòü òåïåðü ν > µ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fν(xν) 6= Fλ(xλ). Òîãäà ñ ó÷¼òîì

òîãî, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ íå óáûâàåò ïî λ èìååì

Fν(xν) > Fλ(xλ) = Fµ(xµ) = f(xµ) + µϕ(xµ) = f(xµ), (5)
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òàê êàê ϕ(xµ) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïÿòü âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì

ϕ(xµ) = 0 è òåì �àêòîì, ÷òî xν ýòî òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fν ,

ïîëó÷èì

Fν(xν) 6 Fν(xµ) = f(xµ) = Fµ(xµ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5). Çíà÷èò Fν(xν) = Fλ(xλ) è ϕ(xν) = 0.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò λ > 0 òàêîå, ÷òî

inf
x∈Rn

Fλ(x) = inf
x∈Ω

f(x)

(â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìè�

íèìóìà xλ �óíêöèè Fλ òàêàÿ, ÷òî ϕ(xλ) = 0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî µ > λ ñïðà�

âåäëèâî ðàâåíñòâî

argmin
x∈Rn

Fµ(x) = argmin
x∈Ω

f(x),

òî åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è

Fµ(x) → inf
x∈Rn

íåïóñòî è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è (1).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå µ > λ. Ïîñêîëüêó øòðà��

íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå óáûâàåò ïî λ, òî

inf
x∈Ω

f(x) = inf
x∈Rn

Fλ(x) 6 inf
x∈Rn

Fµ(x) 6 inf
x∈Ω

Fµ(x) = inf
x∈Ω

f(x),

îòêóäà

inf
x∈Rn

Fλ(x) = inf
x∈Rn

Fµ(x) = inf
x∈Ω

f(x). (6)

Ïóñòü y ∈ Ω � íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïî ïðåäïî�

ëîæåíèþ. Òîãäà èç (6) ñëåäóåò, ÷òî

inf
x∈Rn

Fµ(x) = inf
x∈Ω

f(x) = f(y) = Fµ(y),

ïîñêîëüêó ϕ(y) = 0. Çíà÷èò y � ýòî òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fµ

(êàê è �óíêöèè Fλ) è ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

argmin
x∈Ω

f(x) ⊂ argmin
x∈Rn

Fµ(x).

Ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïóíêòà 3

ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, ðàâåíñòâà (6) è òîãî �àêòà, ÷òî y ∈ Ω � ýòî òî÷êà

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ.
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Óêàæåì åù¼ îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî øòðà�íûõ �óíêöèé.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò λ0 > 0 òàêîå, ÷òî øòðà�íàÿ

�óíêöèÿ Fλ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ ëþáîãî λ > λ0. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ xλ ∈ argmin
x∈Rn

Fλ(x), λ > λ0 áóäåò

ϕ(xλ) → 0 ïðè λ → ∞. (7)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (7) íå âûïîëíåíî, òîãäà ñóùåñòâóþò

m > 0 è âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk òàêèå, ÷òî λk → ∞ ïðè k → ∞
è ϕ(xλk

) > m äëÿ âñåõ k ∈ N. Èç ïóíêòà 1 ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî

f(xλk
) > f(xλ1

) ∀ k ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fλk
(xλk

) = f(xλk
) + λkϕ(xλk

) > f(xλ1
) + λkm,

îòêóäà

Fλk
(xλk

) −−−→
k→∞

∞, (8)

ïîñêîëüêó λk → ∞ ïðè k → ∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Ω áóäåò

Fλk
(xλk

) 6 Fλk
(x0) = f(x0) < +∞ ∀ k ∈ N,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (8).

3

◦
. Òî÷íûå øòðà�íûå �óíêöèè. Ñëåäñòâèå 1 ìîòèâèðóåò íàñ äàòü

ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ = f + λϕ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé

øòðà�íîé, åñëè ñóùåñòâóåò λ∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
ìíîæåñòâî

òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé

çàäà÷è

f(x) → inf
x∈Ω

.

Â äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷èì íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî

øòðà�íàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ âñïî�

ìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ïóñòü �óíêöèÿ g îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x ∈ R

n
è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñêîðîñòüþ íàèñêîðåéøåãî

ñïóñêà �óíêöèè g â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

g↓(x) = lim inf
y→x

g(y)− g(x)

‖y − x‖ .

Çäåñü ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà â R
n
.
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Óêàæåì íåêîòîðûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü �óíêöèÿ g îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò�

íîñòè òî÷êè x ∈ R
n
è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè �óíêöèÿ g äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî g↓(x) = −‖g′(x)‖, ãäå
g′(x) � ãðàäèåíò �óíêöèè g â òî÷êå x;

2) åñëè �óíêöèÿ g äè��åðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì â ñìûñëå Àäàìàðà â

òî÷êå x, òî
g↓(x) = min

‖h‖=1
g′(x, h),

ãäå g′(x, ·) � ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì �óíêöèè g â òî÷êå x;

3) åñëè �óíêöèÿ g âûïóêëà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x, òî

g↓(x) = − min
v∈∂g(x)

‖v‖,

ãäå ∂g(x) � ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè g â òî÷êå x.

4) åñëè �óíêöèÿ g êâàçèäè��åðåíöèðóåìà â ñìûñëå Àäàìàðà â òî÷êå x, òî

g↓(x) = − max
w∈∂g(x)

min
v∈∂g(x)+{w}

‖v‖,

ãäå Dg(x) = [∂g(x), ∂g(x)] � êâàçèäè��åðåíöèàë �óíêöèè g â òî÷êå x.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ëþáîé ïî�

ñëåäîâàòåëüíîñòè yk ñòðåìÿùåéñÿ ê x áóäåò

g(yk)− g(x) = 〈g′(x), yk − x〉+ o(‖yk − x‖) > −‖g′(x)‖‖yk − x‖+ o(‖yk − x‖),

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R
n
è o(‖yk−x‖)/‖yk−x‖ → 0 ïðè k → ∞.

Îòêóäà

lim inf
k→∞

g(yk)− g(x)

‖yk − x‖ > −‖g′(x)‖

è, ñëåäîâàòåëüíî, g↓(x) > −‖g′(x)‖. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî åñëè g′(x) = 0, òî
g↓(x) = 0. Åñëè æå g′(x) 6= 0, òî, ïîëîæèâ

yk = x− 1

k
g′(x) k ∈ N

è âîñïîëüçîâàâøèñü äè��åðåíöèðóåìîñòüþ �óíêöèè g, ïîëó÷èì

lim
k→∞

g(yk)− g(x)

‖yk − x‖ = lim
k→∞

− 1
k
〈g′(x), g′(x)〉+ o

(

1
k

)

1
k
‖g′(x)‖ = −‖g′(x)‖.
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Çíà÷èò g↓(x) = −‖g′(x)‖.
2) Òàê êàê �óíêöèÿ g äè��åðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì â ñìûñëå Àäà�

ìàðà, òî äëÿ ëþáîãî h ∈ R
n
áóäåò

g′(x, h) = lim
[α,h′]→[+0,h]

g(x+ αh′)− g(x)

α
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî h òàêîãî, ÷òî ‖h‖ = 1 áóäåò g↓(x) 6 g′(x, h).
Ïî îïðåäåëåíèþ íèæíåãî ïðåäåëà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk, ñõî�

äÿùàÿñÿ ê x, è òàêàÿ, ÷òî

g↓(x) = lim
k→∞

g(yk)− g(x)

‖yk − x‖ .

Ïîëîæèì

αk = ‖yk − x‖, hk =
1

‖yk − x‖(yk − x).

ßñíî, ÷òî ‖hk‖ = 1 äëÿ âñåõ k ∈ N. Ïîýòîìó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hk ìîæíî

èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó h∗ ∈ R
n
,

‖h∗‖ = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòü hk ñõîäèòñÿ ê h∗
. Òîãäà

g↓(x) = lim
k→∞

g(yk)− g(x)

‖yk − x‖ = lim
k→∞

g(x+ αkhk)− g(x)

αk

= g′(x, h∗),

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

g↓(x) = min
‖h‖=1

g′(x, h).

3) Âûïóêëàÿ �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé ïî íàïðàâëåíèÿì â

òî÷êå x ([3℄, òåîðåìà 1.4.2) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ([3℄, ëåììà 1.5.5). Ïîýòîìó, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

�óíêöèÿ g äè��åðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì â ñìûñëå Àäàìàðà â òî÷êå x,
ïðè÷¼ì

min
‖h‖=1

g′(x, h) = − min
v∈∂g(x)

‖v‖

ïî òåîðåìå 1.6.2 èç [3℄. Îòêóäà, ñ ó÷¼òîì ïóíêòà 2, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü

òðåáóåìîãî ðàâåíñòâà.

4) Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç �îðìóëû äëÿ âû÷èñ�

ëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà êâàçèäè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè

(ñì. [3℄, ñ. 217�218).
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Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 ïîëîæèì

Ωδ = {x ∈ R
n | ϕ(x) < δ}.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ

Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò λ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ0 øòðà�íàÿ �óíê�

öèÿ Fλ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà;

2) ñóùåñòâóþò δ > 0 è a > 0 òàêèå, ÷òî �óíêöèÿ ϕ ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó

íà Ωδ \ Ω è

ϕ↓(x) 6 −a ∀ x ∈ Ωδ \ Ω;

3) �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå λ∗ > λ0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
è ëþáîé òî÷êè

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà xλ øòðà�íîé �óíêöèè Fλ áóäåò ϕ(xλ) = 0, òî åñòü

òî÷êà xλ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) è øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ

òî÷íîé øòðà�íîé.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî. Òîãäà

íàéäóòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk è òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìó�

ìà xλk
øòðà�íîé �óíêöèè Fλk

òàêèå, ÷òî λk → ∞ ïðè k → ∞ è ϕ(xλk
) > 0 äëÿ

âñåõ k ∈ N. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 áóäåò ϕ(xλk
) → 0 ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ ëþáîãî k áîëüøå íåêîòîðîãî k0 ∈ N áóäåò

0 < ϕ(xλk
) < δ, λk >

2L

a
, (9)

ãäå L � ýòî êîíñòàíòà Ëèïøèöà �óíêöèè f íà ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω.
Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k > k0. Èç (9) âûòåêàåò, ÷òî xλk

∈ Ωδ\Ω. Ñëåäî�
âàòåëüíî, ïî óñëîâèþ òåîðåìû áóäåò ϕ↓(xλk

) 6 −a. Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ

ñêîðîñòè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ys} ⊂ R
n
, ñõîäÿùàÿñÿ ê xλk

, äëÿ êîòîðîé

ϕ↓(xλk
) = lim

s→∞

ϕ(ys)− ϕ(xλk
)

‖ys − xλk
‖ 6 −a.

Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ(ys)− ϕ(xλk
) 6 −a

2
‖ys − xλk

‖ ∀ s ∈ N,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ys ∈ Ωδ äëÿ âñåõ s. Ó÷èòûâàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó

�óíêöèè ϕ â òî÷êå xλk
∈ Ωδ \Ω è òîò �àêò, ÷òî ϕ(xλk

) > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
âñåõ s áîëüøå íåêîòîðîãî s0 ∈ N áóäåò ϕ(ys) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ys ∈ Ωδ \Ω.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëèïøèöåâîñòüþ �óíêöèè f íà ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω, ïîëó�
÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ s > s0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Fλk
(ys)− Fλk

(xλk
) = f(ys)− f(xλk

) + λk(ϕ(ys)− ϕ(xλk
)) 6

6 L‖ys − xλk
‖ − a

2
λk‖ys − xλk

‖ =
(

L− a

2
λk

)

‖ys − xλk
‖.

Ïîñêîëüêó λk > 2L/a (ñì. (9)), òî äëÿ âñåõ s > s0 áóäåò

Fλk
(ys)− Fλk

(xλk
) 6

(

L− a

2
λk

)

‖ys − xλk
‖ < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷êè xλk
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå

λ∗ > λ0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗
è äëÿ ëþáîé òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà xλ

�óíêöèè Fλ áóäåò ϕ(xλ) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû �óíê�

öèÿ f îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R
n
. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü

λ∗ = max

{

λ0,
2L

a
,
f ∗
Ω − f ∗

δ

}

,

ãäå

f ∗ = inf
x∈Rn

f(x) > −∞, f ∗
Ω = inf

x∈Ω
f(x).

Äåéñòâèòåëüíî, çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå λ > λ∗
è òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíè�

ìóìà xλ øòðà�íîé �óíêöèè Fλ(x), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(xλ) > 0. Ïîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî ϕ(xλ) < δ.

Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x0 çàäà÷è (1) è äëÿ âñåõ x ∈ R
n \ Ωδ áóäåò

Fλ(x) = f(x) + λϕ(x) > f ∗ +
f ∗
Ω − f ∗

δ
δ = f ∗

Ω = f(x0) = Fλ(x0) > Fλ(xλ),

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî xλ ∈ Ωδ, òî åñòü ϕ(xλ) < δ. �àññóæäàÿ äàëåå êàê è

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü {ys} òàêàÿ, ÷òî ys → xλ ïðè s → ∞ è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ s
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F (ys)− F (xλ) < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷êè xλ.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 áëèçêè ê îïòèìàëüíûì è íå

ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû.
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Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü n = 1, Ω = (−∞, 0], ϕ(x) = x+ = max{0, x} è

f(x) =











0, åñëè x 6 0,

−√
x, åñëè x ∈ [0, 1],

−1, åñëè x > 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > 1 áóäåò

argmin
x∈Rn

Fλ(x) =

{

1

4λ2

}

,

ò. å. ϕ(xλ) > 0 äëÿ âñåõ λ > 1 è øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ(·) = f(·) + λϕ(·)
íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé. ßñíî, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå âûïîëíåíû âñå

óñëîâèÿ òåîðåìû 1, êðîìå óñëîâèÿ 3 (�óíêöèÿ f íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω = (0, δ) íè äëÿ êàêîãî δ > 0).

Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü n = 1, Ω = (−∞, 0], f(x) = max{−x,−1} è ϕ(x) = (x+)
2
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > 1 áóäåò

argmin
x∈Rn

Fλ(x) =

{

1

2λ

}

,

ò. å. ϕ(xλ) > 0 äëÿ âñåõ λ > 1. Â äàííîì ïðèìåðå âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ

òåîðåìû 1, êðîìå óñëîâèÿ 2. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ϕ↓(x) = −2|x| ∀ x > 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò òàêèõ a > 0 è δ > 0, ÷òî ϕ↓(x) 6 −a äëÿ âñåõ
x ∈ Ωδ \ Ω = (0,

√
δ).

Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü n = 1, Ω = (−∞, 0], ϕ(x) = x+ è

f(x) =











0, ïðè x 6 0,

−x2 − 1, ïðè x ∈ (0, 1],

−2, ïðè x > 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1,

êðîìå óñëîâèÿ 1. À èìåííî, øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà äëÿ ëþáîãî λ > 1. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ f (êàê è Fλ) íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó.
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4

◦
. Òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà�íîé �óíêöèè. Ñ�îðìóëè�

ðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà ìíîæå�

ñòâå Ω ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà�íîé �óíêöèè Fλ. Ýòè

óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ñâîäèòü èññëåäîâàíèå èñõîäíîé çàäà÷ó (1) ê èññëåäîâàíèþ

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè øòðà�íîé �óíêöèè Fλ áåç îãðàíè÷åíèé.

Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n
è r > 0 ïîëîæèì

B(x, r) = {y ∈ R
n | ‖x−y‖ 6 r} � çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà

r. Îïðåäåëèì òàêæå

d(x,Ω) = inf
y∈Ω

‖x− y‖.

Âåëè÷èíà d(x,Ω) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà Ω.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü x0 ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíê�

öèè f íà ìíîæåñòâå Ω è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò a > 0, r > 0 è

L > 0 òàêèå, ÷òî

ϕ(x) > ad(x,Ω) ∀ x ∈ B(x0, r),

à �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L íà B(x0, r).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > L/a òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

øòðà�íîé �óíêöèè Fλ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê x0 � ýòî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíê�

öèè f íà ìíîæåñòâå Ω, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

f(x0) 6 f(x) ∀ x ∈ B(x0, r) ∩ Ω. (10)

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ B(x0, r/2). Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé

ãðàíè íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xk} ⊂ Ω òàêàÿ, ÷òî

‖xk − x‖ −−−→
k→∞

d(x,Ω).

Ïðè ýòîì íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖xk − x‖ 6 r/2, òàê
êàê ‖x0 − x‖ 6 r/2 è x0 ∈ Ω. Ïîýòîìó xk ∈ B(x0, r) äëÿ âñåõ k ∈ N.

Äëÿ ëþáîãî λ > L/a èìååì

Fλ(x0)− Fλ(x) = f(x0)− f(x)− λϕ(x) = f(x0)− f(xk) + f(xk)− f(x)− λϕ(x),

òàê êàê x0 ∈ Ω. Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (10) è òîò �àêò, ÷òî xk ∈ B(x0, r)∩Ω, èìååì

Fλ(x0)− Fλ(x) 6 f(xk)− f(x)− λϕ(x) 6 L‖xk − x‖ − λad(x,Ω).

Òàê êàê λ > L/a, òî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, ïîëó÷èì, ÷òî

Fλ(x0)− Fλ(x) 6 (L− λa)d(x,Ω) < 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî

Fλ(x0) 6 Fλ(x) ∀ x ∈ B(x0, r/2),

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî x0 � ýòî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà øòðà�íîé �óíê�

öèè Fλ äëÿ ëþáîãî λ > L/a.

Â òåîðåìàõ 1 è 2 èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëü�

íî �óíêöèè ϕ. À èìåííî, â òåîðåìå 1 òðåáîâàëîñü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

ϕ↓(x) 6 −a, ïðè ýòîì â òåîðåìå 2 òðåáîâàëîñü âûïîëíåíèå îöåíêè ϕ(x) >

> ad(x,Ω). Óêàæåì ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ äàííûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî íàì

ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå [4℄.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3 (Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ýêëàíäà). Ïóñòü ïîëóíåïðåðûâíàÿ

ñíèçó �óíêöèÿ f : Rn → R îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ïóñòü òàêæå äëÿ íåêîòîðîãî

ε > 0 òî÷êà xε ∈ R
n
òàêîâà, ÷òî

f(xε) 6 inf
x∈Rn

f(x) + ε.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ R
n
òàêàÿ, ÷òî:

1) ‖y − xε‖ 6 λ;

2) f(y) 6 f(xε);

3) äëÿ âñåõ x ∈ R
n
, x 6= y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x) +
ε

λ
‖x− y‖ > f(y).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïóñòü x0 ∈ Ω, �óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò r > 0 è a > 0 òàêèå, ÷òî

ϕ↓(x) 6 −a ∀ x ∈ B(x0, r) \ Ω.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

ϕ(x) > ad(x,Ω) ∀ x ∈ B(x0, δ). (11)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå

δ > 0, ÷òî

ϕ(x) <
ra

4
∀ x ∈ B(x0, δ). (12)

Ïðè ýòîì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ < r/2. Ïóñòü x ∈
∈ B(x0, δ). Åñëè x ∈ Ω, òî ϕ(x) = 0 è íåðàâåíñòâî (11) î÷åâèäíî âûïîëíåíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x /∈ Ω. Îáîçíà÷èì ε = ϕ(x) > 0 è çà�èêñèðóåì
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ïðîèçâîëüíîå t ∈ (a/2, a). Ïî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó Ýêëàíäà íàéä¼òñÿ

òàêîå y ∈ R
n
, ÷òî

ϕ(y) 6 ϕ(x), ‖y − x‖ 6
ε

t
, ϕ(v) + t‖y − v‖ > ϕ(y) ∀ v ∈ R

n \ {y}. (13)

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(y) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(y) > 0, òî, ó÷èòûâàÿ (12),

èìååì, ÷òî y ∈ B(x0, r) \ Ω, ïîñêîëüêó

x ∈ B(x0, δ) ⊂ B
(

x0,
r

2

)

, ‖y − x‖ 6
ε

t
< 2

ϕ(x)

a
<

r

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî ϕ↓(y) 6 −a, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå w ∈ R
n
, w 6= y, ÷òî

ϕ(w)− ϕ(y)

‖w − y‖ 6 −t.

Îòêóäà ϕ(w) + t‖w − y‖ 6 ϕ(y), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (13). Çíà÷èò ϕ(y) = 0, òî
åñòü y ∈ Ω. Òåïåðü âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì íåðàâåíñòâîì èç (13), ïîëó÷èì

d(x,Ω) 6 ‖y − x‖ 6
ε

t
=

ϕ(x)

t
.

Ïîñêîëüêó t ∈ (a/2, a) ïðîèçâîëüíî, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(x) > ad(x,Ω),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû îñíîâàíà íà äî�

êàçàòåëüñòâå îñíîâíîé ëåììû èç [5℄.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, è ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå δ > 0 è a > 0, ÷òî

ϕ↓(x) 6 −a ∀ x ∈ Ωδ \ Ω.

Òîãäà

ϕ(x) > ad(x,Ω) ∀ x ∈ Ωδ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ Ωδ. Åñëè x ∈ Ω, òî,
î÷åâèäíî, ϕ(x) = ad(x,Ω) = 0. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ Ωδ \ Ω.

Ïîëîæèì ε = ϕ(x) è çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ (0, a). Ïî âàðèàöèîí�
íîìó ïðèíöèïó Ýêëàíäà ñóùåñòâóåò y ∈ R

n
òàêîå, ÷òî

ϕ(y) 6 ϕ(x), ‖y − x‖ 6
ε

t
, ϕ(v) + t‖v − y‖ > ϕ(y) ∀ v ∈ R

n \ {y}. (14)



14

ßñíî, ÷òî y ∈ Ωδ. Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(y) = 0, òî åñòü y ∈ Ω. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ϕ(y) > 0, òî y ∈ Ωδ \ Ω è ïîýòîìó ϕ↓(y) 6 −a. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
w ∈ R

n
, w 6= y òàêîå, ÷òî

ϕ(w)− ϕ(y)

‖w − y‖ 6 −t.

Îòñþäà,

ϕ(w) + t‖w − y‖ 6 ϕ(y),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (14). Çíà÷èò y ∈ Ω. Îòêóäà, âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì íåðà�

âåíñòâîì èç (14), ïîëó÷èì, ÷òî

d(x,Ω) 6 ‖y − x‖ 6
ε

t
=

ϕ(x)

t
.

Ïîñêîëüêó t ∈ (0, a) ïðîèçâîëüíî, òî

ϕ(x) > ad(x,Ω),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.

Ï�ÈÌÅ� 4. [6℄ Ïóñòü n = 2, f(x) = f(x1, x2) = −x1 è

Ω = {x = (x1, x2) ∈ R
2 | −x3

1 + x2 6 0, x4
1 − x2 6 0}

(ñì. ðèñ. 2 íèæå), òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷å�

íèÿìè�íåðàâåíñòâàìè:

f(x1, x2) = −x1 → inf,

−x3
1 + x2 6 0, x4

1 − x2 6 0.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî÷�

êà x = (1, 1). Èññëåäóåì ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ òåîðèè òî÷íûõ øòðà�íûõ

�óíêöèé. Îïðåäåëèì

ϕ(x) = max{0,−x3
1 + x2, x

4
1 − x2}

è çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå δ > 0. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äàííîé �óíêöèè ϕ íå

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Äåéñòâèòåëüíî, ââåä¼ì ìíîæåñòâî

A = {x = (x1, x2) ∈ R
2 | x1 < 0, −x3

1 + x2 = x4
1 − x2}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > 0 ìíîæåñòâî A ∩ B(0, r) íåïóñòî. Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè ϕ (çàìåòèì, ÷òî ϕ(0) = 0) íàéä¼òñÿ òàêîå r > 0, ÷òî
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå A ∩B(0, r) ⊂ Ωδ \ Ω.
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A

C

x1

x2

0

Ω

1

1

�èñ. 1. Ìíîæåñòâî Ω.

Ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ñóáäè��åðåíöèðóåìîé è äëÿ ëþáîãî x ∈ A ∩ B(0, r)
å¼ ñóáäè��åðåíöèàë èìååò âèä

∂ϕ(x) = co{(−3x2
1, 1), (4x

3
1,−1)}. (15)

Ñ ó÷¼òîì ïóíêòà 4 ïðåäëîæåíèÿ 3 ïîëó÷èì, ÷òî

ϕ↓(x) > −
∣

∣

∣

∣

−3

2
x2
1 + 2x3

1

∣

∣

∣

∣

= −‖y(x)‖ ∀ x ∈ A ∩B(0, r),

ãäå

y(x) =
1

2
(−3x2

1, 1) +
1

2
(4x3

1,−1) ∈ ∂ϕ(x).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖y(x)‖ → 0 ïðè x → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ δ > 0 è a > 0
íàéä¼òñÿ òàêîå x ∈ Ωδ \ Ω, ÷òî

ϕ↓(x) > −a

è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìîé 1 âîñïîëüçîâàòüñÿ íåëüçÿ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x âûïîëíåíû óñëîâèÿ

òåîðåìû 2. Äëÿ ýòîãî, ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 4, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ

r > 0 è a > 0 òàêèå, ÷òî

ϕ↓(x) 6 −a ∀ x ∈ B(x, r) \ Ω. (16)

Ââåä¼ì ìíîæåñòâî

C = {x = (x1, x2) ∈ R
2 | x1 > 1, −x3

1 + x2 = x4
1 − x2}.
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Åñëè x /∈ Ω ∪ C è x1 > 0, òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, �óíêöèÿ ϕ äè��åðåí�

öèðóåìà â òî÷êå x è

ϕ↓(x) 6 −1.

ïî ïóíêòó 1 ïðåäëîæåíèÿ 3. Åñëè æå x ∈ C, òî �óíêöèÿ ϕ ñóáäè��åðåíöè�

ðóåìà â òî÷êå x è å¼ ñóáäè��åðåíöèàë â ýòîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ â òî÷êå x, ãäå

Φ(y) = Φ(y1, y2) = co{(−3y21, 1), (4y
3
1,−1)} ∀ y ∈ R

2

(ñì. (15)). C ó÷¼òîì ïóíêòà 4 ïðåäëîæåíèÿ 3, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ↓(x) = − min
v∈Φ(x)

‖v‖ ∀ x ∈ C.

ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà min{‖v‖ | v ∈ Φ(x)} íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x1. Ïîýòîìó,

åñëè min{‖v‖ | v ∈ Φ(x)} > 0, òî íàéäóòñÿ òàêèå r > 0 è a > 0, ÷òî âûïîëíåíî
(16). Èìååì Φ(x) = co{(−3, 1), (4,−1)}, îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

min
v∈Φ(x)

‖v‖ =
1√
53

> 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ç àì å ÷ à í è å 3. Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå â êà÷åñòâå �óíêöèè ϕ ìîæíî âçÿòü

�óíêöèþ

ϕ(x) = max{0,−x3
1 + x2}+max{0, x4

1 − x2}.
Äëÿ äàííîé �óíêöèè ϕ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 òàêæå íå âûïîëíåíû, îäíàêî

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

òî÷êè x = (1, 1), â êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.

5

◦
. Òî÷íûå ãëàäêèå øòðà�íûå �óíêöèè. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêà�

æåì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, òî÷íàÿ øòðà�íàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé, äàæå

åñëè èñõîäíàÿ �óíêöèÿ f ãëàäêàÿ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè �óíêöèè f è ϕ ãëàä�

êèå, òî øòðà�íàÿ �óíêöèÿ Fλ íå ìîæåò áûòü òî÷íîé øòðà�íîé.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïóñòü �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíè�

ÿì, à �óíêöèÿ ϕ äè��åðåíöèðóåìà íà Ω, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî øòðà�íàÿ

�óíêöèÿ Fλ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x0 ∈ Ω
çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f ′(x0, h) > 0 ∀ h ∈ R
n,

òî åñòü â òî÷êå x0 âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà äè��åðåíöè�

ðóåìîé ïî íàïðàâëåíèÿì �óíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè �óíêöèÿ f äè��åðåí�

öèðóåìà â òî÷êå x0, òî f ′(x0) = 0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ Ω, ÿâëÿþùóþ�
ñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà Ω. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Fλ

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé øòðà�íîé, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî λ òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè Fλ. Ôóíêöèÿ Fλ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ

äè��åðåíöèðóåìîé ïî íàïðàâëåíèÿì. Ïîýòîìó â òî÷êå x0 âûïîëíåíî íåîáõî�

äèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà äè��åðåíöèðóåìîé ïî íàïðàâëåíèÿì �óíêöèè:

F ′
λ(x0, h) = f ′(x0, h) + λ〈ϕ′(x0), h〉 > 0 ∀ h ∈ R

n.

Òàê êàê x0 ∈ Ω, òî x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè ϕ (íà�

ïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ ϕ íåîòðèöàòåëüíà è ðàâíà íóëþ íà Ω ïî îïðåäåëåíèþ).

Ïîýòîìó ϕ′(x0) = 0. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî f ′(x0, h) > 0 äëÿ âñåõ h.
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