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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåãóëÿðèçîâàííîãî ìåòîäà íàèìåíü�

øèõ êâàäðàòîâ À. Í. Òèõîíîâà è å¼ îáîáùåíèÿ íà íîðìû îòëè÷íûå îò åâêëèäî�

âîé, â òîì ÷èñëå, íà ïîëèýäðàëüíûå íîðìû. Â êà÷åñòâå ¾èíñòðóìåíòàëüíûõ¿

ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ ëåììû À. Í. Òèõîíîâà î ìèíèìàëüíîì ïî íåêîòîðîé

íîðìå ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíîé ìàòðèöû. �àññìàòðèâàåòñÿ ðåäóêöèè çàäà÷ ðåãóëÿðèçîâàííîãî

ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà�

íèÿ. Â êà÷åñòâå ïðîáëåì, òðåáóþùèõ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ, óêàçûâàþò�

ñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ çàäà÷

ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, öåëåâûå �óíêöèè è äîïóñòèìûå îáëàñòè

êîòîðûõ ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèýäðàëüíûõ âåêòîðíûõ íîðì.

1. �åãóëÿðèçîâàííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

À. Í. Òèõîíîâà

Èñõîäíîé â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à, ñ�îðìóëèðîâàííàÿ

è èññëåäîâàííàÿ À. Í. Òèõîíîâûì [1, 2℄ è íàçâàííàÿ èì âïîñëåäñòâèè [3, 4℄ ðå�

ãóëÿðèçîâàííûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (�ÌÍÊ). Çàìåòèì, ÷òî óêà�

çàííàÿ çàäà÷à íå ñòàëà øèðîêî èçâåñòíîé è íå ïîëó÷èëà, êàê çàäóìûâàëîñü

å¼ àâòîðîì, ðàñïðîñòðàíåíèÿ â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà îáðàáîòêè ýêñïåðèìåí�

òàëüíûõ äàííûõ.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Çàäà÷à �ÌÍÊ: Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ (ÑËÀÓ)

A0x = b0, (1)

ãäå A0 ∈ R
m×n

, b0 ∈ R
m
, b0 6= 0, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçìåðàìè A0 è åå ðàíãîì

íå îãîâàðèâàþòñÿ, x0 ∈ R
n
�ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé

íîðìîé (íîðìàëüíîå ðåøåíèå). ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ A0 è b0 íåèçâåñòíû, à

âìåñòî íèõ çàäàíû ïðèáëèæåííûå ìàòðèöà A ∈ R
m×n

è âåêòîð b ∈ R
m
, b 6= 0,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

‖A0 − A‖ 6 µ,

‖b0 − b‖ 6 δ < ‖b‖,

ãäå µ > 0 è δ > 0 � èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ñèìâîë ‖·‖ îçíà÷àåò â çàâèñèìîñòè
îò êîíòåêñòà ìàòðè÷íóþ èëè âåêòîðíóþ åâêëèäîâó íîðìó. Ïîëíîòà ðàíãà ìàò�

ðèöû A è ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû Ax = b â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàþòñÿ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè A1 ∈ R
m×n

, b1 ∈ R
m
, x1 ∈ R

n
òàêèå, ÷òî ‖A−A1‖ 6 µ,

‖b− b1‖ 6 δ, A1x1 = b1, ‖x1‖ → min.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [1, 2℄, âåêòîð x1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè�

áëèæåíèåì ê âåêòîðó x0, ò. å. lim
µ,δ→0

x1 = x0.

Ëåììà À. Í. Òèõîíîâà (¾îñíîâíàÿ ëåììà¿), ïðèâåä¼ííàÿ íèæå, â ðàáîòàõ

[1, 2℄ èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è �ÌÍÊ � ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîãî ðå�

øåíèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ).

ËÅÌÌÀ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = b, ðàññìàòðèâàåìàÿ îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíîé ìàòðèöû A ∈ R
m×n

ïðè çàäàííûõ x ∈ R
n
, x 6= 0, b ∈ R

m
,

ðàçðåøèìà. �åøåíèå Â ýòîé ñèñòåìû, ìèíèìàëüíîå ïî åâêëèäîâîé íîðìå,

åäèíñòâåííî è äàåòñÿ �îðìóëîé Â = bx⊤

x⊤x
, ïðè÷åì ‖Â‖ = ‖b‖

‖x‖
.

�åçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ [1, 2℄, ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðåäóêöèþ

çàäà÷è �ÌÍÊ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Çàäà÷à RE(µ, δ):
‖x‖ → min

‖b−Ax‖=µ‖x‖+δ
.
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ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ ([1, 2℄).

1. Çàäà÷à RE(µ, δ) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó�

åò õîòÿ áû îäíà ñîâìåñòíàÿ ÑËÀÓ Ăx = b̆, äëÿ êîòîðîé ‖Ă − A‖ 6 µ,
‖b̆− b‖ 6 δ.

2. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è RE(µ, δ) ñóùåñòâóåò, òî îíî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí�
íûì ïðè µ, δ → 0.

3. Åñëè xµδ � ðåøåíèå çàäà÷è RE(µ, δ), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ÑËÀÓ A1x = b1, äëÿ êîòîðîé xµδ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñ ìèíèìàëüíîé åâ�

êëèäîâîé íîðìîé è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ‖A1 − A‖ = µ, ‖b1 − b‖ = δ. Ïðè
ýòîì A1 è b1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç xµδ ïî �îðìóëàì

b1 = b−
δ

‖b− Axµδ‖
(b− Axµδ), A1 = A+ (b1 − Axµδ)

x⊤µδ
x⊤µδxµδ

.

5. lim
µ,δ→0

xµδ = x0.

2. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ

Êàê óäàëîñü ïîêàçàòü, ëåììà À. Í. Òèõîíîâà è çàäà÷à �ÌÍÊ äîïóñêàþò

îáîáùåíèå íà äðóãèå âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå íîðìû.

Ïóñòü ϕ (·), ψ (·) è ξ (·) � íåêîòîðûå âåêòîðíûå íîðìû, ‖·‖p � íîðìà �¼ëü�

äåðà ñ ïîêàçàòåëåì p > 1 , äëÿ n-ìåðíîãî âåêòîðà çàäàâàåìàÿ �îðìóëîé

‖x‖p :=

(

n
∑

j=1

|xj |
p

)
1

p

,

‖·‖∗p � íîðìà, äâîéñòâåííàÿ ê íîðìå �¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì p > 1 (äëÿ êîòî�

ðîé, êàê èçâåñòíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ‖x‖∗p = ‖x‖q, ãäå q = p/(1− p)).
�àññìîòðèì òàêæå äâà òèïà â (îáùåì ñëó÷àå òîëüêî àääèòèâíûõ [5℄) ìàò�

ðè÷íûõ íîðì. Ïóñòü ‖·‖ϕ,ψ � ìàòðè÷íàÿ íîðìà, îïðåäåëåííàÿ êàê

‖A‖ϕ,ψ := max
x 6=0

ψ (Ax)

ϕ (x)
,

‖·‖ℓp � ã¼ëüäåðîâàÿ íîðìà ñ ïîêàçàòåëåì p > 1 äëÿ (m × n)-ìàòðèöû [5℄,

îïðåäåëåííàÿ êàê

‖A‖ℓp :=

(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|aij|
p

)
1

p

.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû.
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Ï�ÈÌÅ� 1. [10℄

‖A‖ℓ∞ = lim
p→+∞

(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|aij |
p

)1p

= max
i=1,...,m,
j=1,...,n

|aij | = ‖A‖1,∞.

Â ýòîì ñëó÷àå ϕ (·) = ‖·‖1, ψ (·) = ‖·‖∞.

Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü ϕ (·) = ψ (·) = ‖·‖2. Òîãäà ‖A‖ϕ,ψ = ‖A‖2,2 = max
x 6=0

‖Ax‖
2

‖x‖
2

�

ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû [5℄. Çàìåòèì, ÷òî åñëè rankA = 1, òî ‖A‖2,2 =

= ‖A‖ℓ2 =

(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|aij|
2

)
1

2

� åâêëèäîâà íîðìà ìàòðèöû [10℄.

Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü ϕ (·) = ‖·‖∞, ψ (·) = ‖·‖1, rankA = 1. Òîãäà

‖A‖ϕ,ψ = ‖A‖∞,1 = max
x 6=0

‖Ax‖1
‖x‖∞

= ‖A‖ℓ1 =
∑

i,j

|aij |.

Ï�ÈÌÅ� 4. Ïóñòü ϕ (·) = ψ (·) = ‖·‖1. Òîãäà ‖A‖ϕ,ψ= ‖A‖1,1= max
j=1,...,n

m
∑

i=1

|aij |.

Ï�ÈÌÅ� 5. Ïóñòü ϕ (·)=ψ (·)=‖·‖∞. Òîãäà ‖A‖ϕ,ψ=‖A‖∞,∞= max
i=1,...,m

n
∑

j=1

|aij |.

Â òåðìèíàõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ íîðì ñ�îðìó�

ëèðóåì ðÿä çàäà÷:

2.1 Îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ â ‖·‖ϕ,ψ-íîðìå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ñîâìåñòíàÿ ÑËÀÓ âèäà (1), x0 ∈ R
n
�ðåøåíèå

óêàçàííîé ñèñòåìû ñ ìèíèìàëüíîé ϕ(·)-íîðìîé. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ A0 è b0
íåèçâåñòíû, à âìåñòî íèõ çàäàíû ïðèáëèæåííûå ìàòðèöà A ∈ R

m×n
è âåêòîð

b ∈ R
m
, b 6= 0, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

‖A0 −A‖ϕ,ψ 6 µ,

ψ(b0 − b) 6 δ < ψ(b),

ãäå µ > 0 è δ > 0�èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Ïîëíîòà ðàíãà ìàòðèöû A è ñîâ�

ìåñòíîñòü ñèñòåìû Ax = b â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàþòñÿ.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè A1 ∈ R
m×n

, b1 ∈ R
m
, x1 ∈ R

n
òàêèå, ÷òî ‖A−A1‖ϕ,ψ 6

µ, ψ(b− b1) 6 δ, A1x1 = b1, ϕ(x1) → min.

Áóäåì îáîçíà÷àòü óêàçàííóþ çàäà÷ó ñèìâîëîì Zϕ,ψ (µ, δ). Íèæå áóäåò ïî�
êàçàíî, ÷òî çàäà÷à Zϕ,ψ (µ, δ) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììè�

ðîâàíèÿ:

Rϕ,ψ(µ, δ): ϕ(x) → min
ψ(b−Ax)=µ·ϕ(x)+δ

(=: χϕ,ψ).

Âïåðâûå äàííûé ðåçóëüòàò (áåç äîêàçàòåëüñòâà), áûë ïðåäñòàâëåí â ìàòå�

ðèàëå [6℄.

Ñèìâîëîì Xϕ,ψ áóäåì îáîçíà÷àòü äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è Rϕ,ψ(µ, δ).

2.2 Îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ â ‖·‖ℓp-íîðìå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ñîâìåñòíàÿ ÑËÀÓ âèäà (1), x0 ∈ R
n
�ðåøåíèå

óêàçàííîé ñèñòåìû ñ ìèíèìàëüíîé ‖x‖∗p-íîðìîé. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ A0 è b0
íåèçâåñòíû, à âìåñòî íèõ çàäàíû ïðèáëèæåííûå ìàòðèöà A ∈ R

m×n
è âåêòîð

b ∈ R
m
, b 6= 0, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

‖A0 − A‖ℓp 6 µ,

‖b0 − b‖p 6 δ 6 ‖b‖p ,

ãäå µ > 0 è δ > 0�èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Ïîëíîòà ðàíãà ìàòðèöû A è ñîâ�

ìåñòíîñòü ñèñòåìû Ax = b â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàþòñÿ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè A1 ∈ R
m×n

, b1 ∈ R
m
, x1 ∈ R

n
òàêèå, ÷òî ‖A−A1‖ℓp 6 µ,

‖b− b1‖p 6 δ, A1x1 = b1, ‖x1‖
∗
p → min .

Áóäåì îáîçíà÷àòü óêàçàííóþ çàäà÷ó ñèìâîëîì Zℓp (µ, δ). Íèæå áóäåò ïîêà�
çàíî, ÷òî çàäà÷à Zℓp (µ, δ) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà�
íèÿ:

Rℓp(µ, δ): ‖x‖∗p → min
‖b−Ax‖p=µ‖x‖

∗

p+δ

(

=: χℓp
)

.

3. ¾Èíñòðóìåíòàðèé¿

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ‖A‖ϕ,ψ-íîðìû, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A ∈ R

m×n
è ëþáîãî âåêòîðà x ∈ R

n
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ψ (Ax) 6 ‖A‖ϕ,ψ · ϕ(x). (2)
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ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Âåêòîðíîé íîðìîé, äâîéñòâåííîé ê íîðìå ϕ (·) îòíî�
ñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [5℄, áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

ϕ∗ (x) := max
y 6=0

∣

∣x⊤y
∣

∣

ϕ (y)
. (3)

Àíàëîã ñâîéñòâà (2) äëÿ ‖·‖ℓp-íîðìû äàåò ñëåäóþùàÿ

ËÅÌÌÀ 1. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ R
m×n

è ëþáîãî âåêòîðà x ∈ R
n
âûïîë�

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Ax‖p 6 ‖A‖ℓp · ‖x‖
∗
p . (4)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ai• ñòðîêó ìàòðèöû A ñ íîìåðîì i.
Ñ ó÷åòîì ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

‖Ax‖p =

(

m
∑

i=1

|ai•x|
p

)1/p

.

Íî â ñèëó (3), |ai•x| 6 ‖ai•‖p · ‖x‖
∗
p, îòêóäà è ïîëó÷àåì

‖Ax‖p 6

(

m
∑

i=1

(

‖ai•‖p

)p

)1/p

· ‖x‖∗p =

(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|aij |
p

)1/p

· ‖x‖∗p = ‖A‖ℓp · ‖x‖
∗
p .

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ, äâîéñòâåííûõ ê çàäàííîìó âåê�

òîðó x 6= 0 îòíîñèòåëüíî íîðìû ϕ (·) [5℄, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

D (x, ϕ (·)) :=
{

y
∣

∣ y⊤x = ϕ∗ (y) · ϕ (x) = 1
}

.

ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî D (x, ϕ (·)) ñîñòîÿëî èç åäèí�

ñòâåííîãî âåêòîðà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åäèíè÷íûé øàð íîðìû ϕ∗ (·) ÿâëÿëñÿ
ñòðîãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ðàññóæäàòü ¾îò ïðîòèâíîãî¿: ïóñòü åäèíè÷íûé

øàð íîðìû ϕ∗ (·) � ñòðîãî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, íî D (x, ϕ (·)) ñîäåðæèò äâà
ðàçëè÷íûõ âåêòîðà y è z. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ϕ (x) = 1, îòêóäà ñëåäóåò ϕ∗ (y) = ϕ∗ (z) = 1. Ïóñòü p = (y + z) /2. Î÷åâèäíî,
÷òî p⊤x = 1. Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè åäèíè÷íîãî øàðà íîðìû ϕ∗ (·) èìååì
ϕ∗ (p) < 1. Íî òîãäà p⊤x/ϕ∗ (p) > (ϕ (x) = 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âû÷èñëåíèþ

ϕ (x) êàê íîðìû, äâîéñòâåííîé ê ϕ∗ (x):

ϕ (x) = max
y 6=0

∣

∣x⊤y
∣

∣

ϕ∗ (y)
.
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Ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåíèå ëåììû

À. Í. Òèõîíîâà íà íååâêëèäîâû íîðìû. Ïðåäïîñûëêè, áëèçêèå ïî èäåÿì è òåõ�

íèêå äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòû áûëè ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7℄. Íåïîñðåäñòâåí�

íî �îðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [8, 9℄, íî

ìû åãî âñå-òàêè ïðèâîäèì äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëåé.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = b, ðàññìàòðèâàåìàÿ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé ìàòðèöû A ∈ R

m×n
, ïðè çàäàííûõ x ∈ R

n
, x 6= 0, b ∈ R

m
, ðàçðå�

øèìà. �åøåíèå Â ýòîé ñèñòåìû, ìèíèìàëüíîå ïî ‖ · ‖ϕ,ψ-íîðìå, äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå

Â = by⊤, (5)

ïðè÷¼ì

‖Â‖ϕ,ψ =
ψ(b)

ϕ(x)
, (6)

ãäå y ∈ D (x, ϕ (·)).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà Â ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b ïðè �èê�

ñèðîâàííûõ âåêòîðàõ x 6= 0 è b.
Äåéñòâèòåëüíî, y⊤x = 1 â ñèëó óñëîâèÿ y ∈ D (x, ϕ (·)), ïîýòîìó

Âx = by⊤x ≡ b.

2. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (6).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèé ‖ · ‖ϕ,ψ-íîðìû, ϕ
∗ (·)-íîðìû è ñâîéñòâà

y ∈ D (x, ϕ (·)) èìååì

∥

∥by⊤
∥

∥

ϕ,ψ
= max

x 6=0

ψ
(

b · y⊤x
)

ϕ (x)
= ψ (b) ·max

x 6=0

∣

∣y⊤x
∣

∣

ϕ (x)
= ψ (b) · ϕ∗ (y) =

ψ (b)

ϕ (x)
.

3. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ R
m×n

, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû Ax = b, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

‖A‖ϕ,ψ >
ψ(b)

ϕ(x)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ‖A‖ϕ,ψ = max
x 6=0

ψ(Ax)
ϕ(x)

, òî

ψ(Ax) 6 ‖A‖ϕ,ψ · ϕ(x) ⇔ ψ(b) 6 ‖A‖ϕ,ψ · ϕ(x) ⇔ ‖A‖ϕ,ψ >
ψ(b)

ϕ(x)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ç àì å ÷ à í è å. Â îòëè÷èå îò ¾îñíîâíîé ëåììû¿ ìèíèìàëüíàÿ ïî ‖·‖ϕ,ψ-íîðìå

ìàòðèöà Â â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Ìîæíî òîëüêî óòâåð�

æäàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 2 ïðåäñòàâëåíèå Â âèäà (5) ÿâëÿ�

åòñÿ åäèíñòâåííûì.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2 ([9℄). Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = b, ðàññìàòðèâàåìàÿ îòíî�

ñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû A ∈ R
m×n

, ïðè çàäàííûõ x ∈ R
n
, x 6= 0,

b ∈ R
m
, ðàçðåøèìà. �åøåíèå Â ýòîé ñèñòåìû, ìèíèìàëüíîå ïî ‖·‖ℓp-íîðìå,

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Â = by⊤, (7)

ïðè÷¼ì

∥

∥

∥
Â
∥

∥

∥

ℓp
=

‖b‖p
‖x‖∗p

, (8)

ãäå y ∈ D
(

x, ‖·‖∗p

)

.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà Â ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b ïðè �èê�

ñèðîâàííûõ âåêòîðàõ x 6= 0 è b.

Äåéñòâèòåëüíî, y⊤x = 1 â ñèëó óñëîâèÿ y ∈ D
(

x, ‖·‖∗p

)

, ïîýòîìó

Âx = by⊤x ≡ b.

2. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (8).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèé ‖·‖ℓp-íîðìû è ñâîéñòâà y ∈ D
(

x, ‖·‖∗p

)

èìååì

∥

∥by⊤
∥

∥

ℓp
=

(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|biyj|
p

)1/p

=

(

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|bi|
p · |yj|

p

)1/p

=

(

m
∑

i=1

|bi|
p ·

n
∑

j=1

|yj|
p

)1/p

=

= ‖b‖p · ‖y‖p =
‖b‖p
‖x‖∗p

.

3. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ R
m×n

, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû Ax = b, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

‖A‖ℓp >
‖b‖p
‖x‖∗p

.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1 è óñëîâèÿ Ax = b

‖Ax‖p = ‖b‖p 6 ‖A‖ℓp · ‖x‖
∗
p ⇒ ‖A‖ℓp >

‖b‖p
‖x‖∗p

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.



9

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ïðè 1 < p < ∞ â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ‖·‖ℓp-íîðìû

ìàòðèöà Â ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, ÷òî íåñëîæíî ïîêàçàòü ðàññóæäåíèÿìè

¾îò ïðîòèâíîãî¿.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â òåîðåìå

2, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåçóëüòàòà òåîðåìû 1, ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðó

íîðì ψ (·) = ‖·‖p, ϕ (·) = ‖·‖∗p. Íî ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî èç äâóõ

ïðåäñòàâëåííûõ âûøå çàäà÷, íàçâàííûõ ¾Îáîáùåííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ â ‖·‖ϕ,ψ-
íîðìå¿ è ¾Îáîáùåííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ â ‖·‖ℓp- íîðìå¿ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòå�

ðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî ïåðâàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì ïðîñòî

íàçûâàòü ¾Îáîáùåííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ¿.

4. Ñâîéñòâà îáîáùåííîé çàäà÷è �ÌÍÊ

ËÅÌÌÀ 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà âèäà A0x = b0 òàêàÿ,

÷òî

‖A0 −A‖ϕ,ψ 6 µ,

ψ(b0 − b) 6 δ < ψ(b),

òî îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ èìååò ðåøåíèå.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà âèäà

A0x = b0 òàêàÿ, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ íå ïóñòî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé

ëåììû äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ êîìïàêòíî ïî ïàðà�

ìåòðàì A0 è b0. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 ∈ R
n
íàéä¼òñÿ

òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî

ϕ(x) > M ⇒ ϕ(x) > ϕ(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðåøåíèè îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ ïàðàìåòð x ìîæíî

òàêæå ðàññìàòðèâàòü çàäàííûì íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå {x ∈ R
n | ϕ(x) 6

6M}. Òàêèì îáðàçîì, îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.

Ëåììà äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 4. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ {A1, b1, x1} îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ âû�

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå x∗ 6= 0.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî: ïóñòü ðåøåíèå îáîá�

ù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ {A1, b1, x1} ñóùåñòâóåò, íî x1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó
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àêñèîìû íåâûðîæäåííîñòè, ϕ(x) = 0. Îäíîâðåìåííî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äðóãîãî
çíà÷åíèÿ x â ìíîæåñòâå {A1, b1, x1} áûòü íå ìîæåò. Òàê êàê ñèñòåìà A1x1 = b1
ñîâìåñòíà, òî b1 = 0, îòêóäà ñëåäóåò ψ(b1 − b) = ψ(b), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî�
âèþ ψ(b1 − b) < ψ(b).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 5. Ïóñòü {Ă, b̆, x̆} � ðåøåíèå îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ. Òîãäà

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

‖Ă− A‖ϕ,ψ = µ,

ψ(b̆− b) = δ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 4 x̆ 6= 0, îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, äâîéñòâåííûõ âåêòîðó x̆ îòíîñèòåëüíî íîðìû ϕ(·),
íåïóñòî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû íå âûïîëíÿþòñÿ. �àññìîòðèì òðè âîç�

ìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé A: ‖Ă− A‖ϕ,ψ < µ, ψ(b̆− b) = δ.

Ïóñòü ∆A = αb̆y⊤, ãäå y�âåêòîð, äâîéñòâåííûé âåêòîðó x̆ îòíîñèòåëüíî

íîðìû ϕ(·)), α > 0� ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Ïîëîæèì z = 1
1+α

x̆. Íåñëîæíî óáå�

äèòüñÿ, ÷òî âåêòîð z ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ñèñòåìû (Ă+∆A)x = b̆.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ‖Ă+∆A−A‖ϕ,ψ 6 ‖Ă−A‖ϕ,ψ+‖∆A‖ϕ,ψ = ‖Ă−A‖ϕ,ψ+α
ψ(b̆)
ϕ(x̆)

,

ïîäõîäÿùèì âûáîðîì çíà÷åíèÿ α > 0 ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

‖Ă + ∆A − A‖ϕ,ψ 6 µ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íàáîð {Ă + ∆A, b̆, z}, êî�
òîðûé ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ è, â

òî æå âðåìÿ, ϕ(z) = 1
1+α

ϕ(x̆) < ϕ(x̆), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá

îïòèìàëüíîñòè {Ă, b̆, x̆}.
Ñëó÷àé B : ‖Ă−A‖ϕ,ψ = µ, ψ(b̆− b) < δ.

Ïîëîæèì z = 1
1+β

x̆, ∆b = − β

1+β
b̆, ãäå β > 0� ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Çàìå�

òèì, ÷òî âåêòîð z ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ñèñòåìû Ăx = b̆ + ∆b.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ψ(b̆ + ∆b − b) 6 ψ(b̆ − b) + ψ(∆b) = ψ(b̆ − b) + β

1+β
ψ(b̆),

ïîäõîäÿùèì âûáîðîì çíà÷åíèÿ β > 0 ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

ψ(b̆ + ∆b − b) 6 δ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íàáîð {Ă, b̆ + ∆b, z}, êîòîðûé
ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ è, â òî æå

âðåìÿ, ϕ(z) = 1
1+β

ϕ(x̆) < ϕ(x̆), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëü�

íîñòè {Ă, b̆, x̆}.
Ñëó÷àé C : ‖Ă− A‖ϕ,ψ < µ, ψ(b̆− b) < δ.

Ïîëîæèì ∆A = αb̆y⊤, ∆b = − β

1+β
b̆, z = 1

(1+α)·(a+β)
x̆, ãäå y�âåêòîð, äâîé�

ñòâåííûé âåêòîðó x̆ îòíîñèòåëüíî íîðìû ϕ(·)). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåê�
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òîð z ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ñèñòåìû (Ă+∆A)x = b̆+∆b. Ïîñêîëü�
êó

‖Ă+∆A− A‖ϕ,ψ 6 ‖Ă−A‖ϕ,ψ + ‖∆A‖ϕ,ψ = ‖Ă− A‖ϕ,ψ + α
ψ(b̆)

ϕ(x̆)
,

ψ(b̆+∆b− b) 6 ψ(b̆− b) + ψ(∆b) = ψ(b̆− b) +
β

1 + β
ψ(b̆),

ïîäõîäÿùèì âûáîðîì çíà÷åíèé α > 0, β > 0 ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé ‖Ă+∆A− A‖ϕ,ψ 6 µ, ψ(b̆+∆b − b) 6 δ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò

íàáîð {Ă + ∆A, b̆ + ∆b, z}, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó

îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ è, â òî æå âðåìÿ, ϕ(z) = 1
(1+α)·(1+β)

ϕ(x̆) < ϕ(x̆), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëüíîñòè {Ă, b̆, x̆}.
Âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

ËÅÌÌÀ 6. Åñëè ïðè íåêîòîðûõ µ > 0, δ > 0 óðàâíåíèå

ψ(b−Ax)− µ · ϕ(x) = δ

èìååò ðåøåíèå x 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ā è âåêòîð b̄ òàêèå, ÷òî
Āx = b̄, ‖A0 −A‖ϕ,ψ = µ, ψ(b0 − b) = δ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé ëåììû, íåîòðèöàòåëüíîñòè

è íåâûðîæäåííîñòè âåêòîðíûõ íîðì, ïîëó÷àåì ψ(b−Ax) > 0. Ïóñòü

b̆ = b−
δ

ψ(b−Ax)
(b− Ax), Ă = A+ (b̆− Ax)y⊤,

ãäå y � âåêòîð, äâîéñòâåííûé âåêòîðó x îòíîñèòåëüíî íîðìû ϕ(·). Íåñëîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ψ(b̆ − b) = δ, à âåêòîð x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé

ñèñòåìû Ăx = b̆.
Êðîìå òîãî, ‖Ă− A‖ϕ,ψ = µ. Äåéñòâèòåëüíî,

‖Ă−A‖ϕ,ψ = ‖(b̆− Ax)y⊤‖ϕ,ψ =
ψ(b̆− Ax)

ϕ(x)
.

Íî

ψ(b̆−Ax) = ψ

(

b−Ax−
δ

ψ(b− Ax)
(b̆−Ax)

)

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

1−
δ

ψ(b− Ax)

∣

∣

∣

∣

∣

· ψ(b− Ax) =
∣

∣

∣
ψ(b− Ax)− δ

∣

∣

∣
.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

ψ(b− Ax)− δ = µ · ϕ(x) > 0,

îòêóäà è ïîëó÷àåì

ψ(b̆− Ax) = µ · ϕ(x),

‖Ă− A‖ϕ,ψ =
ψ(b̆−Ax)

ϕ(x)
= µ.

Ëåììà äîêàçàíà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðå�

øåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ðåøåíèå çàäà÷à Rϕ,ψ(µ, δ). Îï�
òèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ �óíêöèé îáåèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò. Åñëè îáîá�

ù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òî ê íåìó

ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: x∗ � ðåøåíèå çàäà�

÷è Rϕ,ψ(µ, δ),

y ∈ D (x∗, ϕ (·)) , (9)

b∗ = b−
δ

ψ(b− Ax∗)
· (b− Ax∗), (10)

A∗ = A+ (b∗ − Ax∗)y⊤. (11)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ èìååò íåêîòîðîå ðåøåíèå

{Ă, b̆, x̆}, òî èìååò ðåøåíèå è çàäà÷à Rϕ,ψ(µ, δ), ïðè÷¼ì

min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x) = ϕ(x̆) > 0. (12)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàáîð {Ă = A + ∆A, b̆ = b +∆b, x̆} � ðåøåíèå îáîá�

ù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ. Òîãäà, â ñèëó �îðìóëèðîâêè çàäà÷è è ëåìì 4 è 5

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

‖∆A‖ϕ,ψ = µ,

ψ(∆b) = δ,

ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Ăx = b̆ íåïóñòî, à âåêòîðû ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû

íåíóëåâûå.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ψ(b−Ax̆) 6 µ · ϕ(x̆) + δ.
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Äåéñòâèòåëüíî, ò. ê. x̆ � ðåøåíèå ñèñòåìû Ăx = b̆, òî b−Ax̆ = ∆Ax̆−∆b,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ψ(b− Ax̆) 6 ψ(∆Ax̆) + ψ(∆b) 6 ‖∆A‖ϕ,ψ · ϕ(x̆) + ψ(∆b) 6 µ · ϕ(x̆) + δ.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê

ðàâåíñòâî. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî, ïóñòü

ψ(b−Ax̆) < µ · ϕ(x̆) + δ.

Ñ�îðìèðóåì âåêòîð h êàê

h = −
δ

ψ(b− Ax̆)
(b−Ax̆)

è ìàòðèöó H êàê H = (b+ h− Ax̆)y⊤, ãäå y � âåêòîð, äâîéñòâåííûé âåêòîðó

x∗ îòíîñèòåëüíî íîðìû ϕ(·).
Êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, âåêòîð x̆ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (A+H)x =

= b+ h. Êðîìå òîãî,

ψ(h) = δ,

H =

(

ψ(b−Ax̆− δ)

ψ(b− Ax̆)
(b− Ax̆)

)

y⊤,

‖H‖ϕ,ψ =
ψ(b− Ax̆− δ)

ϕ(x̆)
.

Íî èç ïðåäïîëîæåíèÿ è ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ‖H‖ϕ,ψ < µ. Òàêèì
îáðàçîì, íàáîð {A+H, b+h, x̆} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáîáù¼ííîé çàäà÷è

�ÌÍÊ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ‖H‖ϕ,ψ < µ ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 5.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ψ(b−Ax̆) 6 µ ·ϕ(x̆)+δ âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à Rϕ,ψ(µ, δ) äåéñòâèòåëüíî èìååò ðåøåíèå. Êðîìå

òîãî,

min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x) 6 ϕ(x̆) = min
Ăx=b̆,‖Ă−A‖ϕ,ψ6µ,ψ(b̆−b)6δ

ϕ(x). (13)

2. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè çàäà÷à Rϕ,ψ(µ, δ) èìååò íåêîòîðîå ðåøåíèå x∗, òî è

îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ èìååò ðåøåíèå {A∗, b∗, x∗}, ïðè÷¼ì ìàòðèöà A∗
è

âåêòîð b∗ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî �îðìóëàì (9)�(11).

Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî îáúåêòû, çàäàâàåìûìè �îðìóëàìè (9)�(11), ñóùå�

ñòâóþò äëÿ ëþáîãî x∗, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Rϕ,ψ(µ, δ). Äåéñòâèòåëü�
íî, â ñèëó (12) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ϕ(x∗) > 0 ⇔ x∗ 6= 0,
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y, äâîéñòâåííûé âåêòîðó x∗ îò�

íîñèòåëüíî íîðìû ϕ(·). Â òî æå âðåìÿ, èç óñëîâèé δ > 0, µ > 0, ϕ(x∗) > 0 è

ψ(b−Ax∗)−µ ·ϕ(x∗) = δ ñëåäóåò, ÷òî ψ(b−Ax∗) > 0. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð b∗

è ìàòðèöà A∗
, çàäàâàåìûå �îðìóëàìè òåîðåìû 3, äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

‖A∗ −A‖ϕ,ψ 6 µ,

ψ(b∗ − b) 6 δ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è Rϕ,ψ(µ, δ), óêàçàííûé âåê�

òîð ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ èç ëåììû 6. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 6 è �îð�

ìóë (9)�(11), âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ‖A∗−A‖ϕ,ψ = µ, ψ(b∗−b) = δ, ÿâëÿþùèåñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèé-íåðàâåíñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàäà÷à Rϕ,ψ(µ, δ) èìååò íåïóñòîå ìíî�
æåñòâî ðåøåíèé, òî íàáîð {A∗, b∗, x∗}, ãäå x∗ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé
óêàçàííîé çàäà÷è, ìàòðèöà A∗

è âåêòîð b∗ ïîñòðîåíû ïî �îðìóëàì (9)�(11),

ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó îáîáù¼ííîé çàäà÷è �ÌÍÊ. Ñëåäîâà�

òåëüíî, â ñèëó ëåììû 3, îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à �ÌÍÊ èìååò ðåøåíèå. Ïðè ýòîì

min
Ăx=b̆,‖Ă−A‖ϕ,ψ6µ,ψ(b̆−b)6δ

ϕ(x) 6 ϕ(x∗) = min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x). (14)

3. Ñîïîñòàâëÿÿ óñëîâèÿ (13) è (14), çàêëþ÷àåì, ÷òî

min
Ăx=b̆,‖Ă−A‖ϕ,ψ6µ,ψ(b̆−b)6δ

ϕ(x) = min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å 3. Ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû Ax = b íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è �ÌÍÊ.

�àññìîòðèì çàäà÷ó

R′
ϕ,ψ (µ, δ) : ϕ (x) → min

ψ(b−Ax)6µ·ϕ(x)+δ

(

=: χ′
ϕ,ψ

)

.

Ñèìâîëîì X
′
ϕ,ψ áóäåì îáîçíà÷àòü äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è R′

ϕ,ψ (µ, δ).



15

Ñïðàâåäëèâà

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Çàäà÷è Rϕ,ψ (µ, δ) è R′
ϕ,ψ (µ, δ) ýêâèâàëåíòíû: îíè ðàçðåøè�

ìû èëè íå ðàçðåøèìû îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì â ñëó÷àå èõ ðàçðåøèìîñòè

χϕ,ψ = χ′
ϕ,ψ, Xϕ,ψ = X

′
ϕ,ψ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü çàäà÷à Rϕ,ψ (µ, δ) èìååò ðåøåíèå, ò.å. Xϕ,ψ 6= ∅.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Xϕ,ψ ⊂ X
′
ϕ,ψ ⇒ X

′
ϕ,ψ 6= ∅, χ′

ϕ,ψ 6 χϕ,ψ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìîùíîñòü X

′
ϕ,ψ âûøå, ÷åì X

′
ϕ,ψ, ò.å.

∃z ∈ X
′
ϕ,ψ

∣

∣z /∈ Xϕ,ψ ⇒ ψ (b− Az) < µ · χ′
ϕ,ψ + δ .

Îäíàêî â ñèëó óñëîâèÿ

ψ (b−Az) < µ · χ′
ϕ,ψ + δ (15)

êàæäàÿ èç âåëè÷èí χϕ,ψ, χ
′
ϕ,ψ ìîæåò áûòü óìåíüøåíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïó�

ùåíèþ îá å¼ îïòèìàëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, Xϕ,ψ = Xϕ,ψ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

χϕ,ψ = χ′
ϕ,ψ.

2. Ïóñòü çàäà÷à R′
ϕ,ψ (µ, δ) èìååò ðåøåíèå, à çàäà÷à Rϕ,ψ (µ, δ) ðåøåíèÿ

íå èìååò. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò z ∈ X
′
ϕ,ψ òàêîé, ÷òî âû�

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15), êîòîðîå, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëüíîñòè çíà÷åíèÿ χ′
ϕ,ψ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5. Îáîáùåííûå çàäà÷è �ÌÍÊ â ïîëèýäðàëüíûõ íîðìàõ

Â ï. 2 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå çàäà÷è Zϕ,ψ (µ, δ) � îáîáù¼ííîé çàäà÷è

�ÌÍÊ â ‖·‖ϕ,ψ-íîðìå. Ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå íîðì ϕ(·), ψ(·) íîðì �¼ëüäå�

ðà ñ ïîêàçàòåëåì p = 1,∞, â ñèëó òåîðåì 3 è 4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé íà�

áîð îáîáùåííûõ çàäà÷ �ÌÍÊ è èõ ðåäóêöèé ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî�

ãðàììèðîâàíèÿ, äîïóñòèìûå îáëàñòè è öåëåâûå �óíêöèè êîòîðûõ ïîñòðîåíû

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèýäðàëüíûõ [5℄ íîðì (èñïîëüçóåìûé íèæå çíàê ¾ 7→¿ �

ñèíîíèì �ðàçû ¾ñâîäèòñÿ ê¿):

Z1,1 (µ, δ) 7→ ‖b− Ax‖1 6 µ · ‖x‖1 + δ, ‖x‖1 → min, (16)

Z1,∞ (µ, δ) 7→ ‖b− Ax‖∞ 6 µ · ‖x‖1 + δ, ‖x‖1 → min, (17)

Z∞,1 (µ, δ) 7→ ‖b−Ax‖1 6 µ · ‖x‖∞ + δ, ‖x‖∞ → min, (18)

Z∞,∞ (µ, δ) 7→ ‖b− Ax‖∞ 6 µ · ‖x‖∞ + δ, ‖x‖∞ → min . (19)

Çàäà÷è (16)-(19), íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó �îðìóëèðîâîê, íå èìå�

þò â îáùåì ñëó÷àå î÷åâèäíûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ. Èõ ïîèñê è

ïîñòðîåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ íåãëàäêîãî àíàëèçà è íåäè��åðåíöèðó�

åìîé îïòèìèçàöèè âïîëíå ìîæåò áûòü ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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�ÈÏÎÒÅÇÀ 1. Äîïóñòèìûå îáëàñòè çàäà÷ (16)-(19) â îáùåì ñëó÷àå íå

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè.

�ÈÏÎÒÅÇÀ 2. Åñëè ∀
⌢
x ∈ Argmin ||b−Ax||r ⇒ ||b− A

⌢
x||r 6 µ · ||

⌢
x||s + δ,

ãäå r, s = 1,∞, òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è Zs,r(µ, δ) îãðàíè÷åíî è ÿâ�

ëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì, â îáùåì ñëó÷àå íåâûïóêëûì. Òåì íå ìåíåå, â ýòîì

ñëó÷àå çàäà÷à Zs,r(µ, δ) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììè�

ðîâàíèÿ.

�ÈÏÎÒÅÇÀ 3. Åñëè ∀
⌢
x ∈ Argmin ||b− Ax||r ⇒ ||b− A

⌢
x||r > µ · ||

⌢
x||s + δ,

ãäå r, s = 1,∞, òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è Zs,r(µ, δ) íåîãðàíè÷åíî

è ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà R
n
äî â îáùåì ñëó÷àå íåâûïóêëîãî

ìíîãîãðàííèêà, çàäàííîãî óñëîâèåì ||b− Ax||r > µ · ||x||s + δ.
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