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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåî�

ðèè ñóáäè��åðåíöèàëà Êëàðêà è îáîáù¼ííîãî ÿêîáèàíà èç [1℄. Òàêæå îáñóæ�

äàþòñÿ áîëåå ñîâðåìåííûå ðåçóëüòàòû â äàííîé îáëàñòè, êàñàþùèåñÿ ïîëíûõ

ÿêîáèàíîâ è ëåêñèêîãðà�è÷åñêèõ ñóáäè��åðåíöèàëîâ [2, 3℄.
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◦
.Ñóáäè��åðåíöèàë Êëàðêà. Ïóñòü ‖ · ‖ � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà â R

n
,

Ω ⊂ R
n
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî è f : Ω → R � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Ω, à v ∈ R � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïðîèçâîäíîé

Êëàðêà �óíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ v â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

f
↑

Cl(x, v) = lim sup
y→x,t↓0

f(y + tv)− f(y)

t
.

Çäåñü è äàëåå t ↓ 0 îáîçíà÷àåò t ∈ R, t → +0.

Ïðîèçâîäíàÿ Êëàðêà f
↑

Cl îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (ñì. [1℄).

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü f � ëèïøèöåâàÿ �óíêöèÿ â íåêîòîðîé îêðåñò�

íîñòè òî÷êè x ∈ Ω ñ ïîñòîÿííîé L. Òîãäà �óíêöèÿ v → f
↑

Cl(x, v) êîíå÷íà,
ñóáëèíåéíà íà R

n
è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|f ↑

Cl(x, v)| 6 L‖v‖ ∀v ∈ R
n.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ Êëàðêà f
↑

Cl(x, v) ñóáëèíåéíà ïî v, òî ñóùåñòâóåò

íåïóñòîå âûïóêëîå è êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ∂Clf(x), íàçûâàåìîå ñóáäè��åðåí�
öèàëîì Êëàðêà �óíêöèè f â òî÷êå x, òàêîå, ÷òî

f
↑

Cl(x, v) = max
ζ∈∂Clf(x)

〈ζ, v〉 ∀v ∈ R
n.

∗
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Ýëåìåíòû ζ ∈ ∂Clf(x) íàçûâàþòñÿ îáîáù¼ííûìè ãðàäèåíòàìè �óíêöèè f â

òî÷êå x. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x → ∂Clf(x) ïîëó�
íåïðåðûâíî ñâåðõó.

Ïî òåîðåìå �àäåìàõåðà ([4℄, òåîðåìà 3.1.6) ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ �óíêöèÿ

f , îïðåäåë¼ííàÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ R
n
, äè��åðåíöèðóåìà ïî÷òè

âñþäó íà Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωf ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ω â êîòîðûõ �óíêöèÿ

f äè��åðåíöèðóåìà. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå

ñóáäè��åðåíöèàëà Êëàðêà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Ω è S ⊂ R
n
� ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ìåðû íîëü.

Òîãäà

∂Clf(x) = co
{

lim
n→∞

∇f(xn) | xn → x, xn ∈ Ωf \ S
}

.

Çäåñü ∇f(y) � ãðàäèåíò �óíêöèè f â òî÷êå y.

2

◦
.Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ ñóáäè��åðåíöèàëà Êëàðêà. Ñ

ïîìîùüþ ñóáäè��åðåíöèàëà Êëàðêà âîçìîæíî èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ýêñ�

òðåìàëüíûå çàäà÷è.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêî�

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Ω, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà �óíêöèè

f . Òîãäà 0 ∈ ∂Clf(x).

Ñóáäè��åðåíöèàë Êëàðêà òàêæå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåîáõîäèìûå óñëî�

âèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. �àññìîòðèì

ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

f(x) → inf, gi(x) 6 0, i ∈ I, hj(x) = 0, j ∈ J, (1)

ãäå �óíêöèè f, gi, hj : R
n → R ëîêàëüíî ëèïøèöåâû, I = {1, . . . , l} è J =

{1, . . . , m}. Ââåä¼ì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ0, λ1, . . . , λl, µ1, . . . , µm) = λ0f(x) +

l
∑

i=1

λigi(x) +

m
∑

j=1

µjhj(x),

ãäå λi > 0, i ∈ {0} ∪ I è µj ∈ R, j ∈ J .

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü òî÷êà x∗ ∈ R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Òîãäà

ñóùåñòâóþò λi > 0 è µj ∈ R, i ∈ {0} ∪ I, j ∈ J òàêèå, ÷òî

l
∑

i=0

λi +

m
∑

j=1

|µj| 6= 0, λigi(x) = 0 ∀i ∈ I



3

è âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

0 ∈ ∂Cl,xL(x
∗, λ0, λ1, . . . , λl, µ1, . . . , µm). (2)

Çäåñü ∂Cl,xL, ñóáäè��åðåíöèàë Êëàðêà îòîáðàæåíèÿ L(·, λ0, . . . , λl, µ1, . . . , µm).

Çàì å ÷ à í è å 2.1. Èç âêëþ÷åíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî

0 ∈ λ0∂Clf(x
∗) +

l
∑

i=1

λi∂Clgi(x
∗) +

m
∑

j=1

µj∂Clhj(x
∗). (3)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèÿ (2) è (3) íå ýêâèâàëåíòíû.

Îäíàêî, çà÷àñòóþ ñóáäè��åðåíöèàë Êëàðêà îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì âåëèê

äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà [5℄.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü f : Rn → R � ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ�

þùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òîãäà 0 ∈ ∂Clf(0).

Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü n = 2 è

f1(x) = |x1|+ |x2|, f2(x) = −|x1| − |x2|, f3(x) = |x1| − |x2|.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî 0 ∈ ∂Clf1(0) = ∂Clf2(0) = ∂Clf3(0) = D, ãäå

D = co{(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}.

Ïðè ýòîì 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f1, òî÷êîé

ñòðîãî ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà �óíêöèè f2 è íå ÿâëÿåòñÿ íè òî÷êîé ëîêàëü�

íîãî ìèíèìóìà, íè òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà �óíêöèè f3.

3

◦
.Îáîáù¼ííûå ÿêîáèàíû íåãëàäêèõ îòîáðàæåíèé. Íà îñíîâàíèè

òåîðåìû 1 ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå ñóáäè��åðåíöèàëà íà ñëó÷àé âåêòîð��óíê�

öèé. Ïóñòü âåêòîð��óíêöèÿ F = (f1, . . . , fm), îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî

Ω ⊂ R
n
â R

m
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

x ∈ Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩF ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ω, â êîòîðûõ âåêòîð��óíê�

öèÿ F äè��åðåíöèðóåìà.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Îáîáù¼ííûì ÿêîáèàíîì âåêòîð��óíêöèè F â òî÷êå x

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂F (x) = co
{

lim
n→∞

JF (xn) | xn → x, xn ∈ ΩF

}

.

Çäåñü JF (y) � ìàòðèöà ßêîáè âåêòîð��óíêöèè F â òî÷êå y.
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Îáîáù¼ííûé ÿêîáèàí îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì ñóá�

äè��åðåíöèàëà Êëàðêà.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïóñòü F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêî�

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Ω. Òîãäà:

1) ∂F (x) � íåïóñòîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â R
m×n

;

2) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x → ∂F (x) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;

3) ∂F (x) ⊂ ∂Clf1(x)× . . .× ∂Clfm(x).

Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ îáîáù¼ííîãî ÿêîáèàíà ìîæíî óñòàíîâèòü ðàçëè÷íûå

òåîðåìû, îáîáùàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîãî äè��åðåí�

öèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3 (òåîðåìà îá îáðàòíîé �óíêöèè). Ïóñòü âåêòîð��óíêöèÿ

F : Rn → R
n
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 ∈ R
n
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà M ∈ ∂F (x0) íåâûðîæäå�

íà. Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U è V òî÷åê x0 è F (x0) ñîîòâåòñòâåííî
è ëèïøèöåâàÿ �óíêöèÿ G : V → R

n
òàêèå, ÷òî:

1) G(F (u)) = u äëÿ âñåõ u ∈ U ,

2) F (G(v)) = v äëÿ âñåõ v ∈ V .

Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü n = 2 è F (x, y) = (|x| + y, 2x+ |y|). Î÷åâèäíî, ÷òî îáîá�

ù¼ííûé ÿêîáèàí â òî÷êå (0, 0) èìååò âèä

∂F (0, 0) =

{(

s 1
2 t

)
∣

∣

∣

∣

s, t ∈ [−1, 1]

}

. (4)

Îòêóäà ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî M ∈ ∂F (0, 0) áóäåò detM = st − 2 < 0, ò.å. â
òî÷êå (0, 0) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

G = (g1, g2) : R
2 → R

2
îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ F . Íàéä¼ì åãî ÿâíûé âèä.

Ïîëîæèì U = V = R
2
. Îòîáðàæåíèå G óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

{

|g1(x, y)|+ g2(x, y) = x

2g1(x, y) + |g2(x, y)| = y
∀(x, y) ∈ R

2.

�àçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

G(x, y) =



















(x+ y, 2x+ y), åñëè y 6 min{−x,−2x},
1
3
(x+ y, 2x− y), åñëè y > max{2x,−x},

1
3
(y − x, 2x+ y), åñëè − 2x 6 y 6 x,

(y − x, 2x− y), åñëè x 6 y 6 2x, x > 0.
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Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå F : Rm×R
k → R

k
, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî F óäîâëå�

òâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ∈ R
m ×R

k
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : Rk×(k+m) → R
k×k

îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé

ìàòðèöå M ∈ R
k×(k+m)

ìàòðèöó πM , ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäíèõ k ñòîëáöîâ ìàò�

ðèöû M .

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4 (òåîðåìà î íåÿâíîé �óíêöèè). Ïóñòü êàæäàÿ ìàòðèöà M ∈
π∂F (x0, y0) íåâûðîæäåíà. Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 è ëèï�

øèöåâàÿ �óíêöèÿ u : U → R
k
òàêàÿ, ÷òî u(x0) = y0 è

F (x, u(x)) = 0 ∀x ∈ U.

4

◦
.Ïîëíûå ÿêîáèàíû. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ R

m×n
íàçûâàåò�

ñÿ ïîëíûì (àíãë. plenary), åñëè äëÿ ëþáîé ìàòðèöû M ∈ R
m×n

òàêîé, ÷òî

Mx ∈ {Hx | H ∈ A} äëÿ âñåõ x ∈ R
n
áóäåò M ∈ A. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïå�

ðåñå÷åíèå ïîëíûõ ìíîæåñòâ ïîëíî. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R
m×n

ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå ïîëíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî A, êîòîðîå

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé îáîëî÷êîé (àíãë. plenary hull) äàííîãî ìíîæåñòâà è îáîçíà�

÷àåòñÿ plenA.
Ïîëíûì ÿêîáèàíîì ëîêàëüíî ëèïøèöåâîãî îòîáðàæåíèÿ F : Ω → R

m
â

òî÷êå x ∈ Ω íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ∂PF (x) = plen ∂F (x). Ïîëíûé ÿêîáèàí

èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. Ïóñòü âåêòîð��óíêöèÿ F = (f1, . . . , fm) : Ω → R
m

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Ω.
Òîãäà:

1) ∂PF (x) � íåïóñòîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî;

2) ∂F (x) ⊂ ∂PF (x) ⊂ ∂Clf1(x)×. . .×∂Clfm(x), ïðè÷¼ì îáà âêëþ÷åíèÿ ìîãóò

áûòü ñòðîãèìè;

3) åñëè min{m,n} = 1, òî ∂F (x) = ∂PF (x);

4) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

{Mx | M ∈ ∂PF (x)} = {Mx | M ∈ ∂F (x)} ∀x ∈ R
n.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 6. Ïóñòü âåêòîð��óíêöèÿ F = (f1, . . . , fn) : Ω → R
n

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Ω è

ìíîæåñòâî ∂F (x) íå ñîäåðæèò âûðîæäåííûõ ìàòðèö. Òîãäà ìíîæåñòâî

∂PF (x) òàêæå íå ñîäåðæèò âûðîæäåííûõ ìàòðèö è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

{M−1x | M ∈ ∂PF (x)} = {M−1x | M ∈ ∂F (x)} ∀x ∈ R
n.



6

5

◦
.Ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ñóáäè��åðåíöèàë. Ïóñòü �óíêöèÿ F , îòîá�

ðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî Ω ⊂ R
n
â R

m
, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêî�

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Ω.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. [3℄ Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿû ëåêñèêîãðà�è÷åñêè ãëàä�

êîé â òî÷êå x, åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ N è ëþáîé ìàòðèöû M = (m1, . . . , mp) ∈
R

n×p
ñëåäóþùèå �óíêöèè êîððåêòíî îïðåäåëåíû:

F
(0)
x,M : Rn → R

m, F
(0)
x,M(h) = F ′(x, h),

F
(k)
x,M : Rn → R

m, F
(k)
x,M(h) =

(

F
(k−1)
x,M

)′
(mk, h), 1 6 k 6 p.

Êëàññ ëåêñèêîãðà�è÷åñêè ãëàäêèõ �óíêöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðà�

öèè êîìïîçèöèè è ñîäåðæèò âñå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå è âñå âûïóê�

ëûå �óíêöèè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà �óíê�

öèé F
(j)
x,M .

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 7. Ïóñòü �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðà�è÷åñêè ãëàä�

êîé â òî÷êå x, p ∈ N è M = (m1, . . . , mp) ∈ R
n×p

ïðîèçâîëüíû. Ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî j ∈ {0, 1, . . . , p} �óíêöèÿ F
(j)
x,M ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà;

2) äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , p− 1} ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F
(j)
x,M(h) = F

(j+1)
x,M (h) = . . . = F

(p)
x,M(h) ∀h ∈ lin{m1, . . . , mj};

3) äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , p} �óíêöèÿ F
(j)
x,M ëèíåéíà íà lin{m1, . . . , mj};

4) äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , p} áóäåò F
(j−1)
x,M (mj) = F

(j)
x,M(mj) = . . . = F

(p)
x,M(mj).

Åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû M ∈ R
n×p

ñîâïàäàåò ñ R
n
, òî

ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ �óíêöèÿ F
(p)
x,M ëèíåéíà íà R

n
. Èñõîäÿ èç ýòîãî,

îïðåäåëèì ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè F â òî÷êå x, êàê

∂LF (x) =
{

JF
(n)
x,M(0) ∈ R

m×n | M ∈ R
n×n, detM 6= 0

}

.

Ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ñóáäè��åðåíöèàë ∂LF (x), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì
ìíîæåñòâîì. Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû M ∈ R

n×n
îáîçíà÷èì

JLf(x,M) = JF
(n)
x,M(0).

Äëÿ ëþáûõ p ∈ N è M = (m1, . . . , mp) ∈ R
n×p

îáîçíà÷èì ÷åðåç J0F (x,M) ∈
R

m×n
ëþáóþ ìàòðèöó äëÿ êîòîðîé

F
(p)
x,M(h) = J0F (x,M)h ∀h ∈ lin{m1, . . . , mp}.
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Ïóíêò 3 ïðåäëîæåíèÿ 7 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé

òàêîé ìàòðèöû. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

J0F (x,M)mk = F
(p)
x,M(mk) ∀k ∈ {1, . . . , p}

ïðè ëþáîì âûáîðå ìàòðèöû J0F (x,M). Òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà J0F (x,M)M
íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû J0F (x,M).

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ óêàçûâàþò íåêîòîðûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ëåê�

ñèêîãðà�è÷åñêèõ ñóáäè��åðåíöèàëîâ.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 8. Ïóñòü �óíêöèè F1, F2 : Ω → R
m
ÿâëÿþòñÿ ëåêñèêî�

ãðà�è÷åñêè ãëàäêèìè â òî÷êå x ∈ Ω. Òîãäà äëÿ ëþáûõ c1, c2 ∈ R è äëÿ ëþáîé

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû M ∈ R
n×n

áóäåò

JL[c1F1 + c2F2](x,M) = c1JLF1(x,M) + c2JLF2(x,M).

Êðîìå òîãî, ∂L[c1F1](x) = c1∂LF1(x).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ïóñòü X ⊂ R
q
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî, �óíêöèÿ G : X → Ω

ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðà�è÷åñêè ãëàäêîé â òî÷êå x ∈ X, à �óíêöèÿ F ÿâëÿåò�

ñÿ ëåêñèêîãðà�è÷åñêè ãëàäêîé â òî÷êå y = G(x). Òîãäà êîìïîçèöèÿ �óíêöèé

F ◦G ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðà�è÷åñêè ãëàäêîé â òî÷êå X è äëÿ ëþáîé íåâûðîæ�

äåííîé ìàòðèöû M ∈ R
q×q

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

JL[F ◦G](x,M) = J0F (G(x), JLG(x,M)M)JLG(x,M).

Çàì å ÷ à í è å 5.1. Â îòëè÷èå îò îáîáù¼ííîãî ÿêîáèàíà, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà�

æåíèå x → ∂LF (x) ìîæåò íå áûòü ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ëåêñèêîãðà�è÷åñêèì ñóá�

äè��åðåíöèàëîì è îáîáù¼ííûì ÿêîáèàíîì.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 9. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðà�è÷åñêè ãëàäêîé â òî÷�

êå x. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ∂LF (x) ⊂ ∂PF (x);

2) åñëè m = 1, òî ∂LF (x) ⊂ ∂F (x).

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü n = 2, f(x) = |x1| − |x2| è M = (a, b) ∈ R
2×2

� ïðîèç�

âîëüíàÿ íåâûðîæäåííà ìàòðèöà, ãäå a è b � ñòîëáöû ìàòðèöû M . Âû÷èñëèì

ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè f â íóëå.
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Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà, òî f
(0)
0,M(·) = f(·). Èìååì

f
(1)
0,M(h) =











sign(a1)h1 − sign(a2)h2, åñëè a1 6= 0, a2 6= 0,

|h1| − sign(a2)h2, åñëè a1 = 0, a2 6= 0,

sign(a1)h1 − |h2|, åñëè a1 6= 0, a2 = 0,

ãäå h = (h1, h2) ∈ R
2
� ïðîèçâîëüíî, a = (a1, a2)

T
è b = (b1, b2)

T
. Ó÷èòûâàÿ

íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû M , ïîëó÷àåì

f
(2)
0,M(h) =











f
(1)
0,M(h), åñëè a1 6= 0, a2 6= 0,

sign(b1)h1 − sign(a2)h2, åñëè a1 = 0, a2 6= 0, b1 6= 0,

sign(a1)h1 − sign(b2)h2, åñëè a1 6= 0, a2 = 0, b2 6= 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∂Lf(0) = {(−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1)}.

Ï�ÈÌÅ� 4. Ïóñòü f(x) = max{f1(x), f2(x)}, ãäå �óíêöèè f1, f2 : Ω → R

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå x0 ∈ Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1(x0) =
f2(x0) è f ′

1(x0) 6= f ′
2(x0) è âû÷èñëèì ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ñóáäè��åðåíöèàë

�óíêöèè f â òî÷êå x0. Ïóñòü M ∈ R
n×n

� íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Èìååì

f
(0)
x0,M

(h) = max{〈f ′
1(x), h〉, 〈f

′
2(x), h〉} ∀h ∈ R

n.

Çäåñü 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R
n
. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

k ∈ {1, . . . , n} áóäåò

f
(k)
x0,M

(h) = f
(0)
x0,M

(h),

åñëè 〈f ′
1(x), ml〉 = 〈f ′

2(x), ml〉 äëÿ âñåõ l ∈ {1, . . . , k}, è

f
(k)
x0,M

(h) = 〈f ′
i(x), h〉

åñëè ñóùåñòâóåò l ∈ {1, . . . , k} òàêîå, ÷òî

〈f ′
i(x), ml〉 > 〈f ′

j(x), ml〉, 〈f ′
i(x), ms〉 = 〈f ′

j(x), ms〉 1 6 s 6 l − 1, (5)

ãäå i, j ∈ {1, 2}, i 6= j. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà M íå âûðîæäåíà, òî íàéä¼òñÿ òàêîå

l ∈ {1, . . . , n}, ÷òî âûïîëíåíî (5), è òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ {l + 1, . . . , n} áóäåò

f
(p)
x0,M

(h) = f
(l+1)
x0,M

(h) = 〈f ′
i(x), h〉 ∀h ∈ R

n.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî

∂Lf(x0) = {f ′
1(x0), f

′
2(x0)}.
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Ï�ÈÌÅ� 5. Ïóñòü f = maxi∈I fi, ãäå �óíêöèè fi : Ω → R íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìû â òî÷êå x0 ∈ Ω, i ∈ I = {1, . . . , l}. Îïðåäåëèì ìíîæå�

ñòâî R(x) = {i ∈ I | fi(x) = f(x)} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíàìè âûïóê�

ëîé îáîëî÷êè co{f ′
i(x0) | i ∈ R(x)} ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòû �óíêöèé fk äëÿ

k ∈ R0(x) ⊂ R(x). Òîãäà ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó è ïðè�

ìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ âûïóêëûõ �óíêöèé [6℄, íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî ∂Lf(x0) = {f ′
k(x0) | k ∈ R0(x)}.
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