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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îáîáùåííîé òî÷�

êè Ëþèëüå äëÿ çàäàííîãî â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñèìïëåêñà. Îíà îïðå�

äåëÿåòñÿ êàê òî÷êà, ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé êîòîðîé äî ïëîñêîñòåé ãðà�

íåé ñèìïëåêñà ìèíèìàëüíà. Äàííàÿ òî÷êà áîëåå èçâåñòíà äëÿ òðåóãîëüíèêà

êàê òî÷êà Ëåìóàíà��ðåáå è äëÿ òåòðàýäðà � êàê ïåðâàÿ òî÷êà Ëåìóàíà. Ïî�

ëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ îáîáùåííîé òî÷êè Ëþèëüå, äëÿ ñóììû

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò íåå äî ãðàíåé ñèìïëåêñà è äëÿ êîîðäèíàò âåðøèí

¾ïåäàëüíîãî¿ ñèìïëåêñà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü â Rn
çàäàí ñèìïëåêñ Λ ñâîèìè âåðøèíàìè Aj ∈ Rn

, j ∈ 1 : n + 1.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû A1, . . . , An+1

à��èííî íåçàâèñèìûå.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó x∗ ∈ R
n
, äëÿ êîòîðîé ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

äî ãðàíåé ñèìïëåêñà ìèíèìàëüíà.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

�àññìîòðèì êâàäðàòíóþ ((n+ 1)× (n+ 1))-ìàòðèöó

M =

(

A1 . . . An+1

1 . . . 1

)

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk(x), k ∈ 1 : n + 1, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííûé

çàìåíîé k-ãî ñòîëáöà â ìàòðèöå M íà ñòîëáåö

(

x

1

)

, ãäå x ∈ Rn
, ò. å.

Lk(x) =

∣

∣

∣

∣

A1 . . . Ak−1 x Ak+1 . . . An+1

1 . . . 1 1 1 . . . 1

∣

∣

∣

∣

.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Óðàâíåíèå Lk(x) = 0 îïðåäåëÿåò ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç k-þ ãðàíü

ñèìïëåêñà Λ. Ïîëîæèì
Vk = ‖ gradLk(x)‖. (1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìïëåêñ Λ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ [1℄, ò. å.

òî÷êè A1, . . . , An+1
çàäàíû òàê, ÷òî detM > 0. Òîãäà óðàâíåíèå âèäà

1

Vk

Lk(x) = 0, k ∈ 1 : n + 1, (2)

çàäàåò íîðìèðîâàííîå óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x̄ ∈ Rn
äî ãèïåðïëîñ�

êîñòè (2) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

1
Vk
|Lk(x̄)|. Çäåñü ìîäóëü ìîæíî îòáðîñèòü,

åñëè òî÷êè x̄ è Ak
ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó ãèïåðïëîñêîñòè (2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mj ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ èç M çàìåíîé ýëåìåíòîâ j-é

ñòðîêè íà åäèíèöû ïðè j ∈ 1 : n. Î÷åâèäíî, ÷òî detMj = 0.
�àçëîæèì îïðåäåëèòü ìàòðèöû Mj ïî j-é ñòðîêå. Ïîëó÷èì

detMj =
n+1
∑

k=1

(−1)j+k detMjk = 0, j ∈ 1 : n, (3)

ãäå detMjk � ìèíîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ñ èíäåêñîì (j, k).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

gk =







(−1)k+1 detM1k
.

.

.

(−1)k+n detMnk






, k ∈ 1 : n+ 1. (4)

Çàìåòèì, ÷òî (ñì. (1))

gk = gradLk(x), (5)

Lk(gk) = V 2
k + (−1)k+n+1Lk(O), (6)

ãäå O ∈ R
n
� íóëåâîé âåêòîð.
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ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 1 (Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î ìíîãîãðàííèêàõ). Ñïðàâåäëè�

âî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
n+1
∑

k=1

gk = O.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç �îðìóë (4) è (3), à èìåííî,

n+1
∑

k=1

gk =















n+1
∑

k=1

(−1)k+1 detM1k

.

.

.

n+1
∑

k=1

(−1)k+n detMnk















=







detM1
.

.

.

detMn






= O.

3. �åøåíèå çàäà÷è

�àññìîòðèì �óíêöèþ

F (x) =
1

2

n+1
∑

k=1

1

V 2
k

L2
k(x).

Èñõîäíàÿ çàäà÷à òåïåðü ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x) → min
x∈Rn

. (7)

Çàìåòèì, ÷òî öåëåâàÿ �óíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé.

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 2. F (x) � ñèëüíî âûïóêëàÿ �óíêöèÿ.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàòðèöà âòîðûõ ïðî�

èçâîäíûõ F
′′

(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ïóñòü G =
(

g1
V1

. . .
gn+1

Vn+1

)

. Ïîêàæåì, ÷òî rankG = n. Â ñèëó ïîëîæèòåëü�

íîé îðèåíòàöèè ñèìïëåêñà Λ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M ïîëîæèòåëåí. Òîãäà

ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà M−1
è åå ïåðâûå n ñòîëáöîâ îáðàçóþò ìàòðè�

öó

(

g1 . . . gn+1

)T
. �àçäåëèâ k-þ ñòðîêó ýòîé ìàòðèöû íà Vk, k ∈ 1 : n + 1,

ïîëó÷èì ìàòðèöó GT
. Òàêèì îáðàçîì, rankG = n.

�ðàäèåíò F
′

(x) è ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ F
′′

(x) �óíêöèè F (x) ìîæ�
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F
′

(x) = G







L1(x)
V1

.

.

.

Ln+1(x)
Vn+1






, F

′′

(x) = GGT .

Ìàòðèöà F
′′

(x) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé �ðàìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû

ñòðîê ìàòðèöû G, à òîãäà èç ñâîéñòâ ìàòðèöû �ðàìà [2℄ ñëåäóåò, ÷òî îíà

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ. Âåêòîð

x∗ =

n+1
∑

k=1

V 2
k A

k

n+1
∑

k=1

V 2
k

(8)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7).

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

ËÅÌÌÀ. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Lk(x
∗) =

V 2
k

n+1
∑

k=1

V 2
k

detM. (9)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì îïðåäåëèòü

Lk(x
∗) =

∣

∣

∣

∣

A1 . . . Ak−1 x∗ Ak+1 . . . An+1

1 . . . 1 1 1 . . . 1

∣

∣

∣

∣

.

Âû÷òåì èç k-ãî ñòîëáöà ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ j-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà
V 2
j

n+1∑

k=1

V 2
k

ïðè j ∈ 1 : n+ 1, j 6= k. Ïîëó÷èì

Lk(x
∗) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1 . . . Ak−1 V 2
k

n+1∑

k=1

V 2
k

Ak Ak+1 . . . An+1

1 . . . 1
V 2
k

n+1∑

k=1

V 2
k

1 . . . 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

è, åñëè âûíåñòè èç k-ãî ñòîëáöà îáùèé ìíîæèòåëü, òî ïðèä¼ì ê (9).

Ïåðåéä¼ì ê ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â ó òåîðåìû. Â ñèëó òîãî, ÷òî öåëåâàÿ �óíê�

öèÿ F (x) ñèëüíî âûïóêëàÿ, çàäà÷à (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ãðàäèåíò �óíêöèè F (x) â òî÷êå x∗

îáðàùàåòñÿ â

íóëü. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1, ðàâåíñòâ (5) è (9), èìååì

gradF (x∗) =

n+1
∑

k=1

1

V 2
k

Lk(x
∗) gradLk(x

∗) =
detM
n+1
∑

k=1

V 2
k

n+1
∑

k=1

gk = O.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Ç àì å ÷ à í è å. Çàäà÷ó (7) (ïðè n = 2 è n = 3) ïîñòàâèë Ñèìîí Ëþèëüå. Òî÷êà

(8) ïðè n = 2 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê òðåóãîëüíèêà, êîòî�

ðàÿ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëåìóàíà��ðåáå [1, 3�6℄, ïðè n = 3 � ïåðâîé òî÷êîé

Ëåìóàíà [7℄ èëè òî÷êîé Ëþèëüå òåòðàýäðà [3℄. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå (8)

çàäà÷è (7) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé òî÷êîé Ëþèëüå.

4. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáùåííîé òî÷êè Ëþèëüå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dk ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x∗
äî k-é ãðàíè ñèìïëåêñà Λ,

k ∈ 1 : n + 1.

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 3. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

dk

Vk

= K, k ∈ 1 : n+ 1,

ãäå êîíñòàíòà K èìååò âèä

K = n!V
n+1∑

k=1

V 2
k

=

n+1∑

k=1

d2
k

n!V
.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî îáúåì V ñèìïëåêñà Λ ðàâåí [8℄:

V = 1
n!
detM. (10)

Èç (9) è (10) ñëåäóåò, ÷òî

dk =
n!V

n+1∑

k=1

V 2
k

Vk. (11)

Òîãäà

dk

Vk

= n!V
n+1∑

k=1

V 2
k

= K, (12)

à òàêæå

n+1
∑

k=1

d2k =
(n!)2V 2

n+1∑

k=1

V 2
k

. (13)

Â ñèëó (11) è (13) ïîëó÷èì

n+1
∑

k=1

d2k =
dk

Vk

n!V ⇒
dk

Vk

=

n+1∑

k=1

d2
k

n!V
= K.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

Lk(x
∗) =

V 2
k

n+1
∑

k=1

V 2
k

n!V, F (x∗) =
(n!V )2

2
n+1
∑

k=1

V 2
k

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξk ïðîåêöèþ òî÷êè x∗
íà k-þ ãðàíü ñèìïëåêñà Λ,

k ∈ 1 : n + 1.

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 4. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ξk = x∗ −Kgk.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x∗
è îðòî�

ãîíàëüíîé ê k-é ãðàíè ñèìïëåêñà, èìååò âèä

x(t) = tgk + x∗.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå tk, ïðè êîòîðîì Lk(x(tk)) = 0, ò. å. tkgk + x∗ = ξk.

Ñ ó÷åòîì (1), (5) è (6) èìååì

Lk(tkgk + x∗) =

∣

∣

∣

∣

A1 . . . Ak−1 tkgk + x∗ Ak+1 . . . An+1

1 . . . 1 1 1 . . . 1

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

A1 . . . Ak−1 tkgk xk+1 . . . An+1

1 . . . 1 0 1 . . . 1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

A1 . . . Ak−1 x∗ Ak+1 . . . An+1

1 . . . 1 1 1 . . . 1

∣

∣

∣

∣

=

= tkV
2
k + Lk(x

∗) = 0.

Îòñþäà è â ñèëó (9), (10) è (12) ïîëó÷àåì

tkV
2
k +

n!V V 2
k

n+1
∑

k=1

V 2
k

= 0 ⇒ tk = −
n!V

n+1
∑

k=1

V 2
k

= −K.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Îáîáùåííàÿ òî÷êà Ëþèëüå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîèäîì ¾ïå�

äàëüíîãî¿ ñèìïëåêñà Π = co{ξk, k ∈ 1 : n+ 1}, ò. å.

x∗ =
1

n+ 1

n+1
∑

k=1

ξk.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àñïèøåì ñóììó

n+1
∑

k=1

ξk =

n+1
∑

k=1

(x∗ −Kgk) =

n+1
∑

k=1

x∗ −K

n+1
∑

k=1

gk = (n+ 1)x∗ −K

n+1
∑

k=1

gk.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ïîëó÷àåì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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5. Îòêðûòûå çàäà÷è

1) Íàéòè òî÷êó x∗ ∈ R
n
, äëÿ êîòîðîé ñóììà ðàññòîÿíèé äî ãðàíåé ñèìïëåê�

ñà ìèíèìàëüíà.

2) Íàéòè òî÷êó x∗ ∈ Rn
, äëÿ êîòîðîé ñóììà (êâàäðàòîâ) ðàññòîÿíèé äî

ð¼áåð ñèìïëåêñà ìèíèìàëüíà.
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