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Àííîòàöèÿ. Äîêëàä ïîñâÿù¼í ýëåìåíòàðíûì ìåòîäàì â ýêñòðåìàëüíûõ

çàäà÷àõ.

1

◦
. �àññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

ÇÀÄÀ×À 1. Íàéòè ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä íàèáîëüøåãî îáú¼ìà ïðè

çàäàííîé ïëîùàäè åãî ïîâåðõíîñòè.

Ýòà çàäà÷à ëåãêî �îðìàëèçóåòñÿ. Ïóñòü x1, x2, x3 � äëèíû ð¼áåð ïàðàëëå�

ëåïèïåäà. Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü �óíêöèþ

V (x) = x1x2x3

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

a(x) := x1x2 + x2x3 + x3x1 − p = 0,

x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

Çäåñü p > 0 � ïîëîâèíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà.

Èìååì çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ñîãëàñíî îáùèì ðåêîìåíäàöèÿì [1,


. 609�624℄ ñîñòàâèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = x1x2x3 − λ(x1x2 + x2x3 + x3x1 − p)

è çàïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

L′
x1
(x, λ) :=x2x3 − λ(x2 + x3) = 0, (1)

L′
x2
(x, λ) :=x1x3 − λ(x1 + x3) = 0, (2)

L′
x3
(x, λ) :=x1x2 − λ(x1 + x2) = 0, (3)

x1x2 + x2x3 + x3x1 = p. (4)
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Íóæíî íàéòè ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñ ïîëîæèòåëüíûìè x1, x2, x3.

ßñíî, ÷òî λ 6= 0. Ñîãëàñíî (1) è (2),

x2 + x3

x2x3

=
x1 + x3

x1x3

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x1 = x2. Ñîãëàñíî (2) è (3),

x1 + x3

x1x3
=

x1 + x2

x1x2
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x2 = x3. Çíà÷èò, x1 = x2 = x3. Íà îñíîâàíèè (4) ïîëó÷àåì

x∗
1 = x∗

2 = x∗
3 =

√

p
3
.

Ïðè ýòîì

λ∗ =
x∗
2x

∗
3

x∗
2 + x∗

3

= 1
2

√

p
3
.

Òî÷êà x∗ = (x∗
1, x∗

2, x∗
3) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà óäîâëå�

òâîðÿåò äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Äëÿ ýòîãî

íàéä¼ì ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè Ëàãðàíæà

L′′
xx(x

∗, λ∗) =





0 x∗
3 − λ∗ x∗

2 − λ∗

x∗
3 − λ∗ 0 x∗

1 − λ∗

x∗
2 − λ∗ x∗

1 − λ∗ 0



 = 1
2

√

p
3





0 1 1
1 0 1
1 1 0





è çàïèøåì �îðìóëó äëÿ âòîðîãî äè��åðåíöèàëà

〈

L′′
xx(x

∗, λ∗)h, h
〉

=
√

p
3
(h1h2 + h1h3 + h2h3).

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âòîðîé äè��åðåíöèàë ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà�

÷åíèÿ íà âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðàõ h, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ

〈

a′(x∗), h
〉

= 0,

êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

2
√

p
3
(h1 + h2 + h3) = 0.

Èìååì

0 = 1
2

√

p
3
(h1 + h2 + h3)

2 = 1
2

√

p
3
(h2

1 + h2
2 + h2

3) +
〈

L′′
xx(x

∗, λ∗)h, h
〉

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

〈

L′′
xx(x

∗, λ∗)h, h
〉

= −1
2

√

p
3
(h2

1 + h2
2 + h2

3) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïîçâîëèëà óñòàíîâèòü, ÷òî â

çàäà÷å î ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå íàèáîëüøåãî îáú¼ìà ïðè çàäàííîé

ïëîùàäè åãî ïîâåðõíîñòè òî÷êà x∗
ñ ðàâíûìè êîìïîíåíòàìè (÷òî ñîîòâåòñòâó�

åò êóáó) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.
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2

◦
. Îñòà¼òñÿ âîïðîñ: áóäåò ëè x∗

òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà? Òåîðèÿ

óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà íå äà¼ò îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ (¾ìîë÷èò íàóêà¿). Óäèâè�

òåëüíî, íî ðàçîáðàòüñÿ â äàííîé ñèòóàöèè ïîìîãàåò ¾ñîâñåì ïðîñòàÿ øòóêà¿ �

íåðàâåíñòâî Êîøè ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðè�ìåòè÷å�

ñêèì ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

n
√
x1x2 . . . xn 6

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
. (5)

Íåðàâåíñòâî (5) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 =
= · · · = xn.

Â êíèãå Î. À. Èâàíîâà [2, 
. 67�70℄ ïðèâîäèòñÿ ïÿòü äîêàçàòåëüñòâ íåðàâåí�

ñòâà Êîøè. Íà ñàìîì äåëå, èõ çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Îäíî èç íàèáîëåå èçÿùíûõ

äîêàçàòåëüñòâ áóäåò ïðåäñòàâëåíî â Ïðèëîæåíèè 1.

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å î ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Ñîãëàñíî (5) ïðè

n = 3 è (4) èìååì

V 2(x) = (x1x2)(x2x3)(x3x1) 6

(

x1x2 + x2x3 + x3x1

3

)3

=
(p

3

)3

,

òàê ÷òî

V (x) 6
(p

3

)3/2

.

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà x1x2 = x2x3 =
= x3x1, òî åñòü òîëüêî ïðè x∗

1 = x∗
2 = x∗

3 =
√

p
3
. Â òî÷êå x∗ = (x∗

1, x∗
2, x∗

3)

äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè V (x), ðàâíîå (p
3
)3/2, è x∗

� åäèí�

ñòâåííàÿ òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è, ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

Çíà÷èò, x∗
� åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

3

◦
. �àññìîòðèì åù¼ äâå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ ìîæ�

íî ý��åêòíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Êîøè.

ÇÀÄÀ×À 2. Ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ çàäàííûé ïåðèìåòð 2p, íàéòè
òðåóãîëüíèê ñ íàèáîëüøåé ïëîùàäüþ.

�åøåíè å. Äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà �åðîíà

S(x) =
√

p(p− x1)(p− x2)(p− x3).

Çäåñü x1, x2, x3 � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è x = (x1, x2, x3). Òðåáóåòñÿ
ìàêñèìèçèðîâàòü S(x) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x1 + x2 + x3 = 2p,

0 < xi < p, i ∈ 1 : 3.
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Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè (5) èìååì

S2(x) = p
[

(p− x1)(p− x2)(p− x3)
]

6 p(p
3
)3,

òàê ÷òî

S(x) 6
p2

3
√
3
.

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà p − x1 =
= p−x2 = p−x3, òî åñòü òîëüêî ïðè x∗

1 = x∗
2 = x∗

3 =
2
3
p. Çíà÷èò, åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è 2 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å îòâåò íå ñòîëü î÷åâèäåí.

ÇÀÄÀ×À 3. Ëèñò áóìàãè èìååò �îðìó êðóãà. Èç íåãî âûðåæåì ñåêòîð ñ

óãëîì ϕ ðàäèàí, à êðàÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ñêëåèì. Ïîëó÷èì áîêîâóþ ïîâåðõ�

íîñòü ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà, äëèíà îáðàçóþùåé êîòîðîãî ðàâíà ðàäèóñó

êðóãà R. Òðåáóåòñÿ íàéòè óãîë ϕ, ïîðîæäàþùèé êîíóñ íàèáîëüøåãî îáú¼ìà.

�åøåíè å. Äëèíà äóãè âûðåçàííîãî ñåêòîðà ðàâíà ϕR, òàê ÷òî äëèíà îêðóæ�

íîñòè, ëåæàùåé â îñíîâàíèè êîíóñà, ðàâíà 2πR − ϕR. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðà�

äèóñ äàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà 2πr = 2πR− ϕR è

ϕ = 2π(1− r
R
). (6)

Âûñîòà êîíóñà h ðàâíà

√
R2 − r2, à åãî îáú¼ì âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

V (r) = 1
3
πr2h = 1

3
πr2

√
R2 − r2.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè (5) èìååì

V 2(r) = 4
9
π2
[

r2

2
· r2

2
· (R2 − r2)

]

6
4
9
π2(R

2

3
)3.

Çíà÷èò,

V (r) 6
2
√
3

27
πR3.

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

r2

2
= R2 −

− r2, òî åñòü òîëüêî ïðè r∗ =
√

2
3
R. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (6),

ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ: çàäà÷à 3 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ϕ∗ = 2π(1−
√

2
3
).
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4

◦
. Ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì Êîøè èñ�

ïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

n
∑

i=1

xiyi 6

(

n
∑

i=1

x2
i

)1/2

·
(

n
∑

i=1

y2i

)1/2

. (7)

Åñëè íå âñå xi è íå âñå yi ðàâíû íóëþ, òî íåðàâåíñòâî (7) âûïîëíÿåòñÿ êàê

ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà yi = λxi, i ∈ 1 : n, ïðè íåêîòîðîì λ > 0.
Ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ìåæ�

äó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

x1, x2, . . . , xn:

x1 + x2 + . . .+ xn

n
6

(

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n

)1/2

. (8)

Íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 =
= · · · = xn.

Îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé ìû ïðèâåä¼ì â Ïðèëîæå�

íèè 2. À ïîêà ðàññìîòðèì òðè êîíêðåòíûõ çàäà÷è.

ÇÀÄÀ×À 4. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé �îðìû

f(x) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn,

â êîòîðîé íå âñå êîý��èöèåíòû ci ðàâíû íóëþ, ïðè îãðàíè÷åíèè

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n = 1. (9)

� åø åíè å. Ñîãëàñíî (7) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = (x1, x2, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿ�
þùåãî îãðàíè÷åíèþ (9), èìååì

f(x) 6

(

n
∑

i=1

c2i

)1/2

=: ‖c‖.

�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà xi = λci, i ∈ 1 : n, ïðè íåêîòîðîì

λ > 0. Â ñèëó (9), λ = 1
‖c‖

è

x∗
i =

ci
‖c‖

, i ∈ 1 : n.

Ïîëó÷èëè, ÷òî âåêòîð x∗ = (x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàê�

ñèìóìà �óíêöèè f(x) ïðè îãðàíè÷åíèè (9).
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Äàëåå çàïèøåì

−f(x) = (−c1)x1 + (−c2)x2 + . . .+ (−cn)xn.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x, óäîâëåòâîðÿþùåãî îãðàíè�

÷åíèþ (9), ïîëó÷èì −f(x) 6 A èëè f(x) > −A, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ

òîëüêî òîãäà, êîãäà xi = λ(−ci), i ∈ 1 : n, ïðè íåêîòîðîì λ > 0. Îòñþäà ëåã�

êî ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî âåêòîð −x∗
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé

ìèíèìóìà �óíêöèè f(x) ïðè îãðàíè÷åíèè (9).

ÇÀÄÀ×À 5. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè

f(x) = x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

ïðè îãðàíè÷åíèè

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn > b, (10)

ãäå íå âñå êîý��èöèåíòû ai ðàâíû íóëþ.

�åøåíè å. Ïðè b 6 0 î÷åâèäíîé òî÷êîé ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð x.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b > 0.
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (10) è (7) èìååì

0 < b 6

n
∑

i=1

aixi 6

(

n
∑

i=1

a2i

)1/2

·
(

n
∑

i=1

x2
i

)1/2

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(x) > ( b
‖a‖

)2.

�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà

n
∑

i=1

aixi = b

è

n
∑

i=1

aixi =

(

n
∑

i=1

a2i

)1/2

·
(

n
∑

i=1

x2
i

)1/2

.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî xi = λai, i ∈ 1 : n, ïðè íåêîòîðîì λ > 0 è

λ

n
∑

i=1

a2i = b.

Ïîëó÷àåì

λ = b
‖a‖2

è x∗
i =

bai
‖a‖2

, i ∈ 1 : n.

Âåêòîð x∗ = (x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) ïðè b > 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìèíè�

ìóìà êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè f(x) íà ïîëóïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìîì íåðà�

âåíñòâîì (10).
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ÇÀÄÀ×À 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, x3 äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Íàéòè

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

x2
1 + x2

2 + x2
3

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà S.

�åøåíè å. Ïîëîæèì p = 1
2
(x1 + x2 + x3). Íà îñíîâàíèè �îðìóëû �åðîíà äëÿ

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâ (5), (8) äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí ïîëó÷àåì

S2 = p
[

(p− x1)(p− x2)(p− x3)
]

6 p(p
3
)3 = 3(p

3
)4 =

=
3

16

(

x1 + x2 + x3

3

)4

6
3

16

(

x2
1 + x2

2 + x2
3

3

)2

. (11)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

x2
1 + x2

2 + x2
3 > (4

√
3)S.

�àâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà íåðàâåíñòâà

â (11) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà. À ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè x1 = x2 = x3.

Ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ: íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû x2
1+x2

2+x2
3 ðàâíî

(4
√
3)S è äîñòèãàåòñÿ íà ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå.

5

◦
. Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å 1 î ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå íàèáîëüøåãî

îáú¼ìà. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàð�

íàÿ òî÷êà x∗ = (x∗
1, x∗

2, x∗
3) ñ ðàâíûìè êîìïîíåíòàìè x∗

1 = x∗
2 = x∗

3 =
√

p
3
. Òî,

÷òî x∗
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà, ìîæíî âûÿñíèòü ñ ïîìîùüþ

ñîîáðàæåíèé, îòëè÷íûõ îò ïðèâåä¼ííûõ â ï. 2

◦
. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â

çàäà÷å 1 ìàêñèìèçàöèè �óíêöèè V (x) íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ Ω òî÷êà ìàêñè�

ìóìà x̂ ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åíèå â íåé ðåãóëÿðíî. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðèè

óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà òî÷êà x̂ áóäåò ñòàöèîíàðíîé, à ïîñêîëüêó ñòàöèîíàðíàÿ

òî÷êà åäèíñòâåííà, ýòî x∗
, òî íåîáõîäèìî x∗ = x̂.

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà ìàêñèìóìà x̂ ñóùåñòâóåò

1

. Îòÿã÷àþùèì îáñòîÿòåëü�

ñòâîì ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà ïëàíîâ Ω. Ýòîìó ìíîæåñòâó ïðè�
íàäëåæàò, íàïðèìåð, òî÷êè

x(n) =
(

n, p
2n
, pn

2n2+p

)

, n = 1, 2, . . .

Âìåñòå ñ òåì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè äëÿ ïëàíà x ∈ Ω
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖x‖∞ :=max{x1, x2, x3} > N,

1

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæèë Ì. Â. Äîëãîïîëèê.
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òî

V (x) 6 p2

N
. (12)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, x1 > N . Â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ (4) èìååì

x1x2 6 p, x1x3 6 p, òàê ÷òî

V (x) 6 (x1x2)(x1x3)
1
x1

6
p2

N
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

µ = sup
x∈Ω

V (x).

ßñíî, ÷òî µ > 0. Âîçüì¼ì ìàêñèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïëàíîâ

x(k) ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ

lim
k→∞

V (x(k)) = µ. (13)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(k)} îãðàíè÷åíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ ïîäïî�

ñëåäîâàòåëüíîñòü {x(kj)}, òàêàÿ, ÷òî ‖x(kj)‖∞ → +∞ ïðè kj → ∞. Ñîãëàñ�

íî (12),

V (x(kj)) → 0 ïðè kj → ∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (13) è óñëîâèþ µ > 0.
Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(k)} ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü�

íîñòü. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(k)} ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞
ê íåêîòîðîé òî÷êå x̂. Â ïðåäåëå ïîëó÷àåì

V (x̂) = lim
k→∞

V (x(k)) = µ,

òî åñòü

V (x̂) = µ. (14)

Ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü, ÷òî x̂ ïðèíàäëåæèò Ω, òàê êàê ñîãëàñíî (14) âñå êîì�
ïîíåíòû âåêòîðà x̂ ïîëîæèòåëüíû, à îãðàíè÷åíèå (4) ïðè x = x̂ âûïîëíÿåòñÿ

èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ó çàäà÷è 1 òî÷êà ìàêñèìóìà x̂ ñóùåñòâóåò.

Îãðàíè÷åíèå â íåé ðåãóëÿðíî â ñèëó òîãî, ÷òî ãðàäèåíò

a′(x̂) = (x̂2 + x̂3, x̂1 + x̂3, x̂1 + x̂2)

îòëè÷åí îò íóëåâîãî âåêòîðà.
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Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Êîøè

Íà÷í¼ì ñî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íå ðàâíûå ìåæäó

ñîáîé, è

x1x2 . . . xn = 1. (15)

Òîãäà

x1 + x2 + . . .+ xn > n.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðè n = 2 èìååì x1 > 0, x2 > 0, x1 6= x2 è x1x2 = 1, ïîýòîìó

0 < (x1 − x2)
2 = (x1 + x2)

2 − 4x1x2 = (x1 + x2)
2 − 4.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x1 + x2 > 2.
Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò n ê n+1. Âîçüì¼ì n+1 ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë x1, . . . , xn, xn+1, êîòîðûå íå âñå ðàâíû ìåæäó ñîáîé è óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ

x1 . . . xnxn+1 = 1.

ßñíî, ÷òî ñðåäè íèõ ñóùåñòâóåò ÷èñëî, ìåíüøåå åäèíèöû, è ÷èñëî, áîëüøåå

åäèíèöû. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè xn < 1, xn+1 > 1. Òîãäà

(1− xn)(xn+1 − 1) > 0

è

xnxn+1 < xn + xn+1 − 1. (16)

�àññìîòðèì n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, . . . , xn−1, (xnxn+1), ïðîèçâåäåíèå
êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå. Åñëè íå âñå îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ïî èíäóêöè�

îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ

x1 + . . .+ xn−1 + (xnxn+1) > n. (17)

Åñëè æå x1 = . . . = xn−1 = (xnxn+1) = 1 (ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, ïðè x1 =
= . . . = xn−1 = 1, xn = 1

2
, xn+1 = 2), òî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî (17) íóæíî

çàìåíèòü ðàâåíñòâîì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

x1 + . . .+ xn−1 + (xnxn+1) > n.

Ñ ó÷¼òîì (16) ïîëó÷àåì

x1 + . . .+ xn−1 + xn + xn+1 − 1 > n,

÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó.
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Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Êîøè. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ïîëîæè�

òåëüíûå ÷èñëà, íå âñå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé. Îáîçíà÷èì

yi =
xi

n
√
x1x2 . . . xn

, i ∈ 1 : n.

×èñëà yi ïîëîæèòåëüíûå, íå âñå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé è y1y2 . . . yn = 1. Ïî
ëåììå y1 + y2 + . . .+ yn > n, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

x1 + x2 + . . .+ xn

n
> n

√
x1x2 . . . xn. (18)

Åñëè âñå xi ðàâíû ìåæäó ñîáîé (è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) ñòðîãîå íåðàâåí�

ñòâî (18) íóæíî çàìåíèòü ðàâåíñòâîì.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn),

〈x, y〉 =
n
∑

i=1

xiyi, ‖x‖ =

(

n
∑

i=1

x2
i

)1/2

=
√

〈x, x〉.

ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x, y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Êîøè�

Áóíÿêîâñêîãî

2

〈x, y〉 =
(

1− 1
2

∥

∥

x
‖x‖

− y
‖y‖

∥

∥

2
)

‖x‖ · ‖y‖. (19)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Èìå�
åì

‖x− y‖2 = 〈x− y, x− y〉 = ‖x‖2 − 2〈x, y〉+ ‖y‖2 = 2− 2〈x, y〉.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈x, y〉 = 1− 1
2
‖x− y‖2. (20)

Åñëè x, y � ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå âåêòîðû, òî ïîäñòàâèâ â (20)

x
‖x‖

è

y
‖y‖

âìåñòî x è y, ïðèä¼ì ê (19).

2

Ñì. [3, ñ. 33℄.
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�àâåíñòâî (19) äëÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x, y äåëàåò î÷åâèäíûìè êàê íåðà�

âåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

〈x, y〉 6 ‖x‖ · ‖y‖, (21)

òàê è óñëîâèå îáðàùåíèÿ åãî â ðàâåíñòâî

x
‖x‖

= y
‖y‖

. (22)

Óñëîâèå (22) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî y = λx ïðè íåêîòîðîì λ > 0.
Ïîëîæèâ â (21) yi = 1

n
, i ∈ 1 : n, ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó ìåæäó

ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

x1, x2, . . . , xn:

x1 + x2 + . . .+ xn

n
6

(

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n

)1/2

. (23)

�àâåíñòâî â (23) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 = . . . = xn.
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