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Àííîòàöèÿ. Â çàäà÷àõ î íàèìåíüøåì óêëîíåíèè îò íóëÿ, ñâÿçàííûõ ñ

àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, èí�îðìàöèÿ îá àëüòåðíàíñå ïîçâîëÿåò çàïè�

ñàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò îïòèìàëüíûé ïî�

ëèíîì.

1

◦
. Ïóñòü n > 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è

P (A, x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an

� àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, ðàâíûì

åäèíèöå. Çäåñü A = (a1, . . . , an) � âåêòîð êîý��èöèåíòîâ. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à

î íàèìåíüøåì óêëîíåíèè îò íóëÿ (çàäà÷à Ï. Ë. ×åáûø¼âà) ñòàâèòñÿ òàê:

ϕ(A) := max
x∈[−1,1]

∣

∣P (A, x)
∣

∣ → min
A

.

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì åãî A∗
, è ïóñòü

L = ϕ(A∗). Ïîëèíîì Tn(x) = P (A∗, x) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì, íàèìåíåå óêëî�

íÿþùèìñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [−1, 1].
Ïîëèíîì Tn(x) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (ñì., íàïðèìåð,

[1, ãëàâà 2℄): ñóùåñòâóþò (n+ 1) òî÷êè

− 1 = x0 < x1 < . . . < xn = 1, (1)

â êîòîðûõ

∣

∣Tn(xi)
∣

∣ = L, i ∈ 0 : n;

Tn(xi) = −Tn(xi−1), i ∈ 1 : n.
(2)

�îâîðÿò, ÷òî òî÷êè (1) ñî ñâîéñòâîì (2) îáðàçóþò ïîëíûé àëüòåðíàíñ. Â

íåãî âõîäÿò ãðàíè÷íûå òî÷êè îòðåçêà [−1, 1], x0 = −1 è xn = 1, è âíóòðåí�

íèå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà x1, . . . , xn−1. Î÷åâèäíî, ÷òî T ′

n(xi) = 0 ïðè

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè

¾CNSA & NDO¿: http://www.apmath.spbu.ru/
nsa/

1

mailto:malv@math.spbu.ru
http://www.apmath.spbu.ru/cnsa/


2

i ∈ 1 : n − 1 è ýòèìè òî÷êàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå íóëè ïðîèçâîäíîé T ′

n(x).
Çíà÷èò,

T ′

n(x) = n(x− x1) . . . (x− xn−1). (3)

Ïîëîæèì

Q2n(x) = L2 − T 2
n(x).

Ñîãëàñíî (2), òî÷êè àëüòåðíàíñà (1) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìà Q2n(x). Òàê
êàê Q′

2n(x) = −2Tn(x)T
′

n(x), òî âíóòðåííèå òî÷êè àëüòåðíàíñà áóäóò äâîéíûìè
íóëÿìè. Âñåãî ïîëó÷àåì 2(n− 1) + 2 = 2n íóëåé ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè. Èìè

èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå íóëè ïîëèíîìà Q2n(x). Çíà÷èò,

Q2n(x) = (1− x2)(x− x1)
2 . . . (x− xn−1)

2.

Ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïðèä¼ì ê �îðìóëå

√

L2 − T 2
n(x) =

√
1− x2

∣

∣(x− x1) . . . (x− xn−1)
∣

∣, x ∈ [−1, 1].

Ïðè x ∈ (xn−1, 1) ñîãëàñíî (3) ïîëó÷èì

√

L2 − T 2
n(x) =

√
1− x2 (x− x1) . . . (x− xn−1) =

1
n

√
1− x2 T ′

n(x)

èëè

T ′

n(x)
√

L2 − T 2
n(x)

=
n√

1− x2
, x ∈ (xn−1, 1).

Îòìåòèì, ÷òî Tn(1) = L. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà ïîëóîñè (xn−1,+∞)
ïîëèíîì Tn(x) èçìåíÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî è Tn(x) → +∞ ïðè x → +∞.

Ïîäâåä¼ì èòîã.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïîëèíîì Tn(x) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíå�

íèþ

y′(x)
√

L2 − y2(x)
=

n√
1− x2

, x ∈ (xn−1, 1), (4)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(1) = L.

2

◦
. Ïðîèíòåãðèðóåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4) ïî îòðåçêó [x, 1−ε],

ãäå x ∈ (xn−1, 1) è ε > 0 � ìàëîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî x < 1− ε:

∫ 1−ε

x

dy
√

L2 − y2
= n

∫ 1−ε

x

dt√
1− t2

.

Ïîëó÷èì

− arccos
y(1− ε)

L
+ arccos

y(x)

L
= n

(

− arccos(1− ε) + arccosx
)

.
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Ïåðåéä¼ì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε → +0. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå íà�

÷àëüíîå óñëîâèå y(1) = L, çàïèøåì

arccos
y(x)

L
= n arccos x.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

y(x) = L cos(n arccosx), x ∈ (xn−1, 1).

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

Tn(x) = L cos(n arccosx), x ∈ (xn−1, 1).

Ôóíêöèÿ cos(n arccosx) íà îòðåçêå [−1, 1] ñîâïàäàåò ñ àëãåáðàè÷åñêèì ïîëè�

íîìîì ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, ðàâíûì 2n−1
. Çíà÷èò, L = 1

2n−1

è

Tn(x) =
1

2n−1
cos(n arccosx). (5)

�àâåíñòâî (5) äîêàçàíî äëÿ x ∈ (xn−1, 1), íî îíî âåðíî ïðè x ∈ [−1, 1] â
ñèëó òîãî, ÷òî â îáåèõ åãî ÷àñòÿõ ñòîÿò àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû.

Òàêèì îáðàçîì, èí�îðìàöèÿ îá àëüòåðíàíñå ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ÿâíûé

âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï. Ë. ×åáûø¼âà.

3

◦
. Â Ïåðâîé è Âòîðîé çàäà÷àõ Å. È. Çîëîòàð¼âà [2℄ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò

ïîëèíîìû Pn(x) = P (A, x), èìåþùèå íà îòðåçêå [−1, 1] n-òî÷å÷íûé àëüòåð�

íàíñ. Îïèøåì ìíîæåñòâî òàêèõ ïîëèíîìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî âñå n òî÷åê àëüòåðíàíñà íå ìîãóò áûòü âíóòðåííèìè òî÷�

êàìè îòðåçêà [−1, 1], òàê êàê èíà÷å îíè áûëè áû íóëÿìè ïðîèçâîäíîé P ′

n(x),
ÿâëÿþùåéñÿ ïîëèíîìîì (n − 1)-é ñòåïåíè. Çíà÷èò, ñðåäè òî÷åê àëüòåðíàíñà

åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà, ñîâïàäàþùàÿ ñ êîíöîì îòðåçêà [−1, 1]. Âîçìîæíû
òðè ñëó÷àÿ:

(i) − 1 = x1 < x2 < . . . < xn = 1,

(ii) − 1 = x1 < x2 < . . . < xn < 1,

(iii) − 1 < x1 < x2 < . . . < xn = 1.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé. Èìååì

P ′

n(x) = n(x− x1) . . . (x− xn−1). (6)

Òî÷êè àëüòåðíàíñà x1, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìà

Q2n(x) = L2 − P 2
n(x),



4

ïðè÷¼ì òî÷êè x1, . . . , xn−1, ëåæàùèå âíóòðè îòðåçêà [−1, 1], � äâîéíûìè íóëÿ�

ìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî −L < Pn(−1) < L, ÷òî íà ïîëóîñè (−∞, x1) ïîëèíîì Pn(x)
èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî è ÷òî Pn(x) ñòðåìèòñÿ ê +∞ èëè ê −∞ ïðè x → −∞,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x = α, α < −1, â êîòîðîé Q2n(α) = 0.
Òåïåðü ïåðå÷èñëåíû âñå êîðíè ïîëèíîìà Q2n(x) ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè. Ýòî

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå

Q2n(x) = (1− x)(x− α)(x− x1)
2 . . . (x− xn−1)

2.

Ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïðèä¼ì ê �îðìóëå

√

L2 − P 2
n(x) =

√

(1− x)(x− α)
∣

∣(x− x1) . . . (x− xn−1)
∣

∣, x ∈ [−1, 1].

Ïðè x ∈ (xn−1, 1) ñîãëàñíî (6) ïîëó÷èì
√

L2 − P 2
n(x) =

√

(1− x)(x− α) (x−x1) . . . (x−xn−1) =
1
n

√

(1− x)(x− α) P ′

n(x)

èëè

P ′

n(x)
√

L2 − P 2
n(x)

=
n

√

(1− x)(x− α)
, x ∈ (xn−1, 1).

Äîáàâèì, ÷òî Pn(1) = L. Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì Pn(x) óäîâëåòâîðÿåò äè��

�åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′(x)
√

L2 − y2(x)
=

n
√

(1− x)(x− α)
, x ∈ (xn−1, 1), (7)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(1) = L. Çäåñü α < −1 � ïàðàìåòð.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7). Èìååì

(1− x)(x− α) =

(

1− α

2

)2

−
(

x− 1 + α

2

)2

,

ïîýòîìó

√

(1− x)(x− α) =
1− α

2

√

1−
(

2x− α− 1

1− α

)2

.

Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî ïðè x ∈ [−1, 1] è α < −1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí�

ñòâà

−1 <
2x− α− 1

1− α
6 1.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (7) â âèäå

y′(x)
√

L2 − y2(x)
=

n

1−α
2

√

1−
(

2x−α−1
1−α

)2
, x ∈ (xn−1, 1).
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Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî îòðåçêó [x, 1−ε], ãäå x ∈ (xn−1, 1). Ïîëó÷èì

arccos
y(t)

L

∣

∣

∣

1−ε

x
= n arccos

2t− α− 1

1− α

∣

∣

∣

1−ε

x
.

Îòñþäà òàê æå, êàê â ï. 2

◦
, ñëåäóåò, ÷òî

Pn(x) = L cos

(

n arccos
2x− α− 1

1− α

)

, x ∈ [−1, 1].

Ñîãëàñíî (5),

Pn(x) = L 2n−1Tn

(

2x− α− 1

1− α

)

. (8)

Ñòàðøèå êîý��èöèåíòû ó ïîëèíîìîâ Pn(x) è Tn(x) ðàâíû åäèíèöå, ïîýòîìó

íåîáõîäèìî

L 2n−1

(

2

1− α

)n

= 1.

Ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíûì �îðìóëàì

L =
1

2n−1

(

1− α

2

)n

,

Pn(x) =

(

1− α

2

)n

Tn

(

2x− α− 1

1− α

)

. (9)

Òî÷êè àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà ×åáûø¼âà Tn(x) èçâåñòíû:

x∗

k = cos
(n− k)π

n
, k ∈ 0, 1, . . . , n.

Ïîëîæèì

xk =
(1− α)x∗

k + α + 1

2
.

Òî÷êà x0 = α < −1 íå ìîæåò áûòü òî÷êîé àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà Pn(x). Äëÿ
òîãî ÷òîáû òî÷êè x1, . . . , xn îáðàçîâûâàëè n-òî÷å÷íûé àëüòåðíàíñ ñî ñâîé�

ñòâîì (iii), íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà x1 > −1. Ýòî ïðèâîäèò ê

äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ íà ïàðàìåòð α,

α > −3 + x∗

1

1 − x∗

1

,

ãäå x∗

1 = − cos π
n
. Íàïîìíèì îñíîâíîå óñëîâèå: α < −1.

Ïîäûòîæèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïîëèíîì Pn(x) ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, ðàâ�

íûì åäèíèöå, èìåþùèé íà îòðåçêå [−1, 1] n-òî÷å÷íûé àëüòåðíàíñ âèäà (iii),
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (9), â êîòîðîì α � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð, óäîâëå�

òâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì

−3 + x∗

1

1− x∗

1

< α < −1, x∗

1 = − cos
π

n
.

4

◦
. Ñëó÷àé n-òî÷å÷íîãî àëüòåðíàíñà âèäà (ii) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èìååì

P ′

n(x) = n(x− x2) . . . (x− xn). (10)

Òî÷êè àëüòåðíàíñà x1, x2, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìà

Q2n(x) = L2 − P 2
n(x),

ïðè÷¼ì òî÷êè x2, . . . , xn, ëåæàùèå âíóòðè îòðåçêà [−1, 1], � äâîéíûìè íóëÿ�

ìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî −L < Pn(1) < L è ÷òî íà ïîëóîñè (xn,+∞) ïîëèíîì Pn(x)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè x → +∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùå�

ñòâóåò òî÷êà α, α > 1, â êîòîðîé Q2n(α) = 0. Òåïåðü ïåðå÷èñëåíû âñå êîðíè

ïîëèíîìà Q2n(x) ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðåäñòàâëå�

íèå

Q2n(x) = (1 + x)(α− x)(x− x2)
2 . . . (x− xn)

2.

Ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïðèä¼ì ê �îðìóëå

√

L2 − P 2
n(x) =

√

(1 + x)(α− x)
∣

∣(x− x2) . . . (x− xn)
∣

∣, x ∈ [−1, 1].

Ïðè x ∈ (−1, x2) ñîãëàñíî (10) ïîëó÷èì

√

L2 − P 2
n(x) =

√

(1 + x)(α− x) (x2 − x) . . . (xn − x) =

= 1
n
(−1)n−1

√

(1 + x)(α− x) P ′

n(x)

èëè

P ′

n(x)
√

L2 − P 2
n(x)

=
(−1)n−1n

√

(1 + x)(α− x)
, x ∈ (−1, x2).

Ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü, ÷òî Pn(−1) = (−1)nL. Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì

Pn(x) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′(x)
√

L2 − y2(x)
=

(−1)n−1n
√

(1 + x)(α− x)
, x ∈ (−1, x2), (11)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(−1) = (−1)nL. Çäåñü α > 1 � ïàðàìåòð.
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Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (11). Èìååì

(1 + x)(α− x) =

(

α + 1

2

)2

−
(

x− α− 1

2

)2

,

ïîýòîìó

√

(1 + x)(α− x) =
α + 1

2

√

1−
(

2x− α + 1

α+ 1

)2

.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè x ∈ [−1, 1] è α > 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

−1 6
2x− α+ 1

α+ 1
< 1.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (11) â âèäå

y′(x)
√

L2 − y2(x)
=

(−1)n−1n

α+1
2

√

1−
(

2x−α+1
α+1

)2
, x ∈ (−1, x2).

Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî îòðåçêó [−1 + ε, x], ãäå x ∈ (−1, x2). Ïîëó÷èì

arccos
y(t)

L

∣

∣

∣

x

−1+ε
= (−1)n−1n arccos

(

2t− α + 1

α + 1

)

∣

∣

∣

x

−1+ε
.

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè ε → +0 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

arccos
y(x)

L
− arccos(−1)n = (−1)n−1n

(

arccos
2x− α + 1

α + 1
− π

)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(−1)n
y(x)

L
= cos

(

n arccos
2x− α + 1

α + 1

)

cos nπ, x ∈ (−1, x2).

Çíà÷èò,

Pn(x) = L cos

(

n arccos
2x− α + 1

α + 1

)

, x ∈ [−1, 1].

Ñîãëàñíî (5),

Pn(x) = L 2n−1Tn

(

2x− α+ 1

α+ 1

)

.

Ñòàðøèå êîý��èöèåíòû ó ïîëèíîìîâ Pn(x) è Tn(x) ðàâíû åäèíèöå, ïîýòîìó

íåîáõîäèìî

L 2n−1

(

2

α + 1

)n

= 1.
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Ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíûì �îðìóëàì

L =
1

2n−1

(

α + 1

2

)n

,

Pn(x) =

(

α+ 1

2

)n

Tn

(

2x− α + 1

α + 1

)

. (12)

Ïîëîæèì

xk =
(α + 1)x∗

k + α− 1

2
,

ãäå x∗

k � òî÷êè àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà ×åáûø¼âà Tn(x). Òî÷êà xn = α > 1
íå ìîæåò áûòü òî÷êîé àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà Pn(x). Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êè

x0, x1, . . . , xn−1 îáðàçîâûâàëè n-òî÷å÷íûé àëüòåðíàíñ ñî ñâîéñòâîì (ii), íåîá�

õîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà xn−1 < 1. Ýòî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó

îãðàíè÷åíèþ íà ïàðàìåòð α,

α <
3− x∗

n−1

1 + x∗

n−1

,

ãäå x∗

n−1 = cos π
n
. Íàïîìíèì îñíîâíîå óñëîâèå: α > 1.

Ïîäûòîæèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïîëèíîì Pn(x) ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, ðàâ�

íûì åäèíèöå, èìåþùèé íà îòðåçêå [−1, 1] n-òî÷å÷íûé àëüòåðíàíñ âèäà (ii),
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (12), â êîòîðîì α � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð, óäîâëå�

òâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì

1 < α <
3− x∗

n−1

1 + x∗

n−1

, x∗

n−1 = cos
π

n
.

5

◦
. Ñëó÷àé n-òî÷å÷íîãî àëüòåðíàíñà âèäà (i) ñàìûé òðóäíûé. Âíóòðåííèå

òî÷êè àëüòåðíàíñà x2, . . . , xn−1 îñòàþòñÿ íóëÿìè ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìà Pn(x),
íî èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî n− 2. Ó ïðîèçâîäíîé P ′

n(x) èìååòñÿ åù¼ îäèí íóëü.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî P ′

n(−1) = 0 èëè P ′

n(1) = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëè�

íîì Pn(x) èìååò âèä (9) ïðè α = −3+x∗

1

1−x∗

1

, à âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëèíîì Pn(x)

èìååò âèä (12) ïðè α =
3−x∗

n−1

1+x∗

n−1

. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ï. 3

◦
è 4

◦
.

�àññìîòðèì îñíîâíîé ñëó÷àé, êîãäà P ′

n(−1) è P ′

n(1) îòëè÷íû îò íóëÿ. Äî�

ïîëíèòåëüíûé êîðåíü ïðîèçâîäíîé P ′

n(x) îáîçíà÷èì c. Ïîíÿòíî, ÷òî c ëåæèò

âíå îòðåçêà [−1, 1].
Ïóñòü c > 1. Ïîëèíîì Pn(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ïîëóîñè (c,+∞) äî +∞

è ñòðîãî óáûâàåò íà îòðåçêå [xn−1, c]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Pn(1) = −L,

Pn(c) < −L è ñóùåñòâóþò òî÷êè α è β, c < α < β, â êîòîðûõ

Pn(α) = −L, Pn(β) = L.
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Óêàçàííûå �àêòû ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèÿ

P ′

n(x) = n(x− x2) . . . (x− xn−1)(x− c),

L2 − P 2
n(x) = (1− x2)(x− x2)

2 . . . (x− xn−1)
2(x− α)(x− β). (13)

Ïðåäñòàâëåíèå (13) ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè c < −1. Ïðè ýòîì β < α < c è Pn(−1) =
= (−1)n−1L, Pn(1) = L.

Îáû÷íûì ïóò¼ì ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïîëèíîì Pn(x) ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, ðàâ�

íûì åäèíèöå, èìåþùèé íà îòðåçêå [−1, 1] n-òî÷å÷íûé àëüòåðíàíñ âèäà (i),
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé P ′

n(−1) 6= 0, P ′

n(1) 6= 0 óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöè�

àëüíîìó óðàâíåíèþ

y′(x)
√

L2 − y2(x)
=

n(x− c)
√

(1− x2)(x− α)(x− β)
, x ∈ (xn−1, 1), (14)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(1) = −L sign c. Çäåñü |c| > 1 è

c < α < β ïðè c > 1,

β < α < c ïðè c < −1.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (14) ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ýëëèïòè÷åñêèå

�óíêöèè. Çà ïîäðîáíîñòÿìè îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòå Å. È. Çîëîòàð¼âà

[2, ñ. 7�18℄.
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