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◦
. Ïóñòü a > 1, A, b < −1, M > 0 � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû è

Pn(x, t) = x0t
n + x1t

n−1 + . . .+ xn

� àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n, n > 2. Â äîêëàäå ñòàâèòñÿ è

èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à:

Pn(x, b) → max,
∣

∣Pn(x, t)
∣

∣ 6 M, t ∈ [−1, 1];

Pn(x, a) = A.

(1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = (x0, x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþ�
ùèõ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (1). Ýëåìåíòû x ∈ Ω áóäåì íàçûâàòü ïëàíàìè.

Ïðè àíàëèçå çàäà÷è (1) âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïîëèíîìû ×åáûø¼âà, êîòî�

ðûå íà îòðåçêå [−1, 1] äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

Tn(t) = cos(n arccos t).

Ïîëîæèì An = MTn(a).

ËÅÌÌÀ 1. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ Ω íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|A| 6 An.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì

A > An ñóùåñòâóåò ïîëèíîì Pn(x, t), óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèÿì çàäà�

÷è (1). Ââåä¼ì ïîëèíîì

Q(t) = MTn(t)− (1− ε)Pn(x, t).
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Èìååì Q(a) = An − (1 − ε)A. Âûáåðåì ε ∈ (0, 1) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî Q(a) < 0.
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

Tn(τ
(n)
k ) = (−1)n−k, k ∈ 0 : n, (2)

ãäå τ
(n)
k = cos (n−k)π

n
. Çàïèøåì

(−1)n−kQ(τ
(n)
k ) = M − (−1)n−k(1− ε)Pn(x, τ

(n)
k ).

Òàê êàê

∣

∣Pn(x, τ
(n)
k )

∣

∣ 6 M , òî

(−1)n−kQ(τ
(n)
k ) > 0, k ∈ 0 : n.

Åñëè îáîçíà÷èòü τ
(n)
n+1 = a, òî ïîëó÷èì, ÷òî â òî÷êàõ óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòè −1 = τ
(n)
0 < τ

(n)
1 < . . . < τ

(n)
n = 1 < τ

(n)
n+1 ïîëèíîì Q(t) ïîî÷åð¼äíî

ìåíÿåò çíàê. Êîëè÷åñòâî ïåðåìåí çíàêà ðàâíî n+1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëè�
íîì Q(t) ñòåïåíè íå âûøå n èìååò íå ìåíåå n+1 íóëåé. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
òîãäà, êîãäà Q(t) ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâàì Q(t).

Ñëó÷àé A < −An ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà

Q(t) = −MTn(t)− (1− ε)Pn(x, t).

Òåïåðü âîçüì¼ì A ∈ [−An, An] è ïðåäñòàâèì A â âèäå

A = (1− 2α)An, α ∈ [0, 1].

Ïîëèíîì Pn(x, t) = (1 − 2α)MTn(t) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (1).

Çíà÷èò, ïðè A ∈ [−An, An] ìíîæåñòâî ïëàíîâ Ω íåïóñòî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ìíîæåñòâî Ω îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, òî

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè A ∈ [−An, An] ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò.

2

◦
. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè A = ±An ìíîæåñòâî ïëàíîâ Ω ñîñòîèò èç åäèíñòâåí�

íîãî âåêòîðà.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðè A = An îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (1) íàðÿäó ñ MTn(t)
óäîâëåòâîðÿåò åù¼ îäèí ïîëèíîì Pn(x, t). �àññìîòðèì ðàçíîñòü

Q(t) = MTn(t)− Pn(x, t).
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Ñîãëàñíî (2) ïðè k ∈ 0 : n èìååì

(−1)n−kQ(τ
(n)
k ) = M − (−1)n−kPn(x, τ

(n)
k ) > 0.

Èç óñëîâèÿ Q(a) = 0 ñëåäóåò, ÷òî −Q(a) > 0. Òàêèì îáðàçîì,

(−1)n−kQ(τ
(n)
k ) > 0, k ∈ 0 : n+ 1,

ãäå ïîëîæåíî τ
(n)
n+1 = a. Ïî ëåììå î íóëÿõ ïîëèíîìà (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïîëèíîì

Q(t) èìååò íå ìåíåå n+1 íóëåé ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî

òîãäà, êîãäà Q(t) ≡ 0, òàê ÷òî Pn(x, t) = MTn(t). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè A = An

ìíîæåñòâî Ω ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà � âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ

ïîëèíîìà MTn(t).
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè A = −An ìíîæåñòâî Ω ñîñòîèò èç åäèí�

ñòâåííîãî ýëåìåíòà � âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà −MTn(t).

Ïðèõîäèì, â ÷àñòíîñòè, ê òàêîìó çàêëþ÷åíèþ: ïðè A = ±An åäèíñòâåí�

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì ±MTn(t).
Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî A ∈ (−An, An).

3

◦
. Ïðè A ∈ (−An, An) ðåøåíèå çàäà÷è (1) äîïóñêàåò àëüòåðíàíñíóþ õà�

ðàêòåðèçàöèþ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïëàí x∗ ∈ Ω áûë îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëèíîì Pn(x
∗, t) îáëàäàë n-òî÷å÷íûì àëüòåðíàíñîì,

òî÷íåå, ÷òîáû íàøëèñü n òî÷åê −1 6 t1 < t2 < . . . < tn 6 1, â êîòîðûõ

Pn(x
∗, tk) = (−1)k−1M, k ∈ 1 : n. (3)

Äîêàçàòåëüñòâó ïðåäïîøë¼ì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü A ∈ (−An, An) è x ∈ Ω. Òîãäà ìíîæåñòâî

R(x) =
{

t ∈ [−1, 1] |
∣

∣Pn(x, t)
∣

∣ = M
}

ñîäåðæèò íå áîëåå n òî÷åê.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R(x) ñîäåðæèò n+ 1 òî÷åê. Òàê êàê
çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà Pn(x, t) ïðè t ∈ [−1, 1] íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû êîðèäîðà îò

−M äîM , òî êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà [−1, 1], ïðèíàäëåæàùàÿ R(x),
ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ïðîèçâîäíîé P ′

n(x, t). Òàêîâûõ íå ìîæåò áûòü áîëüøå n − 1.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè t = −1 è t = 1 âõîäÿò â R(x).

Òî÷êè èç R(x) óïîðÿäî÷èì ïî âîçðàñòàíèþ è çàìåòèì, ÷òî â ñîñåäíèõ òî÷�

êàõ ïîëèíîì Pn(x, t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ (èíà÷å ìåæäó ýòèìè
òî÷êàìè ïîÿâèëñÿ áû åù¼ îäèí íóëü ïðîèçâîäíîé).
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Äîïóñòèì, ÷òî Pn(x, 1) = M . Â òî÷êàõ èç R(x), â êîòîðûõ Pn(x, t) = M , â

òîì ÷èñëå â òî÷êå t = 1, äëÿ ðàçíîñòè Q(t) = Pn(x, t) −MTn(t) áóäóò âûïîë�
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâà Q(t) > 0, à â òî÷êàõ èç R(x), â êîòîðûõ Pn(x, t) = −M , �

� íåðàâåíñòâà Q(t) 6 0. Òàê êàê A < An, òî ê óêàçàííûì n+ 1 íåðàâåíñòâàì
íóæíî äîáàâèòü íåðàâåíñòâî Q(a) < 0. Ïî ëåììå î íóëÿõ ïîëèíîìà ïîëó÷àåì
Q(t) ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó Q(a) < 0.

Â ñëó÷àå Pn(x, 1) = −M ê ïðîòèâîðå÷èþ ïðèä¼ì ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà

Q(t) = Pn(x, t) +MTn(t), åñëè ó÷åñòü, ÷òî A > −An.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü x∗
� îïòèìàëüíûé ïëàí. Ïî ëåììå 2 ìíîæåñòâî

R(x∗) ñîäåðæèò íå áîëåå n òî÷åê. Îáîçíà÷èì èõ t1 < t2 < . . . < tr, r 6 n.
Âåêòîð x∗

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

−Pn(x, b) → min,

Pn(x, t) 6 M, t ∈ [−1, 1];

−Pn(x, t) 6 M, t ∈ [−1, 1];

Pn(x, a) = A.

(4)

Ìû õîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà, íî äëÿ ýòîãî

ñëåäóåò ïðîâåðèòü ðåãóëÿðíîñòü îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (4) â òî÷êå x∗
. Èìååòñÿ

äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðåãóëÿðíîñòè [1, ñ. 344�345℄, ñîãëàñíî êîòîðîìó îãðàíè�

÷åíèÿ çàäà÷è (4) â òî÷êå x∗
áóäóò ðåãóëÿðíûìè, åñëè íàéä¼òñÿ âåêòîð x̂ ñî

ñâîéñòâàìè

Pn(x̂, t) < 0, êîãäà Pn(x
∗, t) = M ;

Pn(x̂, t) > 0, êîãäà Pn(x
∗, t) = −M ;

Pn(x̂, a) = 0.

(5)

�àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà òî÷êàõ èç R(x∗):

Pn(x, tk) = −Pn(x
∗, tk), k ∈ 1 : r;

Pn(x, a) = 0.

Ïîñêîëüêó r 6 n, òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî x̂. Î÷åâèäíî,
÷òî x̂ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (5). Ýòî ãàðàíòèðóåò ðåãóëÿðíîñòü îãðà�

íè÷åíèé çàäà÷è (4) â òî÷êå x∗
.

Ââåä¼ì âåêòîð-�óíêöèþ U(t) = (tn, tn−1, . . . , 1). Ñ å¼ ïîìîùüþ ïîëèíîì

Pn(x, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Pn(x, t) =
〈

U(t), x
〉

.
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Ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ìèíèìóìà [1, ñ. 349�350℄, îïòèìàëüíîìó ïëà�

íó x∗
ñîîòâåòñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà λ1, . . . , λr è âåùåñòâåííîå γ, òà�

êèå, ÷òî

− U(b) +
r

∑

k=1

λkξkU(tk) + γU(a) = O, (6)

ãäå ξk = signPn(x
∗, tk). Ïðè r < n ðàâåíñòâî (6) ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçà�

âèñèìîñòè âåêòîðîâ U(b), U(t1), . . . , U(tr), U(a). Çíà÷èò, r = n, âñå êîý��èöè�
åíòû λk ïîëîæèòåëüíû è γ 6= 0.

Îáîçíà÷èì

tn+1 = a, ξn+1 = sign γ, λn+1 = |γ|

è ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (6) â âèäå

n+1
∑

k=1

λkξkU(tk) = U(b).

Ïî �îðìóëå Êðàìåðà

λkξk =
∆k

∆
, k ∈ 1 : n + 1,

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü ñî ñòîëáöàìè U(t1), . . . , U(tn+1) è ∆k � àíàëîãè÷íûé

îïðåäåëèòåëü, â êîòîðîì k-é ñòîëáåö U(tk) çàìåí¼í íà ñòîëáåö U(b). Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî sign(λkξk) = (−1)k−1

, îòêóäà â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè λk ñëåäóåò

ðàâåíñòâî ξk = (−1)k−1
. Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà

∣

∣Pn(x
∗, tk)

∣

∣ :=M , ïðèä¼ì

ê (3). Çíà÷åíèå ξn+1 = (−1)n íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗
ïðèíàäëåæèò Ω è âûïîëíÿþòñÿ ñî�

îòíîøåíèÿ (3), îäíàêî ñóùåñòâóåò äðóãîé âåêòîð x̂ ∈ Ω, íà êîòîðîì Pn(x̂, b) >
> Pn(x

∗, b). �àññìîòðèì ðàçíîñòü Q(t) = Pn(x
∗, t)− Pn(x̂, t). Äëÿ íå¼

(−1)k−1Q(tk) > 0, k ∈ 0 : n+ 1,

ãäå ïîëîæåíî t0 = b, tn+1 = a. Ïî ëåììå î íóëÿõ ïîëèíîìà, Q(t) ≡ 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó Q(b) < 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. �åøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ x∗
è x̌. Â ÷àñò�

íîñòè, Pn(x
∗, b) = Pn(x̌, b). �àññìîòðèì ðàçíîñòü

Q(t) = Pn(x
∗, t)− Pn(x̌, t).
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Ñîãëàñíî (3) èìååì (−1)k−1Q(tk) > 0, k ∈ 0 : n+1, ãäå, êàê è ðàíüøå, ïîëîæåíî
t0 = b, tn+1 = a. Ïî ëåììå î íóëÿõ ïîëèíîìà, Q(t) ≡ 0, òàê ÷òî Pn(x

∗, t) ≡
≡ Pn(x̌, t).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè Pn(x
∗, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà b, òî òîò æå ïîëèíîì îñòàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïðè ëþáîì

äðóãîì çíà÷åíèè b < −1.

4

◦
. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) îò ïàðàìåòðà A,

áóäåì îáîçíà÷àòü åãî x∗(A). Ïîëîæèì òàêæå

B(A) = Pn

(

x∗(A), b
)

.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå B(A) öåëåâîé �óíêöèè â çàäà÷å (1)

ïðè ÷¼òíîì n ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (−An, An), à ïðè íå÷¼ò�

íîì n � ìîíîòîííî óáûâàåò.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ÷¼òíîãî n. Íóæíî ïðîâå�

ðèòü, ÷òî B(A(1)) < B(A(2)) ïðè A(1) < A(2)
. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå B(A(1)) >

> B(A(2)). Ïîëèíîì

Q(t) = Pn

(

x∗(A(2)), t
)

− Pn

(

x∗(A(1)), t
)

(7)

â òî÷êàõ àëüòåðíàíñà tk(A
(2)) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(−1)k−1Q
(

tk(A
(2))

)

> 0, k ∈ 1 : n. (8)

Â ÷àñòíîñòè, −Q
(

tn(A
(2))

)

> 0 â ñèëó ÷¼òíîñòè n. Ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü,

÷òî Q(a) = A(2)−A(1) > 0 è Q(b) = B(A(2))−B(A(1)) 6 0. Ìû íàõîäèìñÿ â óñëî�

âèÿõ ëåììû î íóëÿõ ïîëèíîìà, ñîãëàñíî êîòîðîé Q(t) ≡ 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó Q(a) > 0.

Ïðè íå÷¼òíîì n íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî B(A(1)) > B(A(2)) ïðè A(1) < A(2)
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, òîëüêî âìåñòî íåðàâåíñòâ (8) ñëå�

äóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâàìè

(−1)kQ
(

tk(A
(1))

)

> 0, k ∈ 1 : n. (9)

Äåòàëè ìû îïóñêàåì.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ñòàðøèé êîý��èöèåíò x∗

0(A) ýêñòðåìàëüíîãî ïîëèíîìà

Pn

(

x∗(A), t
)

ïðè âñåõ n > 2 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (−An, An).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî x∗

0(A
(1)) < x∗

0(A
(2)) ïðè A(1) < A(2)

.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñòàðøèé êîý��èöèåíò q0 ïîëèíîìà Q(t) âèäà (7)
ðàâåí íóëþ èëè ìåíüøå íóëÿ. Íåçàâèñèìî îò ÷¼òíîñòè n òàê æå, êàê â òåîðå�

ìå 4, ñòðîèòñÿ íàáîð èç n+ 1 òî÷åê t1, . . . , tn, tn+1 = a, â êîòîðûõ

(−1)n+1−kQ(tk) > 0, k ∈ 1 : n+ 1. (10)

Ïðè ýòîì Q(tn+1) > 0. Åñëè q0 = 0, òî ïîëèíîì Q(t) èìååò ñòåïåíü íå âûøå

n−1. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà (10) è ëåììà î íóëÿõ ïîëèíîìà ãàðàíòèðóþò,

÷òî Q(t) ≡ 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ Q(tn+1) > 0.
Ïðè q0 < 0 ïîëèíîì Q(t) èìååò ñòåïåíü n è ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè t → +∞.

Òàê êàê Q(tn+1) > 0, òî íàéä¼òñÿ òî÷êà tn+2 > tn+1, â êîòîðîé Q(tn+2) < 0. Äî�
ïîëíèâ åþ íåðàâåíñòâà (10), íà îñíîâàíèè ëåììû î íóëÿõ ïîëèíîìà ïîëó÷èì

Q(t) ≡ 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ Q(tn+1) > 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

5

◦
. Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 2

◦
, ïðè A = An è A = −An ðåøåíèå çàäà÷è (1)

ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà A,
ïðè êîòîðûõ ìîæíî óêàçàòü ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6. Ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

Pn

(

x∗(−An−1), t
)

= −MTn−1(t) ïðè ÷¼òíîì n;

Pn

(

x∗(An−1), t
)

= MTn−1(t) ïðè íå÷¼òíîì n.

Çäåñü An−1 = MTn−1(a).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäúÿâëåííûå ïîëèíîìû

îáëàäàþò òðåáóåìûì àëüòåðíàíñîì.

Ñîãëàñíî (2),

Tn−1(τ
(n−1)
k−1 ) = (−1)n−k, k ∈ 1 : n.

Ïðè ÷¼òíîì n èìååì

−MTn−1(τ
(n−1)
k−1 ) = (−1)k−1M, k ∈ 1 : n.

Ïðè íå÷¼òíîì n

MTn−1(τ
(n−1)
k−1 ) = (−1)k−1M, k ∈ 1 : n.

Îñòà¼òñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìû 2 è 3.

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 5 è 6 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó:

ïðè ÷¼òíîì n ñòàðøèé êîý��èöèåíò x∗

0(A) ýêñòðåìàëüíîãî ïîëèíîìà

Pn

(

x∗(A), t
)

ïîëîæèòåëåí ïðè A ∈ (−An−1, An), ðàâåí íóëþ ïðè A = −An−1

è îòðèöàòåëåí ïðè A ∈ (−An,−An−1);
ïðè íå÷¼òíîì n ñòàðøèé êîý��èöèåíò x∗

0(A) ýêñòðåìàëüíîãî ïîëèíîìà
Pn

(

x∗(A), t
)

ïîëîæèòåëåí ïðè A ∈ (An−1, An), ðàâåí íóëþ ïðè A = An−1 è

îòðèöàòåëåí ïðè A ∈ (−An, An−1).
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6

◦
. Óêàæåì åù¼ äâà ñëó÷àÿ, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæíî çàïèñàòü â

ÿâíîì âèäå.

Îáîçíà÷èì τ ∗ = τ
(n)
n−1 = −τ

(n)
1 = cos π

n
è ðàññìîòðèì ïðè τ ∈ [τ ∗, 1) äâà

ïîëèíîìà

Λn(τ, t) = MTn

(1 + τ

2
t+

1− τ

2

)

, (11)

Vn(τ, t) = MTn

(1 + τ

2
t−

1− τ

2

)

. (12)

Ïðè t ∈ [−1, 1] ïîëèíîì Λn(τ, t) èñïîëüçóåò çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà ×åáûø¼âà íà

îòðåçêå [−τ, 1], à ïîëèíîì Vn(τ, t) � íà îòðåçêå [−1, τ ]. ßñíî, ÷òî
∣

∣Λn(τ, t)
∣

∣ 6 M
è

∣

∣Vn(τ, t)
∣

∣ 6 M ïðè t ∈ [−1, 1]. Ïðè ýòîì â òî÷êàõ

uk =
2

1 + τ
τ
(n)
k −

1− τ

1 + τ
,

vk =
2

1 + τ
τ
(n)
k−1 +

1− τ

1 + τ
,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

−1 6 u1 < u2 < . . . < un = 1,

−1 = v1 < v2 < . . . < vn 6 1,

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Λn(τ, uk) = MTn

(

τ
(n)
k

)

= (−1)n−kM, k ∈ 1 : n; (13)

Vn(τ, vk) = MTn

(

τ
(n)
k−1

)

= (−1)n−k+1M, k ∈ 1 : n. (14)

Âû÷èñëèì

Ân = Λn(τ
∗, a), Ǎn = Vn(τ

∗, a).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 7. Ïóñòü n � ÷¼òíîå ÷èñëî.

Åñëè A ∈ [Ǎn, An), òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè�

äå Vn(τ, t), ãäå τ � åäèíñòâåííûé íà ïðîìåæóòêå [τ ∗, 1) êîðåíü óðàâíåíèÿ

Vn(τ, a) = A.
Åñëè A ∈ (−An,−Ân], òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè�

äå −Λn(τ, t), ãäå τ � åäèíñòâåííûé íà ïðîìåæóòêå [τ ∗, 1) êîðåíü óðàâíåíèÿ

−Λn(τ, a) = A.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (13) è (14) ïîëèíîìû Vn(τ, t) è −Λn(τ, t) ïðè
÷¼òíîì n è âñåõ τ ∈ [τ ∗, 1) îáëàäàþò òðåáóåìûì àëüòåðíàíñîì. Îñòà¼òñÿ ðàçî�

áðàòüñÿ ñ èõ çíà÷åíèÿìè ïðè t = a.



9

Ïðè τ ∈ [τ ∗, 1) èìååì

1 <
1 + τ

2
a+

1− τ

2
< a,

τ ∗ <
1 + τ

2
a−

1− τ

2
< a.

Ïðè t > τ ∗ ïîëèíîì ×åáûø¼âà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïîýòîìó, êîãäà τ ïðîáåãà�
åò ïðîìåæóòîê [τ ∗, 1), çíà÷åíèÿ Λn(τ, a), ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ, çàïîëíÿþò ïðî�
ìåæóòîê [Ân, An), à çíà÷åíèÿ Vn(τ, a), ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ, çàïîëíÿþò ïðîìå�
æóòîê [Ǎn, An). Çíà÷èò, ïðè A ∈ [Ǎn, An) íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííîå τA ∈ [τ ∗, 1),
ïðè êîòîðîì Vn(τA, a) = A. Ïîëèíîì Vn(τA, t) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïðè

âûáðàííîì A.
Åñëè A ∈ (−An,−Ân], òî −A ∈ [Ân, An). Â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ åäèí�

ñòâåííîå τ−A ∈ [τ ∗, 1), ïðè êîòîðîì Λn(τ−A, a) = −A. Çíà÷èò, −Λn(τ−A, a) = A.
Ïîëèíîì −Λn(τ−A, t) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïðè âûáðàííîì A.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 8. Ïóñòü n � íå÷¼òíîå ÷èñëî.

Åñëè A ∈ [Ân, An), òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè�

äå Λn(τ, t), ãäå τ � åäèíñòâåííûé íà ïðîìåæóòêå [τ ∗, 1) êîðåíü óðàâíåíèÿ

Λn(τ, a) = A.
Åñëè A ∈ (−An,−Ǎn], òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè�

äå −Vn(τ, t), ãäå τ � åäèíñòâåííûé íà ïðîìåæóòêå [τ ∗, 1) êîðåíü óðàâíåíèÿ

−Vn(τ, a) = A.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

7

◦
. Äîïîëíèì òåîðåìû 7 è 8 ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 9. Ïðè A ∈ (−Ân, Ǎn) â ñëó÷àå ÷¼òíîãî n è ïðè A ∈ (−Ǎn, Ân)
â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî n îáà êîíöà îòðåçêà [−1, 1] ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè àëüòåð�

íàíñà.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ ÷¼òíîãî n. Äîïóñòèì, ÷òî ó ýêñòðå�

ìàëüíîãî ïîëèíîìà Pn(x
∗, t) ïðè íåêîòîðîì A ∈ (−Ân, Ǎn) òî÷êà t = 1 íå

áóäåò òî÷êîé àëüòåðíàíñà, òî åñòü tn < 1. �àññìîòðèì ðàçíîñòü

Q(t) = P (x∗, t)− Vn(τ
∗, t).

Â òî÷êàõ àëüòåðíàíñà tk ïîëèíîìà Pn(x
∗, t) èìååì (−1)k+1Q(tk) > 0, k ∈ 1 : n.

Â ÷àñòíîñòè, −Q(tn) > 0. Êðîìå òîãî,

Q(1) = Pn(x
∗, 1)−MTn(τ

∗) > 0,

Q(a) = A− Ǎn < 0.
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Ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû î íóëÿõ ïîëèíîìà, ñîãëàñíî êîòîðîé

Q(t) ≡ 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó Q(a) < 0.
Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî t = −1 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà

Pn(x
∗, t), òî ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ñóììû

Q(t) = Pn(x
∗, t) + Λn(τ

∗, t).

Ó íå¼

Q(−1) = Pn(x
∗,−1) +MTn(−τ ∗) < 0;

(−1)k+1Q(tk) > 0, k ∈ 1 : n;

Q(a) = A+ Ân > 0.

Â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî n äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåò�

ñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà

Q(t) =

{

Pn(x
∗, t) + Vn(τ

∗, t), åñëè äîïóñòèòü, ÷òî tn < 1;

Pn(x
∗, t)− Λn(τ

∗, t), åñëè äîïóñòèòü, ÷òî t1 > −1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

8

◦
. �åøåíèå çàäà÷è (1) ñâÿçàíî ñ ïîëèíîìàìè Çîëîòàð¼âà. Íàïîìíèì ïî�

ñòàíîâêó Âòîðîé çàäà÷è Çîëîòàð¼âà [2℄:

ñðåäè âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ âèäà

Hn(z, t) = tn + z1t
n−1 + . . .+ zn,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Hn(z, a) = A, íàéòè ïîëèíîì, ó êîòîðîãî âåëè÷è�

íà

ϕ(z) = max
t∈[−1,1]

∣

∣Hn(z, t)
∣

∣

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì åãî z∗. Ïî�
ëèíîì H∗

n(t) = Hn(z
∗, t) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Çîëîòàð¼âà ñ ïàðàìåòðàìè

a > 1, A.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 10. Ïóñòü Pn(x
∗, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ ïàðàìåòðàìè a > 1,

b < −1, A ∈ (−An, An), M > 0. Òîãäà ïðè A 6= −An−1 â ñëó÷àå ÷¼òíîãî n è

ïðè A 6= An−1 â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî n ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

1

x∗

0

Pn(x
∗, t) ≡ H∗(t), (15)

ãäå x∗

0 � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ïîëèíîìà Pn(x
∗, t) è H∗(t) � ïîëèíîì Çîëî�

òàð¼âà ñ ïàðàìåòðàìè a, A/x∗

0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëèíîì èç ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (15) ÿâëÿåòñÿ óíè�

òàðíûì (åãî ñòàðøèé êîý��èöèåíò ðàâåí åäèíèöå), â òî÷êå t = a ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå A/x∗

0 è îáëàäàåò n-òî÷å÷íûì àëüòåðíàíñîì. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

áûòü ðåøåíèåì Âòîðîé çàäà÷è Çîëîòàð¼âà ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè [3℄.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ

ËÅÌÌÀ Î ÍÓËßÕ ÏÎËÈÍÎÌÀ

Â îñíîâíîì òåêñòå àêòèâíî èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

ËÅÌÌÀ Î ÍÓËßÕ ÏÎËÈÍÎÌÀ. Ïóñòü Q(t) � íåòðèâèàëüíûé àëãåá�

ðàè÷åñêèé ïîëèíîì. Åñëè ñóùåñòâóþò m òî÷åê t1 < t2 < . . . < tm, â êîòîðûõ

ε(−1)kQ(tk) > 0, k ∈ 1 : m, (16)

ãäå ε = ±1, òî Q(t) èìååò íà [t1, tm] íå ìåíåå m − 1 íóëåé ñ ó÷¼òîì èõ

êðàòíîñòè.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î (ñì. [4, ñ. 190�191℄). Íàçîâ¼ì ¾äëèíîé¿ îòðåçêà [ti, tj],
1 6 i < j 6 m, âåëè÷èíó j − i. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåä¼ì ñ ïîìîùüþ

èíäóêöèè ïî äëèíå îòðåçêà.

Âîçüì¼ì îòðåçîê [ti, ti+1] äëèíû 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (16) ïîëèíîì

Q(t) èìååò íà [ti, ti+1] õîòÿ áû îäèí íóëü. Ýòî î÷åâèäíî, åñëè Q(ti) = 0 èëè

Q(ti+1) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Q(t) èìååò íà êîíöàõ îòðåçêà [ti, ti+1] çíà÷å�
íèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, ÷òî òàêæå ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå íóëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà, êîãäà äëèíà îòðåçêà íå áîëüøå k. �àññìîò�
ðèì îòðåçîê [ti, ti+k+1] äëèíû k+1. Åñëè â îäíîé èç òî÷åê ti+1, . . . , ti+k ïîëèíîì

Q(t) îòëè÷åí îò íóëÿ, ñêàæåì, â òî÷êå ti+s, òî çàêëþ÷åíèå ëåììû ñëåäóåò èç èí�

äóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî íóëåé íà [ti, ti+k+1]
ðàâíî êîëè÷åñòâó íóëåé íà [ti, ti+s] ïëþñ êîëè÷åñòâó íóëåé íà [ti+s, ti+k+1], à
ýòî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ íå ìåíüøå s + (k + 1 − s) = k + 1. Â
äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî

Q(ti+1) = 0, . . . , Q(ti+k) = 0.

Åñëè íà îòðåçêå [ti, ti+k+1] íàéä¼òñÿ åù¼ õîòü îäíà òî÷êà, â êîòîðîé Q(t)
îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî ëåììà âåðíà. Äîïóñòèì, ÷òî Q(t) âî âñåõ òî÷êàõ èç

[ti, ti+k+1], îòëè÷íûõ îò ti+1, . . . , ti+k, íå ðàâåí íóëþ. Â ÷àñòíîñòè Q(ti) 6= 0,
Q(ti+k+1) 6= 0. Ñîãëàñíî (16),

signQ(ti) = ε(−1)i, signQ(ti+k+1) = ε(−1)i+k+1. (17)
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Ïîêàæåì, ÷òî îäèí èç íóëåé ti+1, . . . , ti+k èìååò êðàòíîñòü, áîëüøóþ, ÷åì 1.
Ýòèì çàâåðøèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå óêàçàííûå íóëè ïðîñòûå è â íèõ ïîëèíîì Q(t)
ìåíÿåò çíàê. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì

signQ(ti+k+1) = (−1)k signQ(ti) = ε(−1)k+i,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (17).

Ëåììà äîêàçàíà. �

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Åñëè Q(t) � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n è

ñóùåñòâóþò n+ 2 òî÷êè t0 < t1 < . . . < tn+1, â êîòîðûõ

ε(−1)kQ(tk) > 0, k ∈ 0 : n+ 1,

ãäå ε = ±1, òî Q(t) ≡ 0.
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