
Î ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÈ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

ÑÈËÜÍÎ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

∗

Ë.Í. Ïîëÿêîâà

lnpol07�mail.ru

11 äåêàáðÿ 2014 ã.

Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè �óíêöèè

ìàêñèìóìà ñèëüíî âûïóêëûõ �óíêöèé ñ ïîñòîÿííûì øàãîì. Êîíñòðóèðóåòñÿ

îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì, â êîòîðîì äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà

ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ãåíåðèðóåìàÿ ýòèì àëãîðèòìîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìè�

íèìóìà öåëåâîé �óíêöèè ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ.

1

◦
. Ââåäåíèå. Ïóñòü

f(x) = max
i∈I

fi(x),

ãäå fi(x), i ∈ I = {1, . . . , s}, � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå ñèëüíî

âûïóêëûå íà R
n
�óíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç mi > 0, i ∈ I, èõ êîíñòàíòû

ñèëüíîé âûïóêëîñòè. Òî åñòü,

fi(λx1 + (1− λ)x2) 6 λfi(x1) + (1− λ)fi(x2)−miλ(1− λ)||x1 − x2||2,

∀λ ∈ [0, 1], ∀ x1, x2 ∈ R
n, i ∈ I.

Òîãäà �óíêöèÿ f òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âû�

ïóêëîñòè ðàâíîé m = min
i∈I

mi > 0.

�àññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

f(x) → min
x∈Rn

. (1)

�åøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò è òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
åäèí�

ñòâåííà.

∗
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Âûïèøåì êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (1):

äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ R
n
áûëà òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R

n
,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

0n ∈ ∂f(x∗) = o







⋃

i∈R(x∗)

f ′(x∗)







, (2)

ãäå

R(x∗) = {i ∈ I | fi(x∗) = f(x∗)}.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2) ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàêèì îáðàçîì:

äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ R
n
áûëà òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R

n
,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëèñü òàêèå ÷èñëà λi(x
∗),

λi(x
∗) > 0 ∀ i ∈ I,

s
∑

i=1

λi(x
∗) = 1,

÷òî

0n =
s

∑

i=1

λi(x
∗)f ′

i
(x∗)

è

λi(x
∗)(fi(x

∗)− f(x∗)) = 0 ∀ i ∈ I.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > max{m, 1}, ÷òî âû�

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

〈f ′′

i
(x)w,w〉 6 M ||w||2 ∀ x ∈ R

n, ∀w ∈ R
n, ∀ i ∈ I, (3)

ãäå f ′′

i
(x), i ∈ I, � ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé fi â òî÷êå x.

Ñ êàæäîé òî÷êîé x ∈ R
n
ñâÿæåì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

max
i∈I

{

(fi(x)− f(x))M + 〈f ′

i
(x), w〉+ 1

2
||w||2

}

→ min
w∈Rn

. (4)

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è w(x) òàêæå åäèíñòâåííî.
Îáîçíà÷èì

ν(x) = max
i∈I

{

(fi(x)− f(x))M + 〈f ′

i
(x), w(x)〉+ 1

2
||w(x)||2

}

.

Èç íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìèíèìóìà çàäà÷è (4) ñëåäóåò ñóùå�

ñòâîâàíèå òàêèõ êîý��èöèåíòîâ

λi(x) > 0, i ∈ I,

s
∑

i=1

λi(x) = 1,
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÷òî

w(x) = −
s

∑

i=1

λi(x)f
′

i
(x),

ν(x) =

s
∑

i=1

λi(x)(fi(x)− f(x))M − 1

2
||w(x)||2 6 0.

ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) �óíêöèÿ ν(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà ðàâíà íóëþ, êîãäà òî÷êà x ∈ R
n

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
;

2) åñëè w(x) = 0n, òî ν(x) = 0.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóåò èç íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìèíè�

ìóìà çàäà÷è (4).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êà x∗ ∈ R
n
� òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R

n
,

òî w(x∗) = 0n.
Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè òî÷êà x ∈ R

n
íå åñòü òî÷êà ìèíè�

ìóìà �óíêöèè f íà R
n
, òî íàïðàâëåíèå w(x) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñïóñêà

�óíêöèè f â òî÷êå x.

2

◦
. Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè. Îïèøåì ìåòîä ìèíèìèçàöèè �óíêöèè f

íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ R
n
. Åñëè ν(x0) = 0n, òî x0 åñòü òî÷êà

ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
, è ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ïóñòü óæå íàéäåíà òî÷êà xk ∈ R
n
. Åñëè ν(xk) = 0n, òî xk � òî÷êà ìèíè�

ìóìà �óíêöèè f íà R
n
, è ïðîöåññ çàêîí÷åí.

Ïóñòü ν(xk) 6= 0n, òîãäà xk íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè f íà

R
n
. Îïðåäåëèì íàïðàâëåíèå ñïóñêà w(xk), òî åñòü, ðåøèì îïòèìèçàöèîííóþ

çàäà÷ó (4) ïðè x = xk. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå êîý��èöèåíòû

λi(xk) > 0, i ∈ I,

s
∑

i=1

λi(xk) = 1,

÷òî ñïðàâåäëèâî

w(xk) = −
s

∑

i=1

λi(xk)f
′

i
(xk) 6= 0n,

ν(xk) =
s

∑

i=1

λi(xk)(fi(xk)− f(xk))M − 1

2
||w(xk)||2 < 0.

Ïîëîæèì

ᾱ =
1

M
è xk+1 = xk + ᾱw(xk).
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ËÅÌÌÀ 2. Â êàæäîé òî÷êå xk ∈ R
n
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(xk+1)− f(xk) 6
1

M
ν(xk) 6 0. (5)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâ �óíêöèé fi ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

fi(x+ αw) = fi(x) + α〈f ′

i
(x), w〉+ α2

2
〈f ′′

i
(x+ ηiw)w,w〉,

ηi ∈ (0, 1) ∀i ∈ I, ∀x ∈ R
n, w ∈ R

n, ∀α ∈ [0, 1].

Òîãäà èç (3) äëÿ ëþáîãî i ∈ I èìååì

fi(xk + ᾱw(xk))− f(xk) 6 fi(xk)− f(xk) + ᾱ〈f ′

i
(xk), w(xk)〉+

ᾱ2

2
M ||w(xk)||2 =

= fi(xk)− f(xk) +
1

M
〈f ′

i
(xk), w(xk)〉+

1

2M
||w(xk)||2.

Îòñþäà èìååì

max
i∈I

fi(xk + ᾱw(xk))− f(xk) 6

6 max
i∈I

{

fi(xk)− f(xk) +
1

M
〈f ′

i
(xk), w(xk)〉+

1

2M
||w(xk)||2

}

=

=
1

M
max
i∈I

{

(fi(xk)− f(xk))M + 〈f ′

i
(xk), w(xk)〉+

1

2
||w(xk)||2

}

=
1

M
ν(xk) < 0.

Òàêèì îáðàçîì,

f(xk+1)− f(xk) 6
1

M
ν(xk).

Ëåììà äîêàçàíà.

Íåðàâåíñòâî (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííûì.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} áåñêîíå÷íà, òî ñïðàâåäëè�

âî óòâåðæäåíèå

f(xk+1)− f(xk) → 0.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(xk+1)− f(xk) 6→ 0. Òîãäà íàéäóòñÿ
òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a > 0, K > 0 è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ

{ks}, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(xks+1)− f(xks) < −a ∀ ks > K.

Îòñþäà â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xk)} âûòå�

êàåò, ÷òî �óíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà ñíèçó. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè

ñíèçó �óíêöèè f íà R
n
.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} áåñêîíå÷íà, òî

ν(xk) → 0 ïðè k → +∞.

Òàê êàê äëÿ ëþáîé ñèëüíî âûïóêëîé �óíêöèè ìíîæåñòâî

L(x0) = {x ∈ R
n
∣

∣ f(x) 6 f(x0)}

êîìïàêòíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ãåíåðèðóåìàÿ ýòèì ìåòîäîì, ñîäåð�

æèòñÿ â ìíîæåñòâå L(x0).

ËÅÌÌÀ 3. Äëÿ äàííîãî ìåòîäà â êàæäîé òî÷êå xk ∈ R
n
ñïðàâåäëèâî íåðà�

âåíñòâî:

ν(xk) 6 m (f(x∗)− f(xk)) , (6)

ãäå x∗
� òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R

n
.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ òî÷åê xk, x
∗
è äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i ∈ I âåðíî

íåðàâåíñòâî

fi(x
∗)− fi(xk) > 〈f ′

i
(xk), x

∗ − xk〉+
m

2
||x∗ − xk||2, i ∈ I.

Óìíîæèâ åãî íà m, ïîëó÷èì

〈f ′

i
(xk), m(x∗ − xk)〉 6 m(fi(x

∗)− fi(xk))−
m2

2
||x∗ − xk||2, i ∈ I.

Ïîëîæèì â (4) w = m(x∗ − xk). Òîãäà

ν(xk) 6 max
i∈I

{

(fi(xk)− f(xk))M + 〈f ′

i
(xk), m(x∗ − xk)〉+

m2

2
||x∗ − xk||2

}

6

6 max
i∈I

{

(fi(xk)− f(xk))m+m(fi(x
∗)− fi(xk))

}

6

6 mmax
i∈I

{fi(x∗)− f(xk)} 6 m(f(x∗)− f(xk)).

Ëåììà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Èç �îðìóë (5) è (6) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

f(xk+1)− f(xk) 6
m

M
(f(x∗)− f(xk)). (7)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ è åå ïðå�

äåëüíîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x∗
.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Â äàííîì ìåòîäå ïðè ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé òî÷êå x0 ∈ R
n

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà x∗
�óíêöèè f ñî ñêî�

ðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

f(xk+1)− f(x∗) 6 q(f(xk)− f(x∗)),

ãäå q = 1 − m

M
, è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî Q, ÷òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

||xk − x∗|| 6 Q(
√
q)k.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (7) ïîëó÷èì

f(xk+1)− f(x∗) 6 f(xk)− f(x∗) +
m

M
(f(x∗)− f(xk)) =

=
(

1− m

M

)

(f(xk)− f(x∗)) = q(f(xk)− f(x∗)).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî k > 0 èìååì

f(xk)− f(x∗) 6 qk(f(x0)− f(x∗)).

Ïîñêîëüêó x∗
åñòü òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R

n
, òî

f(xk)− f(x∗) >
m

2
||xk − x∗||2.

Ïîýòîìó

||xk − x∗||2 6 2

m
(f(xk)− f(x∗)) 6

2

m
(f(x0)− f(x∗))qk.

Îáîçíà÷èì

Q =

√

2

m
(f(x0)− f(x∗)),

òîãäà

||xk − x∗|| 6
√

2

m
(f(xk)− f(x∗))qk = Q(

√
q)k.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3

◦
. Âû÷èñëèòåëüíûé àñïåêò ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Îñ�

íîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäíîñòü â àëãîðèòìå � ýòî îïðåäåëåíèå íàïðàâëå�

íèÿ ñïóñêà w(xk). Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷ó (4) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å êâàäðàòè÷�

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì

z = max
i∈I

{(fi(x)− f(x))M + 〈f ′

i
(x), w(x)〉} .
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Òîãäà çàäà÷à (4) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììè�

ðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R
n × R: ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèþ

z +
1

2
〈w,w〉

íà ìíîæåñòâå

T = {[w, z] ∈ R
n × R | 〈f ′

i
(x), w(x)〉 − z 6 (f(x)− fi(x))M, i ∈ I}.

Çàì å ÷ à í è å. Ïøåíè÷íûì Á.Í. [2℄ è Ïîëàêîì Å. [4℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðàâ�

ëåíèÿ ñïóñêà w(xk) ðåøàëàñü îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à:

w(xk) = arg min
w∈Rn

max
i∈I

{

fi(xk)− f(xk) + 〈f ′

i
(xk), w〉+

1

2
||w||2

}

,

à øàã âûáèðàëñÿ èç óñëîâèÿ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè èëè èç ïðàâèëà Àðìè�

õî. Áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1.
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