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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé äëÿ ðåøå�

íèÿ çàäà÷ êâàçèäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè. Ââîäèòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿð�

íîñòè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òî÷íûé øòðà�íîé ïàðàìåòð.

1

◦
. Ìåòîä øòðà�íûõ �óíêöèé. Â íåëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè øè�

ðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èìåþò ìåòîäû øòðà�íûõ �óíêöèé, êàê âíåøíèõ, òàê

è âíóòðåííèõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â çàìåíå óñëîâíîé çàäà÷è

îïòèìèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòè�

ìèçàöèè. Âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ â øòðà�íûõ ìåòîäàõ ïîäáèðàåòñÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îíà ñîâïàäàëà íà ìíîæåñòâå, çàäàþùåì îãðàíè÷åíèå, ñ èñõîä�

íîé �óíêöèåé, è âîçðàñòàëà âíå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïîñêîëüêó ñðåäè ìíîæåñòâà çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè íàèáîëåå õî�

ðîøî èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå çàäà÷è, òî â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ

çàäà÷ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàëèñü îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ñ ãëàäêîé öåëå�

âîé �óíêöèåé. Íî èñïîëüçîâàíèå ãëàäêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïðèâîäèëî

ê òîìó, ÷òî ïðèáëèçèòüñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è ìîæíî ëèøü ñ âîçðàñòà�

íèåì øòðà�íûõ ïàðàìåòðîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ

ìåòîäàì òî÷íûõ øòðà�îâ � ìåòîäàì, â êîòîðûõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåí�

òà, ëþáîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà�

÷è. Ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî �ïëàòîé� çà ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé øòðà�íîé

�óíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîñòü �óíêöèè, çàäàþùåé îãðàíè÷åíèå. Ïðîãðåññ

â îáëàñòè ìåòîäîâ íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü

òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ óïîìÿíóòîé íåãëàäêîñòüþ. Âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå

òî÷íîãî øòðà�íîãî ïàðàìåòðà äëÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëî

çàìå÷åíî È.È. Åðåìèíûì [1℄, ÷óòü ïîçäíåå � Ó.È. Çàíãâèëîì [2℄. Âïîñëåäñòâèè

ýòîìó âîïðîñó áûëè ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû, íàïðèìåð, ðàáîòû [3-6,14,17℄.
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�àññìîòðèì çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè

f(x) → inf
x∈X

, (1)

ãäå f � íåïðåðûâíàÿ íà IRn
�óíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊂ IRn

íåïóñòî, êîìïàêòíî, çàäàíî â âèäå

X = { x ∈ IRn
∣

∣ ϕ(x) = 0}, (2)

ãäå ϕ� íåïðåðûâíàÿ íà IRn
�óíêöèÿ, è ϕ(x) > 0 ∀x 6∈ X. Íåòðóäíî çàìåòèòü,

÷òî X åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè ϕ íà

IRn
.

Êàê îáû÷íî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ìåòîäîì øòðà�íûõ �óíêöèé ââåäåì

�óíêöèþ

F (c, x) = f(x) + cϕ(x),

ãäå c � íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå øòðà�íûì ïàðàìåò�

ðîì, è ðàññìîòðèì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

F (c, x) → inf
x∈IRn

. (3)

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ øòðà�îâ ñóùåñòâåííî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâî�

âàíèè ðåøåíèé ó âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èí�èìóì

â çàäà÷å (3) äîñòèãàåòñÿ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà c. Äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ëåáåãîâà ìíîæåñòâà

L(f, x0) = {x ∈ IRn
∣

∣ f(x) 6 f(x0)},

ãäå x0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç IRn
. Îáîçíà÷èì

f ∗ = min
x∈X

f(x), F ∗(c) = min
x∈IRn

F (c, x), x(c) = arg min
x∈IRn

F (c, x).

Çàìåòèì, ÷òî f ∗ > F ∗(c) äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî c.
Âûáåðåì ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë {ck}(k = 0, 1, 2, . . . ), ñòðåìÿùóþñÿ ê +∞,

0 = c0 < c1 < c2 < . . . < ck < . . . .

Ïðè c0 = 0 ïðîâåðÿåì, íå ïðèíàäëåæèò ëè ìíîæåñòâó X òî÷êà ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà �óíêöèè f íà IRn
.

Â òåîðèè øòðà�íûõ �óíêöèè áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åñëè x(ck) åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé âñïîìîãàòåëü�
íûõ çàäà÷ (3), òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

1) F ∗(ck) = F (ck, x(ck)) 6 F (ck+1, x(ck+1)) = F ∗(ck+1) ∀k > 0;

2) f(x(ck)) 6 f(x(ck+1));

3) f(x(ck)) 6 F (ck, x(ck)) 6 f ∗. (4)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Äëÿ k = 0, 1, . . . èìååì

F ∗(ck) = F (ck, x(ck)) = f(xk) + ckϕ(x(ck)) 6 f(x(ck+1)) + ckϕ(x(ck+1)) 6

≤ f(x(ck+1)) + ck+1ϕ(x(ck+1)) = F (ck+1, x(ck+1)) = F ∗(ck+1).

2. Äëÿ k = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

f(x(ck)) + ckϕ(x(ck)) 6 f(x(ck+1)) + ckϕ(x(ck+1)),

f(x(ck+1)) + ck+1ϕ(x(ck+1)) 6 f(xk) + ck+1ϕ(x(ck)).

Îòñþäà ñëåäóåò

(

1− ck
ck+1

)

f(x(ck)) 6

(

1− ck
ck+1

)

f(x(ck+1)),

ò.å.,

f(x(ck)) 6 f(x(ck+1)).

3. Äëÿ k = 0, 1, . . . èìååì

f(x(ck)) ≤ f(x(ck)) + ckϕ(x(ck)) 6 f(x∗) + ckϕ(x
∗) = f(x∗) = f ∗.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë {f(x(ck))} è {F (ck, xk)} ÿâëÿþò�
ñÿ íåóáûâàþùèìè, ïðè÷åì ÷èñëî f ∗

ÿâëÿåòñÿ èõ âåðõíåé îöåíêîé.

ËÅÌÌÀ 1. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ϕ(x(ck+1)) 6 ϕ(x(ck)) ∀k > 0. (5)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê

F (ck+1, x(ck+1)) 6 f(x(ck)) + ck+1ϕ(x(ck)),

òî

f(x(ck+1)) + ck+1ϕ(x(ck+1)) 6 f(x(ck)) + ck+1ϕ(x(ck)) =
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= f(x(ck)) + ckϕ(x(ck)) + (ck+1 − ck)ϕ(x(ck)) 6

6 f(x(ck+1)) + ckϕ(x(ck+1)) + (ck+1 − ck)ϕ(x(ck)).

Îòñþäà èìååì

(ck+1 − ck)ϕ(x(ck+1)) 6 (ck+1 − ck)ϕ(x(ck)).

Èç íåðàâåíñòâà (5) âûòåêàåò, ÷òî âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(ck)}
áóäóò ëåæàòü â ìíîæåñòâå L(ϕ, x∗∗), ãäå

L(ϕ, x∗∗) = {x ∈ IRn
∣

∣ ϕ(x) 6 ϕ(x∗∗)}.

ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ëþáîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî�

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {ck}, ck → +∞, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ϕ(x(ck)) −−−−→
k→+∞

0.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. (Îò ïðîòèâíîãî). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ck, ñòðåìÿùóþñÿ ê +∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ϕ(x(ck)) 6→ 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë cks → +∞
è ÷èñëî a > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ϕ(x(cks)) > a > 0 ∀ks > 0.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç xks = x(cks), èìååì

F (cks, xks) = f(xks) + cksϕ(xks) > f ∗∗ + cksϕ(xks) > f ∗∗ + cksa.

Îòñþäà ñëåäóåò

F (cks, xks) −−−−→
k→+∞

+∞.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòè {F (cks, xks)}.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {x(ck)}, ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíîé

ìèíèìèçàöèè ñåìåéñòâà �óíêöèé F (ck, x), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëå�

äîâàòåëüíîñòüþ äëÿ �óíêöèè ϕ.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òî÷íûå øòðà�íûå �óíêöèè, ò.å. �óíêöèè,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîé øòðà�íîé ïàðàìåòð c∗, ÷òî äëÿ ëþáûõ c > c∗

ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà �óíêöèè F (c, x) íà IRn
áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæå�

ñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è (1). ×èñëî c∗ áóäåì íàçûâàòü òî÷íûì øòðà�íûì ïàðà�

ìåòðîì äëÿ ñåìåéñòâà �óíêöèé F (c, x). Ïîýòîìó ëþáîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå
òî÷íûé øòðà�íîé ïàðàìåòð, ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî÷íûì øòðà�íûì ïàðàìåòðîì.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé ïðåæäå âñå�

ãî çàâèñèò îò ñâîéñòâ �óíêöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèå. Â

ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êî�

òîðûõ �óíêöèÿ ϕ ïðèãîäíà äëÿ êîíñòðóèðîâàíèè ñåìåéñòâà øòðà�íûõ �óíê�

öèé, îáëàäàþùåãî òî÷íûì øòðà�íûì ïàðàìåòðîì. Îòìåòèì òîò �àêò, ÷òî

ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé, òî÷íûé øòðà�íîé ïàðàìåòð ñóùåñòâóåò âñå�

ãäà, êàêîâà áû íè áûëà öåëåâàÿ �óíêöèÿ, ëèøü áû îíà áûëà ëîêàëüíî ëèïøè�

öåâà íà IRn
. Öåëåâàÿ �óíêöèÿ âëèÿåò òîëüêî íà âåëè÷èíó òî÷íîãî øòðà�íîãî

ïàðàìåòðà.

2

◦
. Òî÷íûå øòðà�íûå �óíêöèè. Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòü�

ñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå êâàçèäè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè [14℄. Ïóñòü �óíê�

öèÿ f îïðåäåëåíà íà IRn
, â êàæäîé òî÷êå x ∈ IRn

äè��åðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó

íàïðàâëåíèþ g ∈ IRn
è ïðè ýòîì äëÿ åå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ñïðàâåä�

ëèâî ðàçëîæåíèå

f ′(x, g) = max
v∈∂f(x)

〈v, g〉+ min
w∈∂f(x)

〈w, g〉,

ãäå ∂f(x) ⊂ IRn, ∂f(x) ⊂ IRn
� âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Ôóíê�

öèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì òðåáîâàíèÿì íàçûâàåòñÿ êâàçèäè��åðåíöèðóå�

ìîé â òî÷êå x. Ïàðà ìíîæåñòâ Df(x) = [∂f(x), ∂f(x)] íàçûâàåòñÿ êâàçèäè��

�åðåíöèàëîì êâàçèäè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè f â òî÷êå x, à ìíîæåñòâà

∂f(x) ⊂ IRn
è ∂f(x) ⊂ IRn

� ñîîòâåòñòâåííî, ñóáäè��åðåíöèàëîì è ñóïåðäè��

�åðåíöèàëîì êâàçèäè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè f â òî÷êå x. Êâàçèäè��å�
ðåíöèàë �óíêöèè f â òî÷êå x îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Åñëè ñðåäè ìíîæåñòâà
êâàçèäè��åðåíöèàëîâ â òî÷êå x ∈ IRn

�óíêöèÿ f èìååò êâàçèäè��åðåíöèàë

âèäà Df(x) = [∂f(x), {0n}], òî �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñóáäè��åðåíöèðóåìîé

�óíêöèåé â ýòîé òî÷êå. Åñëè ñðåäè ìíîæåñòâà êâàçèäè��åðåíöèàëîâ â òî÷êå

x ∈ X �óíêöèÿ f èìååò êâàçèäè��åðåíöèàë âèäà Df(x) = [{0n}, ∂f(x)], òî
�óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé â ýòîé òî÷êå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f è ϕ � ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå êâàçèäè��åðåíöèðóå�

ìûå íà IRn
�óíêöèè. Ìíîæåñòâî âèäà (2) íàçûâàåòñÿ êâàçèäè��åðåíöèðóåìûì

ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü x ∈ IRn
, g ∈ IRn

. Òàê êàê �óíêöèÿ ϕ êâàçèäè��åðåíöèðóåìà, òî

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ϕ(x+ αg) = ϕ(x) + αϕ′(x, g) + o(α, x, g),

ãäå

o(α, x, g)

α
−→
α↓0

0. (6)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ IRn
ñòðåìëåíèå ê íóëþ â �îðìóëå (6)

ðàâíîìåðíî ïî g ∈ IRn, ||g|| = 1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ìíîæå�

ñòâîì òî÷åê ìèíèìóìà �óíêöèè ϕ íà IRn
, òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ X âûïîëíåíî

âêëþ÷åíèå [10℄

−∂ϕ(x) ⊂ ∂ϕ(x).

ËÅÌÌÀ 3. Åñëè �óíêöèÿ ϕ, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî X âèäà (2), ñóïåð�

äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x ∈ X, òî îíà òàêæå è íåïðåðûâíî äè��åðåíöè�

ðóåìà â ýòîé òî÷êå.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê �óíêöèÿ ϕ ñóáäè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷�

êå x ∈ X , òî ñðåäè ìíîæåñòâà åå êâàçèäè��åðåíöèàëîâ â ýòîé òî÷êå åñòü

êâàçèäè��åðåíöèàë âèäà Dϕ(x) = [{0n}, ∂ϕ(x)]. Ñëåäîâàòåëüíî,

−∂ϕ(x) ⊂ {0n}.

Íî ýòî âêëþ÷åíèå âîçìîæíî ëèøü, êîãäà �óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíî äè��åðåí�

öèðóåìà â x (ñì. [11℄).

Ïóñòü òî÷êà x ∈ X . Íàïðàâëåíèå g ∈ IRn, ||g|| 6= 0, íàçîâåì âîçìîæíûì

(â øèðîêîì ñìûñëå) íàïðàâëåíèåì â òî÷êå x ∈ X , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòü {xk} òàêàÿ, ÷òî

xk ∈ X, xk 6= x, xk → x,
xk − x

||xk − x|| → g̃, g = αg̃, α > 0.

Çàìûêàíèå âñåõ âîçìîæíûõ (â øèðîêîì ñìûñëå) íàïðàâëåíèé â òî÷êå x ∈ X
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γ(X, x). Êîíóñ Γ(X, x) íàçûâàåòñÿ êîíóñîì Áóëèãàíà

èëè êîíóñîì âîçìîæíûõ (â øèðîêîì ñìûñëå) íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà X
â òî÷êå x. Êîíóñ Áóëèãàíà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êîíóñîì è íå çàâèñèò îò

âèäà �óíêöèè ϕ. Åñëè òî÷êà x ∈ X òàêîâà, ÷òî ϕ(x) < 0, òî â ýòîì ñëó÷àå

Γ(X, x) = IRn
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ∗(X, x) êîíóñ, ñîïðÿæåííûé ê êîíóñó Γ(X, x).

Êîíóñ −Γ∗(X, x) íàçîâåì íîðìàëüíûì êîíóñîì â òî÷êå x ∈ X ê ìíîæåñòâó

X è, ïî àíàëîãèè ñ âûïóêëûì ñëó÷àåì, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç N(X, x)
(ñì. [12℄). Òàêèì îáðàçîì,

N(X, x) = {g ∈ IRn
∣

∣ 〈g1, g〉 6 0 ∀g1 ∈ Γ(X, x)}.

Èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, êîíóñ N(X, x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì

êîíóñîì. Â íåêîòîðûõ òî÷êàõ êâàçèäè��åðåíöèðóåìîãî ìíîæåñòâà íîðìàëü�

íûé êîíóñ ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç îäíîãî íóëåâîãî âåêòîðà. Íàðÿäó ñ êîíóñîì

Áóëèãàíà ðàññìîòðèì êîíóñ

γ0(X, x) =
{

g ∈ IRn
∣

∣ ϕ′(x, g) = 0
}

.
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Êîíóñ γ0(X, x) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, çàâèñÿùèì îò ñâîéñòâ �óíê�

öèè ϕ, îïðåäåëÿþùåé ìíîæåñòâî X .

Âûáåðåì òî÷êó z 6∈ X è ñïðîåêòèðóåì åå íà X . Ïóñòü òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ïðî�
åêöèåé z (x = pr(z)) íà ìíîæåñòâî X . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X çàìêíóòî, òî

ïðîåêöèÿ òî÷êè z ñóùåñòâóåò, õîòÿ ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííîé. �àññìîòðèì
ìíîæåñòâî

A(X) = {x ∈ bd(X)
∣

∣ ∃z 6∈ X, x = pr (z)}.
Çäåñü è äàëåå ÷åðåç bd(X) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæå�

ñòâà X . Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ A(X) íîðìàëüíûé êîíóñ N(X, x)
ñîñòîèò íå òîëüêî èç íóëåâîãî âåêòîðà.

ËÅÌÌÀ 4. Åñëè z 6∈ X è x = pr(z), òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

(z − x) ∈ N(X, x).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû. Âûáåðåì ïðîèçâîëü�

íûé âåêòîð g ∈ Γ(X, x), ||g|| 6= 0, òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê {xk}, ÷òî

xk ∈ X, xk 6= x, xk → x, gk =
xk − x

rk
→ g, rk =

||xk − x||
||g|| .

Òàê êàê xk = x+ rkgk ∈ X, òî

||z − x− rkgk||2 > ||z − x||2.
Îòñþäà èìååì

〈g, z − x〉 6 0.

Ïîñêîëüêó äàííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî g ∈ Γ(X, x), òî

(z − x) ∈ N(X, x).

Ïðè ðàññìîòðåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïðè íàëè÷èè êâàçèäè��åðåí�

öèðóåìûõ îãðàíè÷åíèé îãðîìíóþ ðîëü èãðàþò ñâîéñòâà �óíêöèé, çàäàþùèõ

îãðàíè÷åíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ �óíêöèè ϕ âûïîë�

íåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè:

äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êè x∗ ∈ bd (X) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëü�

íûå ÷èñëà ε(x∗) è β(x∗), ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

o(α, x, g)

α
> −ϕ′(x, g) + β(x∗),

∀α ∈ (0, ε(x∗)], ∀x ∈ A(X) ∩ Bε(x∗)(x
∗), ∀g ∈ N(X, x), ||g|| = 1. (7)

Çäåñü è äàëåå â ðàáîòå ÷åðåç Br(x) îáîçíà÷åí çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà r ñ

öåíòðîì â òî÷êå x.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Åñëè ìíîæåñòâî X êîìïàêòíî è äëÿ �óíêöèè ϕ âûïîëíåíî

óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (7), òî äëÿ ñåìåéñòâà øòðà�íûõ �óíêöèé

F (ck, x) = f(x) + ckϕ(x)

ñóùåñòâóåò òî÷íûé øòðà�íîé ïàðàìåòð c∗, òî åñòü

x(ck) ∈ X ∀ck > c∗. (8)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (Îò ïðîòèâíîãî). Ïóñòü ñîîòíîøåíèå (8) íå èìååò ìåñòî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(ck)} áåñêîíå÷íà è âñå òî÷êè x(ck)
íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

x(ck) → x∗ ∈ bd (X) ïðè ck → +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L êîíñòàíòó Ëèïøèöà

�óíêöèè f íà ìíîæåñòâå L(x∗∗). Ïîëîæèì c∗ = L/β(x∗) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ck > c∗. Òàê êàê

f(y)− f(x) > −L||x− y|| ∀x, y ∈ L(x∗∗),

òî

f(y) > f ∗ − L||x− y|| ∀x ∈ X, ∀y ∈ L(x∗∗). (9)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(X, x) �óíêöèþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè y ∈ IRn

äî ìíîæåñòâà X . Òîãäà èç (9) èìååì

f(y) > f ∗ − Lρ(X, y) ∀y ∈ L(x∗∗) \ X. (10)

Òàê êàê ϕ(x(ck)) = ϕ(xk + αkgk), ãäå

xk = pr (x(ck)), gk =
x(ck)− xk

αk

, αk = ρ(X, x(ck)) = ||x(ck)− xk||,

òî xk ∈ A(X), gk ∈ N(X, xk), ||gk|| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå

öåëîå ÷èñëî K > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâî

x(ck) ∈ Bε(x∗)(x
∗), ∀ck > c∗, ∀k > K.

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëû (6) è (7), ïîëó÷èì

ϕ(xk + αkgk) > αkϕ
′(xk, gk) + o(αk, xk, gk) > αkβ(x

∗).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (9) ñëåäóåò, ÷òî

f ∗
> F (ck, x(ck)) = F ∗(ck) = f(x(ck)) + ckϕ(x(ck)) >

> f ∗ + ckαkβ(x
∗)− Lαk = f ∗ + αk(ckβ(x

∗)− L) > f ∗, k > K.

Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ck ëþáîé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì

�óíêöèè F (ck, x) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì �óíêöèè f íà ìíîæå�

ñòâå X. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è �îðìóëû (4).

�àññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäàíèÿ ìíîæåñòâà X . Ïóñòü X - íåïó�

ñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå IRn
. Â êà÷åñòâå �óíêöèè ϕ âîçü�

ìåì �óíêöèþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x ∈ IRn
äî ìíîæåñòâà X(ϕ(x) =

ρ(X, x)). Íàïîìíèì, ÷òî ρ(X, x) - ëèïøèöåâàÿ �óíêöèÿ ñ êîíñòàíòîé 1. Òîãäà

ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íàøèì òðåáîâàíèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà ϕ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Äëÿ ñåìåéñòâà øòðà�íûõ �óíêöèé

F (x, ck) = f(x) + ckρ(X, x)

â êà÷åñòâå òî÷íîãî øòðà�íîãî ïàðàìåòðà ìîæíî âçÿòü êîíñòàíòó Ëèï�

øèöà �óíêöèè f íà ìíîæåñòâå L(ϕ, x∗∗).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì c∗ = L, ãäå L - êîíñòàíòà Ëèïøèöà �óíêöèè

f íà ìíîæåñòâå L(ϕ, x∗∗). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10). Âûáåðåì ïðî�

èçâîëüíîå ÷èñëî c̄ > c∗. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà x(c̄) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå X .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ρ(X, x(c̄)) > 0. Òîãäà

f ∗
> F (c̄, x(c̄)) = F ∗(c̄) = f(x(c̄)) + c̄ϕ(x(c̄)) = f(x(c̄)) + c̄ρ(X, x(c̄)) >

> f ∗ + c̄ρ(X, (x(c̄))− Lρ(X, (x(c̄)) = f ∗ + ρ(X, x(c̄))(c̄− L) > f ∗.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

ËÅÌÌÀ 5. Åñëè äëÿ �óíêöèè ϕ, çàäàþùåé ìíîæåñòâî X âèäà (2), â òî÷êå

x∗ ∈ A(X) âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (7), òî

ϕ′(x∗, g) > β(x∗) ∀g ∈ N(X, x∗), ||g|| = 1.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå g ∈ N(X, x∗), ||g|| = 1, è ïðîèç�

âîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë tk → +0. Òîãäà

ϕ(x∗ + tk g)− ϕ(x∗)

tk
=

tkϕ
′(x∗, g) + o(tk, x

∗, g)

tk
=

= ϕ′(x∗, g) +
o(tk, x

∗, g)

tk
> β(x∗).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ′(x∗, g) > β(x∗).

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî g ∈ N(X, x∗), ||g|| = 1.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Åñëè äëÿ �óíêöèè ϕ â òî÷êå x∗ ∈ A(X) âûïîëíåíî óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè (7), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

min
||g|| = 1

g ∈ N(X, x∗)

ϕ′(x∗, g) > β(x∗).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Åñëè äëÿ �óíêöèè ϕ â òî÷êå x∗ ∈ A(X) âûïîëíåíî óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè (7), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

N(X, x∗)
⋂

γ0(X, x∗) = 0n.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Åñëè äëÿ �óíêöèè ϕ â ãðàíè÷íîé òî÷êå x∗ ∈ X âûïîëíåíî

óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (7), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Γ(X, x∗) = γ0(X, x∗). (11)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x∗ ∈ bd (X). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà,

òî

Γ(X, x∗) ⊂ γ0(X, x∗).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü

g ∈ γ0(X, x∗), ||g|| = 1.

Òîãäà ϕ′(x∗, g) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî g ∈ Γ(X, x∗). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g 6∈
Γ(X, x∗). Òàê êàê êîíóñ Áóëèãàíà çàìêíóò, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî ᾱ, ÷òî

yα = x∗ + αg 6∈ X ∀α ∈ (0, ᾱ].

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} òàê, ÷òîáû

tk → 0, tk ∈ (0, ᾱ],

è

yk = x∗ + tkg 6∈ X.

Ñïðîåêòèðóåì òî÷êè yk íà ìíîæåñòâî X . Ïóñòü xk = pr(yk) ∈ X . Òîãäà xk →
x∗ ∈ bd (X).

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî K > 0, xk = x∗
äëÿ êàæäîãî k > K, òî

x∗ ∈ A(X), è g ∈ N(X, x∗). Òîãäà âåêòîð g íå ñîäåðæèòñÿ â êîíóñå γ0(X, x∗).
Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ýòó ÷àñòü òåîðåìû.
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2) Ïóñòü xk 6= x∗
. Ïîëîæèì

rk = ||yk − xk||, sk =
yk − xk

rk
, ||sk|| = 1, dk = ||xk − x∗||, pk =

xk − x∗

dk
, ||pk|| = 1.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

pk → p, sk → s, ||p|| = 1, ||s|| = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ Γ(X, x∗) è p 6= g. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 4, èìååì sk ∈
N(X, xk). Òàê êàê yk = x∗ + tkg, òî

ϕ(yk) = ϕ(x∗ + tkg) = ϕ(x∗) + tkϕ
′(x∗, g) + o1(tk, x

∗, g) = o1(tk, x
∗, g).

Ïîñêîëüêó äëÿ �óíêöèè ϕ â òî÷êå x∗
âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (7) è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → x∗
, òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà β(x∗) > 0 è K > 0, ÷òî

o(rk, xk, sk)

rk
> −ϕ′(xk, sk) + β(x∗) ∀k > K.

Îòñþäà

o1(tk, x
∗, g) = ϕ(yk) = ϕ(xk + rksk) =

= ϕ(xk) + rkϕ
′(xk, sk) + o(rk, xk, sk) > rkβ(x

∗) ∀k > K.

�àññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ {x∗, xk, yk}. Îáîçíà÷èì ÷å�

ðåç θk óãîë ìåæäó âåêòîðàìè pk è g, à ÷åðåç µk óãîë ìåæäó âåêòîðàìè pk è

sk. Òàê êàê

sin θk/ sinµk = rk/tk,

è pk → p 6= g, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà ν > 0 è K1 > K , ÷òî

sin θk > ν > 0 ∀k > K1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

rk > ν tk ∀k > K1.

Òàêèì îáðàçîì,

rk/tk > ν ∀k > K1.

Îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

0 > β(x∗) > 0.

Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Åñëè �óíêöèÿ ϕ, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî (2), íåïðå�

ðûâíî äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X, òî â êàæäîé ãðà�

íè÷íîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (7) íå âûïîëíåíî.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 5. Åñëè �óíêöèÿ ϕ, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî (2), ñóïåð�

äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X, òî â êàæäîé ãðàíè÷íîé

òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (7) íå âûïîëíåíî.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ω(X), ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

inf
x∈A(X)

min
‖g‖ = 1,

g ∈ N(X, x)

ϕ′(x, g) > ω(X), (12)

òî äëÿ ñåìåéñòâà øòðà�íûõ �óíêöèé {F (ck, x)} ñóùåñòâóåò òî÷íûé øòðà��

íîé ïàðàìåòð.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (12) ÿâëÿåòñÿ áîëåå êîíñòðóêòèâíûì, ÷åì óñëîâèå

ðåãóëÿðíîñòè (7), è îíî òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå óñëîâèÿ

ðåãóëÿðíîñòè â çàäà÷å ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîãî øòðà�íîãî ïàðàìåòðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ �óíêöèè ϕ â òî÷êå x ∈ bd (X) âûïîëíåíî óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè (7). Òîãäà â ýòîé òî÷êå äëÿ ìíîæåñòâà X âûïîëíåíî óñëîâèå

(11). Òàê êàê �óíêöèÿ ϕ êâàçèäè��åðåíöèðóåìà, òî äëÿ êîíóñà γ0(X, x) â
òî÷êå x ∈ X ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

γ0(X, x) = −
⋃

w∈∂ϕ(x)

(
one (∂ϕ(x) + w))∗ ,

ãäå ÷åðåç 
one (A) îáîçíà÷åíà êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A. Èñïîëü�
çóÿ ýòó �îðìóëó, âûïèøåì àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íîðìàëüíîãî êîíóñà

N(X, x) ê äàííîìó ìíîæåñòâó X â òî÷êå x ∈ bd (X) (ñì., íàïðèìåð, [13℄):

N(X, x) =
⋂

w∈∂ϕ(x)


l 
one (∂ϕ(x) + w),

çäåñü ÷åðåç 
l (A) îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A. Òîãäà â òî÷êå x ∈
bd (X) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

min
‖g‖ = 1,

g ∈ N(X, x)

ϕ′(x, g) = β(x) > 0.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè

inf
x∈A(X)

β(x) = ω(X) > 0,

òî äàííàÿ �óíêöèÿ ϕ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà

øòðà�íûõ �óíêöèé.

Ç àì å ÷ à í è å 5.1. Óñëîâèå (12) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî øòðà��

íîãî ïàðàìåòðà çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ �óíêöèè ϕ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ìíîæå�

ñòâà X , ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó A(X).

Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ èìååò âèä

ϕ(x) = max{0, f1(x), f2(x)}, x = (x1, x2) ∈ IR2,

ãäå

f1(x) = x2
1 + x2

2 − 1, f2(x) = −(x1 − 1)2 − x2
2 + 1.

Ìíîæåñòâî

X = {x ∈ IR2
∣

∣ ϕ(x) = 0}
íåâûïóêëî. �àññìîòðèì ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà X . Åñëè òî÷êà x1 ∈ X
òàêîâà, ÷òî

f1(x
1) = 0, f2(x

1) < 0,

òî x1 ∈ A(X), â ýòîé òî÷êå äëÿ ìíîæåñòâà X âûïîëíåíî óñëîâèå (11), è

∂ϕ(x1) = 
o {(0, 0), f ′
1(x

1)}, ∂ϕ(x1) = (0, 0),

N(X, x1) = {g ∈ IR2
∣

∣ g = λf ′
1(x

1), λ > 0}.
Çäåñü ÷åðåç f ′

1(x
1) îáîçíà÷åí ãðàäèåíò �óíêöèè f1 â òî÷êå x1

, à ÷åðåç 
o (A)
îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A. Òîãäà

min
‖g‖ = 1,

g ∈ N(X, x1)

ϕ′(x1, g) = 2.

Åñëè òî÷êà x1 ∈ IR2
òàêîâà, ÷òî

f1(x
1) < 0, f2(x

1) = 0,

òî x1 ∈ A(X), â ýòîé òî÷êå äëÿ ìíîæåñòâà X òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå (11) è

∂ϕ(x1) = 
o {(0, 0), f ′
2(x

1)}, ∂ϕ(x1) = (0, 0),

N(X, x1) = {g ∈ IR2
∣

∣ g = λf ′
2(x

1), λ > 0}.
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Òîãäà

min
‖g‖ = 1,

g ∈ N(X, x1)

ϕ′(x1, g) = 2.

Ïóñòü

x1 = (0.5, 0.5
√
3) ∈ bd (X), x2 = (0.5,−0.5

√
3) ∈ bd (X).

Òîãäà

f1(x
1) = 0, f2(x

1) = 0, f1(x
2) = 0, f2(x

2) = 0,

x1, x2 ∈ A(X) è â ýòèõ òî÷êàõ äëÿ ìíîæåñòâà X âûïîëíåíî óñëîâèå (11).

Èìååì

∂ϕ(x1) = 
o {(0, 0), f ′
1(x

1), f ′
2(x

1)} =

= 
o {(0, 0), (1,
√
3), (1,−

√
3)}, ∂ϕ(x1) = (0, 0),

∂ϕ(x2) = 
o {(0, 0), f ′
1(x

2), f ′
2(x

2)} =

= 
o {(0, 0), (1,−
√
3), (1,

√
3)}, ∂ϕ(x1) = (0, 0).

Òîãäà

min
‖g‖ = 1,

g ∈ N(X, x1)

ϕ′(x1, g) = 1, min
‖g‖ = 1,

g ∈ N(X, x2)

ϕ′(x2, g) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå ÷èñëà ω(X) ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 1.

Ï�ÈÌÅ� 2. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî

÷èñëà ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå IR2
, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íóëåâóþ òî÷êó. Òîãäà îíî

ìîæåò áûòü çàäàíî â âèäå (2) ñ ïîìîùüþ �óíêöèè

ϕ(x) = min
i∈I

{ϕi(x)}, ϕi(x) = |〈ai, x〉|,

I = 1, . . . , m,m > 1, x = (x1, x2) ∈ IR2,

ai ∈ IR2, ai 6= (0, 0), ai 6= µjaj, i 6= j, µj 6= 0, i, j ∈ I.

Äëÿ äàííîé �óíêöèè bd (X) = X , â êàæäîé òî÷êå x ∈ X äëÿ ìíîæåñòâà X
âûïîëíåíî óñëîâèå (11) è ìíîæåñòâî A(X) = X\(0, 0). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî

inf
x∈A(X)

min
‖g‖ = 1

g ∈ N(X, x)

ϕ′〈x, g〉 = min
i∈I

||ai||.
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