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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàçíîñòè ïîëèýäðàëü�

íûõ �óíêöèé íà R
n
. Äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

íåîãðàíè÷åííîñòè ýòèõ �óíêöèé íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n
è íåîáõî�

äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà è ìàêñèìó�

ìà íà R
n
. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ε - ñóáäè��åðåíöèàëîì è ãèïîäè��

�åðåíöèàëîì ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèè. Ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Èðèà-Óððóòè î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

ðàçíîñòè âûïóêëûõ �óíêöèé.

1

◦
.Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëèýäðàëüíûõ �óíêöèé Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

ñóùåñòâóåò ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ îïòèìèçàöèîííûõ ñâîéñòâ

ðàçíîñòè âûïóêëûõ �óíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [1-6℄). Êëàññ âûïóêëûõ �óíêöèé

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ ñðåäè ñåìåéñòâà íåãëàäêèõ �óíêöèé.

Ïîëèýäðàëüíûå �óíêöèè, â ñâîþ î÷åðåäü, íàèáîëåå ïðîñòûå ñðåäè íåãëàäêèõ

âûïóêëûõ �óíêöèé. Íàïîìíèì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ âûïóêëîãî àíàëèçà.

Â îñíîâíîì èçëîæåíèå ìàòåðèàëà âåäåòñÿ â òåðìèíîëîãèè è îáîçíà÷åíèÿõ,

ïðèíÿòûõ â êíèãå �. �îêà�åëëàðà ¾Âûïóêëûé àíàëèç¿ [7℄. Ôóíêöèÿ

f(x) = max
i∈I

{〈ai, x〉+ bi}, ai ∈ R
n, bi ∈ R, i ∈ I = 1, . . . , m,

íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèåé. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ÷åðåç 〈∗, ∗〉 îáî�
çíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïîëèýäðàëüíûå �óíêöèè îïðåäåëåíû è âû�

ïóêëû íà R
n
, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíû, è â êàæäîé òî÷êå x ∈ R

n
ñóáäè��

�åðåíöèàë ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèè åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, à èìåííî

∂f(x) = o







⋃

i∈R(x)

ai






,

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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R(x) = {i ∈ I |fi(x) = f(x)} , fi(x) = 〈ai, x〉+ bi, i ∈ I.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñóáäè��åðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ∂f : Rn −→ 2R
n

íå

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå Õàóñäîð�à.

Äëÿ �óíêöèè f â êàæäîé òî÷êå x ∈ R
n
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

ε-ñóáäè��åðåíöèàë, ïðè ýòîì ε-ñóáäè��åðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

∂εf : Rn × (0,+∞) −→ 2R
n

óæå íåïðåðûâíî ïî Õàóñäîð�ó. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûïóê�

ëîé �óíêöèè íàõîæäåíèå ε-ñóáäè��åðåíöèàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷�

íî òðóäîåìêóþ îïåðàöèþ, õîòÿ è ñóùåñòâóþò �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñ�

ëÿòü åãî äëÿ ñóììû âûïóêëûõ �óíêöèé è äëÿ �óíêöèè ìàêñèìóìà ( ñì.,

íàïðèìåð, [8, 9℄). Äëÿ ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèè �îðìóëà ε-ñóáäè��åðåíöèàëà

â êàæäîé òî÷êå x ∈ R
n
èìååò âèä [7℄

∂εf(x) =







v =

m∑

i=1

λiai ∈ R
n

∣
∣
∣
∣

m∑

i=1

λi(f(x)− 〈ai, x〉 − bi) 6 ε,

m∑

i=1

λi = 1, λi > 0, i ∈ I







.

Òàêèì îáðàçîì, ε-ñóáäè��åðåíöèàë ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèè f â êàæäîé

òî÷êå x åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Î÷åâèäíî, ÷òî ε-ñóáäè��åðåíöèàë

�óíêöèè f â òî÷êå x ïðè ε = 0 ñîâïàäàåò ñ åå ñóáäè��åðåíöèàëîì â ýòîé

òî÷êå.

Ç àì å ÷ à í è å. Òî÷êà ai, i ∈ I, áóäåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó ∂εf(x) ïðè
âñåõ ε > f(x)− 〈ai, x〉 − bi.

Ôóíêöèÿ

f ∗(v) = sup
x∈Rn

{〈x, v〉 − f(x)}, v ∈ R
n,

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé, ñîïðÿæåííîé ê �óíêöèè f . Îíà çàìêíóòà è âûïóêëà

äëÿ ëþáîé �óíêöèè f (íåîáÿçàòåëüíî âûïóêëîé). Â âûïóêëîì ñëó÷àå ïîíÿòèå

ñîïðÿæåííîé �óíêöèè ê äàííîé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Èçâåñò�

íî, ÷òî åñëè f � ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ �óíêöèÿ, òî f ∗
òàêæå åñòü

ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ �óíêöèÿ, è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f = f ∗∗. ( Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè åå íàäãðà�èê åñòü çàìêíó�

òîå ìíîæåñòâî.) Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííóþ �óíêöèþ, ìîæíî äàòü äðóãîå îïðå�

äåëåíèå ε-ñóáäè��åðåíöèàëà âûïóêëîé çàìêíóòîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè f â

òî÷êå x ∈ dom f :

∂εf(x) = {v ∈ R
n
∣
∣ f(x) + f ∗(v)− 〈x, v〉 6 ε}.

Ôóíêöèÿ, ñîïðÿæåííàÿ ê ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèè f , íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå�

ðûâíîé íà R
n
, òàê êàê ý��åêòèâíàÿ îáëàñòü ñîïðÿæåííîé �óíêöèè f ∗

åñòü
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âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðû ai, i ∈ I, ò. å.

dom f ∗ = o

{
⋃

i∈I

ai

}

.

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííàÿ �óíêöèÿ êîíå÷íà ëèøü â òî÷êàõ ýòîãî ìíîãî�

ãðàííèêà. Âíå åãî îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå +∞. Äëÿ ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèè

òàêæå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî dom ∂f ∗ = dom f ∗, ãäå

dom ∂f ∗ = {v ∈ R
n
∣
∣ ∂f ∗(v) 6= ∅}

è ∂f ∗(v) � ñóáäè��åðåíöèàë ñîïðÿæåííîé �óíêöèè f ∗
â òî÷êå v ∈ R

n
.

2

◦
. Ñâÿçü ãèïîäè��åðåíöèàëà è ε-ñóáäè��åðåíöèàëà ïîëèýä�

ðàëüíîé �óíêöèè. Â. Ô. Äåìüÿíîâ ââåë ïîíÿòèÿ ãèïîäè��åðåíöèðóåìîé

�óíêöèè è ãèïîäè��åðåíöèàëà [10℄. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ãèïîäè��åðåíöè�

ðóåìîé â òî÷êå x ∈ R
n
, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âûïóêëûé êîìïàêò df(x) ⊂

R
n+1

, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(x+∆) = f(x) + max
[a,v]∈df(x)

[a + 〈v,∆〉] + o(||∆||), a ∈ R, v ∈ R
n,

ãäå

o(||∆||)

||∆||
−→ 0 ïðè ||∆|| → 0. Ìíîæåñòâî df(x) íàçûâàåòñÿ ãèïîäè��åðåí�

öèàëîì �óíêöèè f â òî÷êå x ∈ R
n
. �èïîäè��åðåíöèàë �óíêöèè f â òî÷êå

x ∈ R
n
îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî ãèïî�

äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x ∈ R
n
, åñëè îíà ãèïîäè��åðåíöèðóåìà â íåé è â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå (â ìåòðèêå Õàóñäîð�à) ãèïî�

äè��åðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå df(x). Ïîëèýäðàëüíàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíî

ãèïîäè��åðåíöèðóåìà íà R
n
. Â êà÷åñòâå íåïðåðûâíîãî ãèïîäè��åðåíöèàëà

ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèè f â òî÷êå x ∈ R
n
ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü ìíîæåñòâî

df(x) = o

{
⋃

i∈I

(
ai

〈ai, x〉+ bi − f(x)

)}

⊂ R
n × R. (1)

Äàííîå ãèïîäè��åðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå df : Rn −→ 2R
n+1

íåïðåðûâíî ïî

Õàóñäîð�ó. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî df(x) ⊂ R
n+1

åñòü òàêæå âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê, ñîäåðæàùèéñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå

H = {z = (z1, . . . , zn, zn+1)
T ∈ R

n × R
∣
∣ zn+1 6 0},

ãäå çíàê T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå âåêòîðà.
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Äëÿ �óíêöèè f â òî÷êå x ∈ R
n
îïðåäåëèì ÷èñëî ε∗(x) > 0 ïî �îðìóëå

ε∗(x) = max
i∈I

{f(x)− fi(x)}. (2)

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 6 ε 6 ε∗(x).
Ïîëîæèì

dεf(x) =

{

z ∈ R
n+1 | z ∈ df(x), z =

(
v

t

)

, v ∈ R
n, t ∈ R, −ε 6 t 6 0

}

. (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî dεf(x) íåïóñòî, çàìêíóòî è âûïóêëî äëÿ ëþáûõ

0 6 ε 6 ε∗(x). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

dε1f(x) ⊂ dε2f(x), 0 6 ε1 6 ε2 6 ε∗(x).

ËÅÌÌÀ 1. Äëÿ ëþáûõ 0 6 ε 6 ε∗(x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∂εf(x) =

{

v ∈ R
n |

(
v

t

)

∈ dεf(x)

}

. (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ε = 0, òî äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (4) î÷åâèäíî.

Ïóñòü òåïåðü 0 < ε 6 ε∗(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî

A = {v ∈ R
n | (v, t)T ∈ dεf(x)}

è äîêàæåì âêëþ÷åíèå ∂εf(x) ⊂ A. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó v ∈ ∂εf(x).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ÷èñåë λi(x) > 0, i ∈ I,
m∑

i=1

λi(x) = 1, ÷òî ñïðà�

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

v =
m∑

i=1

λi(x)ai,
m∑

i=1

λi(x)(f(x)− 〈ai, x〉 − bi) 6 ε.

Ïîýòîìó

z =






m∑

i=1

λi(x) ai
m∑

i=1

λi(x)(〈ai, x〉+ bi − f(x))




 =

m∑

i=1

λi(x)

(
ai

〈ai, x〉+ bi − f(x)

)

∈ df(x).

(5)

Ïðè

t =

m∑

i=1

λi(〈ai, x〉+ bi − f(x))
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èìååì −ε 6 t 6 0. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è (5) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà v ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó A. Òàêèì îáðàçîì, âêëþ÷åíèå ∂εf(x) ⊂ A äîêàçàíî.

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó v ∈
A, òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî t èç îòðåçêà [−ε, 0] òàêîå, ÷òî

z = (v, t)T ∈ dεf(x) ⊂ df(x).

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ÷èñåë

λi(x) > 0, i ∈ I,

m∑

i=1

λi(x) = 1,

÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

t =
m∑

i=1

λi(x)(〈ai, x〉+ bi − f(x)), v =
m∑

i=1

λi(x)ai.

È òàê êàê

m∑

i=1

λi(x)(f(x)− 〈ai, x〉 − bi) 6 ε,

òî òî÷êà v ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ∂εf(x). Ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñïðîåêòèðîâàòü ìíîæåñòâî dεf(x) íà R

n
, òî åãî ïðî�

åêöèåé áóäåò ε-ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè f â òî÷êå x.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Äëÿ êàæäîãî ε > ε∗(x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂εf(x) = ∂ε∗(x)f(x) = o

{
⋃

i∈I

ai

}

= domf ∗.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Åñëè v 6∈ ∂εf(x), òî òî÷êà zt =

(
v

t

)

íå ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó dεf(x) íè ïðè êàêîì t ∈ [−ε, 0].

Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü f(x) = |x| = max{ x,−x }, x ∈ R, òîãäà domf ∗ =
o {−1, 1} ⊂ R.

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (1), âû÷èñëèì ãèïîäè��åðåíöèàë �óíêöèè f â òî÷êå

x ∈ R:

df(x) = o

{(
1

x− |x|

)

,

(
−1

−x− |x|

)}

⊂ R
2.

Åñëè x = 0, òî df(0) = o

{(
1
0

)

,

(
−1
0

)}

. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2) èìååì

ε∗(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂εf(0) = ∂ε∗(0)f(0) = ∂f(0) = o {−1, 1} ∀ε > 0.
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Åñëè x = 1, òî df(1) = o

{(
1
0

)

,

(
−1
−2

)}

è ε∗(1) = 2. Òàêèì îáðàçîì,

∂εf(1) = o {1− ε, 1} ⊂ R, 0 6 ε < ε∗(1),

∂εf(1) = ∂ε∗(1)f(1) = ∂f(0) = dom f ∗ ∀ε > ε∗(1).

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ãèïîäè��åðåíöèàë �óíêöèè f(x) = |x| â òî÷êå x = 1.

Â äàííîì ñëó÷àå ýòî îòðåçîê df(1) = o

{(
1
0

)

,

(
−1
−2

)}

. Äëÿ òîãî ÷òîáû

íàéòè ε - ñóáäè��åðåíöèàë ïðè ε = 0.4, íóæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ y = −ε.

Òîãäà ìíîæåñòâî dεf(1) åñòü îòðåçîê o

{(
1
0

)

,

(
0.6
−0.4

)}

. Ïîñëå åãî ïðîåê�

òèðîâàíèÿ íà îñü Ox, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ∂εf(1). Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê

∂0.4 f(1) = o {0.6, 1} åñòü ε-ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè f â òî÷êå x = 1 ïðè

ε = 0.4.

- eps = - 0.4

def(1)

df(1)

–2

–1.5

–1

–0.5

0
–1 –0.5 0.5 1

�èñ. 1

Åñëè x = −1 , òî df(−1) = o

{(
1

−2

)

,

(
−1
0

)}

è ε∗(−1) = 2. Òîãäà

∂εf(−1) = o {−1,−1 + ε} ⊂ R, 0 6 ε < ε∗(−1),

∂εf(−1) = ∂ε∗(−1)f(−1) = ∂f(0) = domf ∗ ∀ε > ε∗(−1).
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Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü f(x) = max{x+ 1, 2x}, x ∈ R.

Äëÿ äàííîé �óíêöèè domf ∗ = o {1, 2} ⊂ R. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (1),

èìååì

df(x) = o

{(
1

x+ 1− f(x)

)

,

(
2

2x− f(x)

)}

⊂ R
2.

Åñëè x = 1, òî df(1) = o

{(
1
0

)

,

(
2
0

)}

, è ε∗(1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂εf(1) = ∂ε∗(1)f(1) = ∂f(1) = o{1, 2} ∀ε > 0.

Åñëè x = 2, òî df(x) = o

{(
1
−1

)

,

(
2
0

)}

, è ε∗(2) = 1. Òàêèì îáðàçîì,

∂εf(2) = o {2− ε, 2} ⊂ R, 0 6 ε < ε∗(2),

∂εf(2) = ∂ε∗(2)f(2) = ∂f(1) = domf ∗ ∀ε > ε∗(2).

Åñëè æå x = 0 , òî df(0) = o

{(
1
0

)

,

(
2
−1

)}

. Òîãäà èç �îðìóëû (2) èìååì

ε∗(0) = 1. Èòàê,

∂εf(0) = o {1, 1 + ε} ⊂ R, 0 6 ε < ε∗(0),

∂εf(0) = ∂ε∗(0)f(0) = ∂f(1) = domf ∗ ∀ε > ε∗(0).

3

◦
. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ε-ñóáäè��åðåíöèàëà ìàêñèìó�

ìà ïîëèýäðàëüíûõ �óíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

T (f, x) = df(x) +K, Tε(f, x) = T (f, x) ∩H(ε),

ãäå

K = {g ∈ R
n+1

∣
∣ g = λe, e = (0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

n

,−1)T , λ > 0},

H(ε) = {z = (z1, . . . , zn, zn+1)
T ∈ R

n+1
∣
∣ zn+1 = −ε}.

ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ε > 0 â êàæäîé òî÷êå x ∈ R
n

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂εf(x) =

{

v ∈ R
n
∣
∣

(
v

t

)

∈ Tε(f, x)

}

. (6)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ε = 0, òî äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (6)

î÷åâèäíî. Åñëè ε > ε∗(x), òî ∂εf(x) = o {
⋃

i∈I

ai}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòèõ ε

ðàâåíñòâî (6) òàêæå èìååò ìåñòî.

Ïóñòü òåïåðü 0 < ε < ε∗(x). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (6), ÷åðåç B, ò. å.

B =

{

v ∈ R
n
∣
∣

(
v

t

)

∈ Tε(f, x)

}

=

{

v ∈ R
n
∣
∣

(
v

−ε

)

∈ Tε(f, x)

}

.

Òàê êàê dεf(x) ⊂ Tε(f, x), òî, â ñèëó ðàâåíñòâà (4), èìååì ∂εf(x) ⊂ B.
Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó v ∈

B è çà�èêñèðóåì ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî t, −ε < t < 0, ÷òî òî÷êà
z = (v, t)T ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T (f, x). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà

T (f, x), èìååì z = z1 + z2, ãäå z1 ∈ df(x), z2 ∈ K. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò

òàêîé íàáîð ÷èñåë λi(x) > 0, i ∈ I,
m∑

i=1

λi(x) = 1 è ÷èñëî 0 < µ < ε, ÷òî

z =

(
v

t

)

=






m∑

i=1

λi(x)ai
m∑

i=1

λi(x)(〈ai, x〉+ bi − f(x))




+ µ

(
0n
−1

)

=

=






m∑

i=1

λi(x)ai
m∑

i=1

λi(x)(〈ai, x〉+ bi − f(x))− µ




 .

Îòñþäà èìååì ñîîòíîøåíèå

−ε < t =

m∑

i=1

λi(x)(〈ai, x〉+ bi − f(x))− µ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

m∑

i=1

λi(x)(f(x)− 〈ai, x〉 − bi) < ε− µ < ε.

Òîãäà òî÷êà z ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ∂εf(x). Ëåììà äîêàçàíà.

4

◦
. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ðàçíîñòè âû�

ïóêëûõ �óíêöèé. Ïóñòü f1, f2 � êîíå÷íûå âûïóêëûå íà R
n
�óíêöèè è

f(x) = f1(x)− f2(x), x ∈ R
n.
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Ôóíêöèÿ f(x) êâàçèäè��åðåíöèðóåìà íà R
n
è Df(x) = [∂f1(x),−∂f2(x)] � åå

êâàçèäè��åðåíöèàë â òî÷êå x ∈ R
n
, ãäå ∂fi(x) � ñóáäè��åðåíöèàëû âûïóê�

ëûõ �óíêöèé fi(x), i = 1, 2, â òî÷êå x ∈ R
n
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîãî

àíàëèçà.

�àññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó: ìèíèìèçèðîâàòü (ìàêñèìèçèðî-

âàòü) �óíêöèþ íà R
n

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè �óíêöèè f íà R
n
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. [11℄ Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ R
n
áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà

�óíêöèè f íà R
n
, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

∂f2(x
∗) ⊂ ∂f1(x

∗). (7)

Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ R
n
áûëà òî÷êîé ìàêñèìóìà �óíêöèè f íà

R
n
, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

∂f1(x
∗) ⊂ ∂f2(x

∗).

Åñëè â òî÷êå x∗ ∈ R
n
âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

∂f2(x
∗) ⊂ int ∂f1(x

∗), (8)

òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f

íà R
n
.

Åñëè â òî÷êå x∗ ∈ R
n
âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

∂f1(x
∗) ⊂ int ∂f2(x

∗),

òî ýòà òî÷êà åñòü òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà �óíêöèè f íà R
n
.

Âïåðâûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ðàç�

íîñòè âûïóêëûõ �óíêöèé áûëè ïîëó÷åíû Èðèà-Óððóòè [4℄, êîòîðûé ïðè èõ

âûâîäå èñïîëüçîâàë ε-ñóáäè��åðåíöèàëû êàæäîé �óíêöèè. Ïðèâåäåì �îð�

ìóëèðîâêó è äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óñëîâèé.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ R
n
áûëà òî÷êîé ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

âêëþ÷åíèå

∂εf2(x
∗) ⊂ ∂εf1(x

∗) ∀ ε > 0, (9)

ãäå ∂εfi(x
∗) � ε-ñóáäè��åðåíöèàëû âûïóêëûõ �óíêöèé fi, i = 1, 2, â òî÷êå x∗.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü x∗ ∈ R
n
� òî÷êà

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è

âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó v ∈ ∂εf2(x
∗). Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f2(x
∗) + f ∗

2 (v)− 〈x∗, v〉 − ε 6 0.
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Ïîñêîëüêó â òî÷êå ìèíèìóìà �óíêöèè f âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (7) è ∂f2(x
∗) ⊂

∂εf2(x
∗), òî

f1(x
∗)− f2(x

∗) = f ∗

2 (v)− f ∗

1 (v).

Ñëåäîâàòåëüíî, f1(x
∗)+ f ∗

1 (v) = f2(x
∗)+ f ∗

2 (v). Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò, ïîëó÷èì

f1(x
∗) + f ∗

1 (v)− 〈x∗, v〉 − ε 6 0.

Èç äàííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî v ∈ ∂εf1(x
∗). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà v ∈ ∂εf2(x
∗), ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

∂εf2(x
∗) ⊂ ∂εf1(x

∗) ∀ε > 0.

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü â òî÷êå x∗ âûïîëíåíî óñëîâèå (9). Âûáåðåì ïðîèç�

âîëüíîå v ∈ domf ∗

2 . Ïîëîæèì

ε(v) = f2(x
∗) + f ∗

2 (v)− 〈x∗, v〉.

Èç íåðàâåíñòâà Þíãà�Ôåíõåëÿ ñëåäóåò, ÷òî ε(v) > 0. Ïîýòîìó v ∈ ∂ε(v)f2(x
∗).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, v ∈ ∂ε(v)f1(x
∗). Â äàííîì ñëó�

÷àå, domf ∗

2 ⊂ domf ∗

1 . Ïîòîìó èìååì

0 > f1(x
∗) + f ∗

1 (v)− 〈x∗, v〉 − ε(v) = f1(x
∗) + f ∗

1 (v)− 〈x∗, v〉−

−f2(x
∗)− f ∗

2 (v) + 〈x∗, v〉 = f(x∗) + f ∗

1 (v)− f ∗

2 (v).

Ñëåäîâàòåëüíî,

−f ∗

1 (v) > −f ∗

2 (v) + f(x∗) ∀v ∈ domf ∗

2 .

Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ R
n

f1(x) = sup
v∈Rn

{〈x, v〉 − f ∗

1 (v)} = sup
v∈domf∗

1

{〈x, v〉 − f ∗

1 (v)} >

> sup
v∈domf∗

2

{〈x, v〉 − f ∗

1 (v)} > sup
v∈domf∗

2

{〈x, v〉 − f ∗

2 (v)}+ f(x∗) = f2(x) + f(x∗).

Îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî f(x) > f(x∗) ∀x ∈ R
n. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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5

◦
. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

è ìàêñèìóìà ðàçíîñòè ïîëèýäðàëüíûõ �óíêöèé. Ïóñòü f1 è f2 � ïîëè�

ýäðàëüíûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå íà R
n
, ò. å.

f1(x) = max
i∈I

f1i(x), f1i = {〈ai, x〉+ bi}, I = {1, . . . , m},

f2(x) = max
j∈J

f2j(x), f2j(x) = {〈cj, x〉+ dj}, J = {1, . . . , p},

ãäå ai, cj ∈ R
n, bi, dj ∈ R, i ∈ I, j ∈ J.

�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = f1(x)− f2(x). Òîãäà

f(x) = max
i∈I

{〈ai, x〉+bi}−max
j∈J

{〈cj, x〉+dj} = max
i∈I

{〈ai, x〉+bi}+min
j∈J

{−〈cj , x〉−dj} =

= min
j∈J

{−〈cj , x〉 − dj +max
i∈I

{〈ai, x〉+ bi}} = min
j∈J

max
i∈I

{〈ai, x〉+ bi − 〈cj, x〉 − dj} =

= min
j∈J

max
i∈I

{〈ai − cj, x〉+ bi − dj} = min
j∈J

max
i∈I

hij(x) = min
j∈J

hj(x),

ãäå

hj(x) = max
i∈I

hij(x), hij(x) = 〈ai − cj , x〉+ bi − dj, i ∈ I, j ∈ J.

Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèþ f(x) íà R
n
. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

inf
x∈Rn

f(x) = inf
x∈Rn

min
j∈J

max
i∈I

hij(x) = inf
j∈J

inf
x∈Rn

max
i∈I

hij(x).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ êîíå÷íî�

ãî ÷èñëà ìèíèìàêñíûõ çàäà÷, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè íà êàêîì-òî ýòàïå öåëåâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿ�

åòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ñíèçó, òî, î÷åâèäíî, è èñõîäíàÿ çàäà÷à òàêæå íåîãðàíè÷å�

íà ñíèçó. Ïîòîìó ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ íåîãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè f íà R
n
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû �óíêöèÿ f áûëà íåîãðàíè÷åííîé ñíèçó íà

R
n
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë âåêòîð cj∗, j

∗ ∈ J , äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

cj∗ 6∈ o

{
⋃

i∈I

ai

}

. (10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ

f íåîãðàíè÷åíà ñíèçó íà Rn
. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ j∗ ∈ J , ÷òî �óíêöèÿ

hj∗(x) òàêæå íåîãðàíè÷åíà ñíèçó íà R
n
. Â ýòîì ñëó÷àå,

0n 6∈ dom h∗j∗ = o

{
⋃

i∈I

(ai − cj∗)

}

= o

{
⋃

i∈I

ai

}

− cj∗.
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Îòñþäà èìååì cj∗ 6∈ o

{
⋃

i∈I

ai

}

.

Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (10). Ïîâòîðèâ âûêëàäêè

â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (10) âñåãäà ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî, ïîñêîëüêó ìíî�

æåñòâà I è J êîíå÷íû.

Èç òåîðåìû 3 âûòåêàþò ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû �óíêöèÿ f áûëà íåîãðàíè÷åííîé ñíèçó

íà R
n
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

domf ∗

2 6⊂ domf ∗

1 .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû �óíêöèÿ f áûëà îãðàíè÷åííîé ñíèçó íà

R
n
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

domf ∗

2 ⊂ domf ∗

1 . (11)

Ïðè ðåøåíèè ìèíèìàêñíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü ïðèíàäëåæíîñòü

íóëåâîé òî÷êè ñóáäè��åðåíöèàëó, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîãîãðàí�

íèê. Ïóñòü çàäàí ìíîãîãðàííèê M = o

{
⋃

i∈I

ai

}

. Ñîñòàâèì �óíêöèþ

ψ(x) = max
i∈I

{〈ai, x〉+ bi},

ãäå bi, i ∈ I, � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Íàéäåì

inf
x∈Rn

ψ(x). (12)

Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî �óíêöèÿ ψ íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, òî 0 6∈M. Õîðîøî èçâåñò�

íî, ÷òî (12) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü

xn+1 = max
i∈I

{〈ai, x〉+ bi}.

�àññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó: íàéòè

inf
(x1,...,xn,xn+1)T∈X

xn+1, (13)

ãäå

X =
{
X = (x1, . . . , xn, xn+1)

T ∈ R
n × R

∣
∣ AX 6 −b

}
, b = (b1, . . . , bm) ∈ R

m.
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Ìàòðèöà A èìååò ðàçìåðm×(n+1). Êàæäàÿ ñòðî÷êà ìàòðèöû A ïðåäñòàâëÿåò

èç ñåáÿ âåêòîð ai ñ ïðèïèñàííîé ñïðàâà -1. Åñëè çàäà÷à (13) èìååò êîíå÷íîå

ðåøåíèå, òî �óíêöèÿ ψ îãðàíè÷åíà ñíèçó è 0 ∈M . Åñëè èí�èìóì â (13) ðàâåí

−∞, òî �óíêöèÿ ψ íåîãðàíè÷åíà ñíèçó è 0 6∈M .

Ç àì å ÷ à í è å. Â çàäà÷å (13) âåêòîð b ìîæåò áûòü íóëåâîé. Òîãäà íåîáõî�

äèìî ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ �óíêöèþ íà êîíóñå. Èç âûïóêëîãî àíàëèçà

èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à èìååò ëèáî íóëåâîå ðåøåíèå, ëèáî

èí�èìóì ðàâåí −∞.

Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü çàäàííîìó ìíîãî�

ãðàííèêó ëþáîé òî÷êè èç R
n
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R
n
, ò. å. âûïîëíåíî

óñëîâèå (11). Ïàðà ìíîæåñòâ Df(x) = [df1(x),−df2(x)] ÿâëÿåòñÿ êîäè��åðåí�

öèàëîì �óíêöèè f â òî÷êå x (ñì. [10℄). Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ R
n
áûëà òî÷êîé ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

óñëîâèå

df1(x
∗)
⋂

o

{(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

,

(
cj
0

)}

6= ∅ ∀j ∈ J. (14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. . Ïóñòü òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå

(14) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ j∗ = j(x∗) ∈ J , ÷òî

df1(x
∗)
⋂

o

{(
cj∗

f2j∗(x
∗)− f2(x

∗)

)

,

(
cj∗

0

)}

= ∅.

Îáîçíà÷èì ε(x∗) = f2(x
∗)− f2j∗(x

∗). Èìååì

dε(x∗)f1(x
∗)
⋂

o

{(
cj∗

f2j∗(x
∗)− f2(x

∗)

)

,

(
cj∗

0

)}

= ∅.

Ñ îäíîé ñòîðîíû cj∗ ∈ ∂ε(x∗)f2(x
∗), íî èç �îðìóë (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî cj∗ íå

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ∂ε(x∗)f1(x
∗). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó �àêòó, ÷òî òî÷êà

x∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
, ïîñêîëüêó äëÿ

êàæäîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (9).
Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (14). Òîãäà ∂f2(x
∗) ⊂ ∂f1(x

∗).
Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R

n

âûïîëíåíî. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå T (f2, x) ⊂ T (f1, x). Äëÿ ýòî�

ãî äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå df2(x) ⊂ T (f1, x). Åñëè âñå òî÷êè
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(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

, j ∈ J, ñîäåðæàòñÿ â ãèïîäè��åðåíöèàëå �óíêöèè f1 â òî÷�

êå x∗, òî

df2(x
∗) ⊂ df1(x

∗).

Ïîòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0, â ñèëó �îðìóëû (4) èìååì

∂εf2(x
∗) ⊂ ∂εf1(x

∗).

Òîãäà òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
.

Îïðåäåëèì èíäåêñíîå ìíîæåñòâî J− ⊂ J , äëÿ êîòîðîãî òî÷êè

(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

, j ∈ J− ⊂ J,

íå ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå df1(x
∗). Î÷åâèäíî, ÷òî f2j(x

∗) − f2(x
∗) < 0, åñëè

j ∈ J−
. Òàêèì îáðàçîì, â ìíîæåñòâî J−

íå âõîäÿò èíäåêñû j, äëÿ êîòîðûõ

f2j(x
∗)− f2(x

∗) = 0.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ j ∈ J−

, è ïóñòü

y(λj) = λj

(
cj
0

)

+ (1− λj)

(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

, λj ∈ [0, 1].

Òî åñòü, òî÷êà y(λj) ëåæèò íà îòðåçêå o

{(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

,

(
cj
0

)}

. Òàê êàê

âûïîëíåíî óñëîâèå (14), òî íà êàæäîì îòðåçêå

o

{(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

,

(
cj
0

)}

, j ∈ J−,

îïðåäåëèì òî÷êè y(λ2j) ïî ïðàâèëó

λ2j = min
λj∈[0,1]

λj, åñëè y(λj) ∈ df1(x
∗), j ∈ J−.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê o

{

y(λ2j),

(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)}

ñîäåðæèòñÿ â ìíî�

æåñòâå T (f1, x) äëÿ êàæäîãî j ∈ J−
. Ñòàëî áûòü, è âñå òî÷êè

(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

, j ∈ J,

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó T (f1, x). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî df2(x) ⊂ T (f1, x). Èç
ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, èç ëåììû 2 è òåîðåìû 2 ñëåäóåò âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f â òî÷êå x∗ íà R
n
. Òåîðåìà äîêàçà�

íà.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 5. Óñëîâèå (14) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

0n+1 ∈

[

df1(x
∗)− o

{(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

,

(
cj
0

)}]

∀j ∈ J.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 6. Óñëîâèå (14) ýêâèâàëåíòíî òàêîìó óñëîâèþ

0n+1 ∈
⋂

j∈J

[

df1(x
∗)− o

{(
cj

f2j(x
∗)− f2(x

∗)

)

,

(
cj∗

0

)}]

.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 7. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f

íà R
n
) Åñëè â òî÷êå x∗ ∈ R

n
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

df2(x
∗) ⊂ df1(x

∗),

òî òî÷êà x∗ åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà R
n
.

Ï�ÈÌÅ� 3. �àññìîòðèì �óíêöèþ

f(x) = f1(x)− f2(x),

f1(x) = max {|6x+ 23|, |2x+ 25|} , f2(x) = max {|4x+ 9|, |2x+ 9|} , x ∈ R,

èëè

f(x) =







−14− 2x, åñëè −∞ < x 6 −6,

34− 6x, åñëè − 6 < x 6 −3,

16, åñëè − 3 < x 6 0,

16− 2x, åñëè 0 < x 6
1

2
,

2x+ 14, åñëè

1

2
< x < +∞.

0

5

10

15

20

–10 –8 –6 –4 –2 2 4
x

�èñ. 2
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Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíà �óíêöèÿ f . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî domf ∗

1 =
o {−6, 6}, domf ∗

2 = o{−4, 4}. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó

(dom f ∗

2 ⊂ dom f ∗

1 ) è íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó. Äëÿ �óíêöèè f òî÷êà x∗ = −6
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà R. Â ýòîé òî÷êå f(−6) = −2 è

∂f1(−6) = o {−6, 2} , df1(−6) = o

{(
6

−26

)

,

(
−2
−26

)

,

(
−6
0

)

,

(
2
0

)}

,

∂f2(−6) = −4, df2(−6) = o

{(
4

−30

)

,

(
2

−18

)

,

(
−4
0

)

,

(
−2
12

)}

.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ (7) è (14) âûïîëíÿþòñÿ (ñì. ðèñ. 3).

df1(–6)

df2(–6)

–30

–25

–20

–15

–10

–5

–6 –4 –2 2 4 6

�èñ. 3

Ëþáàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà (−3, 0) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé �óíêöèè
f . Íà ýòîì èíòåðâàëå �óíêöèè f1 è f2 äè��åðåíöèðóåìû è f ′

1(x) = 2, f ′

2(x) =
2 äëÿ ëþáîãî x ∈ (−3, 0). �àññìîòðèì òî÷êó x1 = −2. Èìååì

df1(−2) = o

{(
6

−10

)

,

(
−2
−42

)

,

(
−6
−32

)

,

(
2
0

)}

,

df2(−2) = o

{(
4
−4

)

,

(
2
0

)

,

(
−4
−6

)

,

(
−2
−10

)}

.

Óñëîâèå (7) âûïîëíÿåòñÿ, à óñëîâèå (14) íå âûïîëíÿåòñÿ (ñì. ðèñ. 4).
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df2(–2)

df1(–2)

–40

–30

–20

–10

–6 –4 –2 2 4 6

�èñ. 4

�àññìîòðèì òî÷êó ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè � òî÷êó x2 =
1

2
. Òîãäà f

(
1

2

)

= 15 è

∂f1

(
1

2

)

= o {2, 6} , df1(−6) = o

{(
6
0

)

,

(
−2
−52

)

,

(
−6
−52

)

,

(
2
0

)}

,

∂f2

(
1

2

)

= 4, df2(−6) = o

{(
4
0

)

,

(
2
−1

)

,

(
−4
−22

)

,

(
−2
−21

)}

.

Çàìåòèì, ÷òî ∂f2

(
1

2

)

⊂ int ∂f2

(
1

2

)

, ò. å. âûïîëíåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (8). Óñëîâèå (14) íå âûïîëíÿåòñÿ (ñì. ðèñ. 5).

df2(1/2) df1(1/2)

–50

–40

–30

–20

–10

–6 –4 –2 2 4 6

�èñ. 5
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