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Àííîòàöèÿ Ïîíÿòèå ¾ýêçîñòåð¿ áûëî ââåäåíî Â. Ô. Äåìüÿíîâûì â ðàáîòå

[1℄. Äàëüíåéøåìó àíàëèçó ýòîãî ïîíÿòèÿ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [2�5℄. Â äàííîì

äîêëàäå äà¼òñÿ îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ñëàáûì ýêçîñòåðàì [6, 7℄.
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◦
. Îïðåäåëåíèÿ è äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü f : X → R, ãäå X ⊂ R
n
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ó �óíêöèè f â òî÷êå x ∈ X ñóùåñòâóåò âåðõíèé ýêçîñòåð, åñëè èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå

f(x+∆) = f(x) + inf
C∈E∗(x)

max
v∈C

〈v,∆〉+ ox(∆), (1)

ãäå

lim
α↓0

ox(α∆)

α
= 0 ∀ ∆ ∈ R

n, (2)

a E∗(x) � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â R
n
, íàçûâàåìîå âåðõíèì ýêçîñòå�

ðîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó �óíêöèè f â òî÷êå x ∈ X ñóùåñòâóåò íèæíèé ýêçî�

ñòåð, åñëè èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(x+∆) = f(x) + sup
C∈E∗(x)

min
v∈C

〈v,∆〉+ ox(∆), (3)

ãäå

lim
α↓0

ox(α∆)

α
= 0 ∀ ∆ ∈ R

n, (4)

a E∗(x) � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â R
n
, íàçûâàåìîå íèæíèì ýêçîñòå�

ðîì. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýêçîñòåðû îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ íåãëàäêèõ �óíêöèé, äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèÿ

(1), (3).

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Ïóñòü f(x) < ∞, ãäå x ∈ X . Ïàðà (x∗, c) ∈ R
n × R íàçûâàåòñÿ ñëàáûì

ñóáãðàäèåíòîì f â òî÷êå x, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

−c‖x− x‖+ 〈x∗, x− x〉 ≤ f(x)− f(x).

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïàð íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ñóáäè��åðåíöèàëîì �óíêöèè

f â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ ∂ωf(x).
Ïàðà (x∗, c) ∈ R

n×R íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ñóïåðãðàäèåíòîì f â òî÷êå x ∈ X ,

åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

c‖x− x‖+ 〈x∗, x− x〉 ≥ f(x)− f(x).

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïàð íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ñóïåðäè��åðåíöèàëîì �óíêöèè

f â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ ∂
ω

f(x).
Íàïîìíèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ¾îáû÷íûõ¿ ñóá- è ñóïåðäè��åðåíöèàëîâ â

ñîîòâåòñâóþùèõ íåðàâåíñòâàõ íåò ñëàãàåìîãî ñ c.

Åñëè ∂ωf(x) 6= ∅, òî �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñóáäè��åðåíöèðóåìîé â

òî÷êå x.

Åñëè ∂
ω

f(x) 6= ∅, òî �óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîé

â òî÷êå x.

Â [7℄ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü f : Rn → R ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ. Åñëè

f ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, òî f ñëàáî ñóáäè��åðåíöèðóåìà â 0n è

f(g) = sup
{
〈x∗, g〉 − c‖g‖

∣∣(x∗, c) ∈ ∂ωf(0n)
}
, ∀g ∈ R

n.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü f : Rn → R ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ. Åñëè

f ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, òî f ñëàáî ñóïåðäè��åðåíöèðóåìà â 0n è

f(g) = inf
{
〈x∗, g〉+ c‖g‖

∣∣(x∗, c) ∈ ∂
ω

f(0n)
}
, ∀g ∈ R

n.

Îáîçíà÷èì B(x∗, c) çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà c ñ öåíòðîì â x∗
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü �óíêöèÿ h : Rn → R � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà è

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó. Òîãäà ñåìåéñòâî

Eω = {B(x∗, c)| (x∗, c) ∈ ∂
ω

h(0n)}
ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ýêçîñòåðîì �óíêöèè h.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïóñòü �óíêöèÿ h : Rn → R � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà è

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó. Òîãäà ñåìåéñòâî

Eω = {B(x∗, c)| (x∗, c) ∈ ∂ωh(0n)}
ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ýêçîñòåðîì �óíêöèè h.

Òàê êàê ýòè ýêçîñòåðû êîíñòðóèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëàáûõ ñóá- è ñóïåð�

äè��åðåíöèàëîâ, òî áóäåì íàçûâàòü èõ ñëàáûìè ýêçîñòåðàìè.
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◦
. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ðàáîòû ñ ýêçîñòåðàìè åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ æåëàíèå êà�

êèì-òî îáðàçîì ¾óìåíüøèòü¿ ýòè ñåìåéñòâà (íàïðèìåð, ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ

¾ëèøíèõ¿, ¾íåíóæíûõ¿ ìíîæåñòâ). Âïåðâûå äàííóþ çàäà÷ó èçó÷àëà Â.À. �î�

ùèíà [3℄. Â ðàáîòå [6℄ íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ �îùèíîé ïðåäëàãàåòñÿ ðåøå�

íèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñëàáûõ ýêçîñòåðîâ. Èòàê, ïóñòü bd(A) îáîçíà÷àåò
ãðàíèöó ìíîæåñòâà A. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ïóñòü �óíêöèÿ h : Rn → R � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà è

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó. Òîãäà ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

Ẽω = {B(x∗, c)| (x∗, c) ∈ bd(∂ωh(0n))}

ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ýêçîñòåðîì �óíêöèè h.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6. Ïóñòü �óíêöèÿ h : Rn → R � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà è

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó. Òîãäà ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

Ẽω = {B(x∗, c)| (x∗, c) ∈ bd(∂
ω

h(0n))}

ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ýêçîñòåðîì �óíêöèè h.

Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü h : R2 → R è h(x1, x2) = −
√

x2
1 + x2

2, x = (0, 0). Âû÷èñ�
ëèì ñëàáûé ñóáäè��åðåíöèàë h â òî÷êå x. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

−c

√
x2
1 + x2

2 + ax1 + bx2 ≤ −
√

x2
1 + x2

2, ∀(x1, x2) ∈ R
2,

÷òî ýêâèâàëåíòíî

a sinα+ b cosα ≤ c− 1, ∀α ∈ [0, 2π],

ãäå sinα = x1√
x2

1
+x2

2

, cosα = x2√
x2

1
+x2

2

. ßñíî, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåä�

ëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âûïîëíåíî äëÿ α, òàêîãî ÷òî sinα =
a√

a2+b2
, cosα = b√

a2+b2
. Ïîýòîìó

∂ωh(0, 0) =
{
(a, b, c) ∈ R

2 × R
∣∣ a2 + b2 ≤ (c− 1)2, c ≥ 1

}
,

à ïî òåîðåìå 5

Ẽω =
{
B
(
(a, b), c

) ∣∣ (a, b, c) ∈ bd(∂ωh(0, 0))
}
=

=
{
B
(
(a, b), c

) ∣∣ a2 + b2 = (c− 1)2, c ≥ 1
}
.
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ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ. Ñëàáûé ñóáäè��åðåíöèàë è ñóïåðäè��åðåíöèàë íóëå�

âîé �óíêöèè 0 : Rn → R ñîâïàäàþò

∂ω0(0n) = ∂
ω

0(0n) = {(x∗, c) ∈ R
n × R| ‖x∗‖ ≤ c}.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè ïàðà (x∗, c) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ñóáãðà�

äèåíòîì, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x, è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ x = 0n äîëæíî áûòü

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

−c‖x− x‖+ 〈x∗, x− x〉 ≤ 0 ∀x ∈ R
n.

ßñíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

‖x∗‖‖x− x‖ ≤ c‖x− x‖ ∀x ∈ R
n,

îòêóäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ∂ω0(0n). Ñî�

âåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ è äëÿ

∂
ω

0(0n).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 7. Ïóñòü h : R
n → R ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ, ïîëóíåïðå�

ðûâíàÿ ñíèçó �óíêöèÿ. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ⊂ ∂ωh(0n), òàêîå

÷òî

A+ ∂ω0(0n) = ∂ωh(0n),

òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ EA = {B(x∗, c)| (x∗, c) ∈ A} � íèæíèé ýêçîñòåð

�óíêöèè h, ïîëó÷åííûé ñîêðàùåíèåì ñëàáîãî íèæíåãî ýêçîñòåðà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 8. Ïóñòü h : R
n → R ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ, ïîëóíåïðå�

ðûâíàÿ ñâåðõó �óíêöèÿ. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ⊂ ∂ωh(0n), òàêîå

÷òî

A+ ∂
ω

0(0n) = ∂
ω

h(0n),

òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ EA = {B(x∗, c)| (x∗, c) ∈ A} � âåðõíèé ýêçîñòåð

�óíêöèè h, ïîëó÷åííûé ñîêðàùåíèåì ñëàáîãî âåðõíåãî ýêçîñòåðà.

Ï�ÈÌÅ� 2. �àññìîòðèì h(x) = −|x| â òî÷êå 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ñëàáîãî

ñóáãðàäèåíòà äëÿ ëþáîãî x ∈ R äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

−c|x|+ x∗x ≤ −|x|,

îòêóäà

x∗x ≤ |x|(c− 1), ∀x ∈ R.

Òî åñòü {
x∗ ≤ c− 1 ïðè x > 0,

x∗ ≥ −c + 1 ïðè x < 0.
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Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

∂ωh(0) =
{
(x∗, c) ∈ R

n × R
∣∣ |x∗| ≤ c− 1

}
.

Ïðè A = {(0, 1)} èìååì A+ ∂ω0(0n) = ∂ωh(0). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 7 ïîëó÷àåì
EA = [−1, 1].

ÒÅÎ�ÅÌÀ 9. Ïóñòü �óíêöèÿ h : Rn → R � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà è

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó. Åñëè

A = min(∂ωh(0n), ∂
ω0(0n)) = {x ∈ ∂ωh(0n) | ({x} − ∂ω0(0n))

⋂
∂ωh(0n) = {x}},

òî EA = {B(x∗, c)| (x∗, c) ∈ A} � íèæíèé ýêçîñòåð �óíêöèè h.

Ï�ÈÌÅ� 3. �àññìîòðèì h(x) = −|x| â òî÷êå 0. Èìååì

({(0; 1)} − ∂ω0(0))
⋂

∂ωh(0) = {(0; 1)},

îòêóäà

{(0; 1)} = min(∂ωh(0), ∂ω0(0)).

Ïî òåîðåìå 9 ïîëó÷àåì EA = [−1, 1].

Îáîçíà÷èì f
↓
D
, f

↑
D
, f

↓
H
, f

↑
H
� íèæíèå è âåðõíèå ïðîèçâîäíûå Äèíè è Àäà�

ìàðà ñîîòâåòñòâåííî.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 10. Ïóñòü f : Rn → R, x ∈ R
n
è �óíêöèÿ h(g) = f

↓
D
(x, g) ïîëóíå�

ïðåðûâíà ñâåðõó. Åñëè x ëîêàëüíûé (ãëîáàëüíûé) ìèíèìóì f è ñóùåñòâóåò

A ⊂ ∂
ω

h(0n), òàêîå ÷òî A+∂
ω

0(0n) = ∂
ω

h(0n), òî âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1) 0n ∈ B(x∗, c) ∀(x∗, c) ∈ A;

2) ‖x∗‖ ≤ c, ∀(x∗, c) ∈ A;

3) A ⊂ ∂
ω

0(0n).
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Îáîçíà÷èì U(x∗, c) îòêðûòûé øàð ðàäèóñà c ñ öåíòðîì â òî÷êå x∗
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 11. Ïóñòü f : Rn → R, x ∈ R
n
è �óíêöèÿ h(g) = f

↓
H
(x, g) ïîëó�

íåïðåðûâíà ñâåðõó. Åñëè ñóùåñòâóåò A ⊂ ∂
ω

h(0n), òàêîå ÷òî A+ ∂
ω

0(0n) =
∂
ω

h(0n) è âûïîëíåíî îäíî èç íèæåîïèñàííûõ óñëîâèé, òî x ñòðîãèé ëîêàëü�

íûé ìèíèìóì �óíêöèè f :

1) 0n ∈ U(x∗, c) ∀(x∗, c) ∈ A;

2) ‖x∗‖ < c, ∀(x∗, c) ∈ A;

3) A ⊂ int

(
∂
ω

0(0n)
)
.

Àíàëîãè÷íî �îðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ ìàêñèìóìà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 12. Ïóñòü f : Rn → R, x ∈ R
n
è �óíêöèÿ h(g) = f

↑
D
(x, g) ïîëóíå�

ïðåðûâíà ñíèçó. Åñëè x ëîêàëüíûé (ãëîáàëüíûé) ìàêñèìóì f è ñóùåñòâóåò

A ⊂ ∂ωh(0n), òàêîå ÷òî A+∂ω0(0n) = ∂ωh(0n), òî âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1) 0n ∈ B(x∗, c) ∀(x∗, c) ∈ A;

2) ‖x∗‖ ≤ c, ∀(x∗, c) ∈ A;

3) A ⊂ ∂ω0(0n).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 13. Ïóñòü f : Rn → R, x ∈ R
n
è �óíêöèÿ h(g) = f

↑
H
(x, g) ïîëó�

íåïðåðûâíà ñíèçó. Åñëè ñóùåñòâóåò A ⊂ ∂ωh(0n), òàêîå ÷òî A + ∂ω0(0n) =
∂ωh(0n) è âûïîëíåíî îäíî èç íèæåîïèñàííûõ óñëîâèé, òî x ñòðîãèé ëîêàëü�

íûé ìàêñèìóì �óíêöèè f :

1) 0n ∈ U(x∗, c) ∀(x∗, c) ∈ A;

2) ‖x∗‖ < c, ∀(x∗, c) ∈ A;

3) A ⊂ int

(
∂ω0(0n)

)
.

Ï�ÈÌÅ� 4. �àññìîòðèì f(x1, x2) = −
√

x2
1 + x2

2, x = (0, 0).

h(x) = f ′
H

(
x; (g1, g2)

)
= −

√
g21 + g22.

Â ïðèìåðå 1 ìû ïîëó÷èëè

∂ωh(0, 0) =
{
(a, b, c) ∈ R

2 × R
∣∣ a2 + b2 ≤ (c− 1)2, c ≥ 1

}
.

Íî

A = min(∂ωh(0, 0), ∂ω0(0, 0)) = {(0, 0, 1)},
ïîýòîìó

A ⊂ int

(
∂ω0(0, 0)

)
=

{
(a, b, c)

∣∣ a2 + b2 ≤ c2, c > 0
}
.

Ïî òåîðåìå 13 òî÷êà x � ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì f .
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