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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàèëó÷øåãî îòäåëåíèÿ âûïóêëîé

îáîëî÷êè îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îò äðóãîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìî�

ùüþ h ãèïåðïëîñêîñòåé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó

÷èñëó çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1

◦
. Ïóñòü â R

n
çàäàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà

A = {ai}
m
i=1 è B = {bj}

k
j=1.

Ñëåäóÿ [1℄, íàçîâ¼ì âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà A è ìíîæåñòâî B ñòðîãî

h-îòäåëèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò h ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà

Hs =
{

x ∈ R
n | 〈ws, x〉 = γs

}

, ws 6= O, s ∈ 1 : h,

òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

〈ws, ai〉 < γs ïðè âñåõ i ∈ 1 : m è âñåõ s ∈ 1 : h,

〈ws, bj〉 > γs ïðè êàæäîì j ∈ 1 : k è íåêîòîðîì s ∈ 1 : h.
(1)

Íà ðèñ. 1 ïðèâåä¼í ïðèìåð ñòðîãîãî 2-îòäåëåíèÿ.

Ââåä¼ì �óíêöèþ

F (G) =
1

m

m
∑

i=1

max
s∈1:h

[

〈ws, ai〉 − γs + c
]

+
+

1

k

k
∑

j=1

min
s∈1:h

[

−〈ws, bj〉+ γs + c
]

+
.

Çäåñü G � ìàòðèöà ðàçìåðà h× (n+ 1) ñî ñòðîêàìè

gs = (ws, γs), s ∈ 1 : h;

∗
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�èñ. 1. Ñòðîãî 2-îòäåëèìûå ìíîæåñòâà

c > 0 � ïàðàìåòð è [u]+ = max{0, u} � ïëþñèêîâàÿ �óíêöèÿ. Ìàòðèöó G óêà�

çàííîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü ïîäõîäÿùåé, åñëè ó íå¼ âñå ýëåìåíòû ws
íåíóëå�

âûå (ws 6= O, s ∈ 1 : h). ßñíî, ÷òî F (G) ≥ 0 ïðè âñåõ G.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A è ìíîæåñòâî B ñòðîãî

h-îòäåëèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùàÿ ìàòðè�

öà G∗, òàêàÿ, ÷òî F (G∗) = 0.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1)

è ws 6= O ïðè âñåõ s ∈ 1 : h. Îáîçíà÷èì

δ := min
i∈1:m, s∈1:h

[

−〈ws, ai〉+ γs
]

> 0.

Êàæäîìó j ∈ 1 : k ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñ sj ∈ 1 : h, òàêîé, ÷òî

δj :=〈wsj , bj〉 − γsj > 0.

Ïðè δ∗ = min{δ, δ1, . . . , δk}, δ∗ > 0, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

δ∗ 6 −〈ws, ai〉+ γs, i ∈ 1 : m, s ∈ 1 : h,

δ∗ 6 〈wsj , bj〉 − γsj , j ∈ 1 : k.

Ïîëîæèì ws
∗
= c

δ∗
ws
, γ∗s = c

δ∗
γs. Ïîëó÷èì

〈ws
∗
, ai〉 − γ∗s + c 6 0, i ∈ 1 : m, s ∈ 1 : h;

−〈w
sj
∗ , bsj〉+ γ∗sj + c 6 0, j ∈ 1 : k.

Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ ïëþñèêîâîé �óíêöèè ñëåäóåò, ÷òî íà ïîäõîäÿùåé

ìàòðèöå G∗ ñî ñòðîêàìè (ws
∗
, γ∗s ), s ∈ 1 : h, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F (G∗) = 0.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè F (G∗) = 0 íà íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé ìàòðèöå G∗, òî

max
s∈1:h

[

〈ws
∗
, ai〉 − γ∗s + c

]

+
= 0 ïðè âñåõ i ∈ 1 : m;

min
s∈1:h

[

−〈ws
∗
, bj〉+ γ∗s + c

]

+
= 0 ïðè âñåõ j ∈ 1 : k.
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî

[

〈ws
∗
, ai〉 − γ∗s + c

]

+
= 0 ïðè âñåõ i ∈ 1 : m è âñåõ s ∈ 1 : h;

[−〈ws
∗
, bj〉+ γ∗s + c

]

+
= 0 ïðè êàæäîì j ∈ 1 : k è íåêîòîðîì s ∈ 1 : h.

Ïåðåïèøåì äâå ïîñëåäíèå �îðìóëû â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

〈ws
∗
, ai〉 6 γ∗s − c ïðè âñåõ i ∈ 1 : m è âñåõ s ∈ 1 : h;

〈ws
∗
, bj〉 > γ∗s + c ïðè êàæäîì j ∈ 1 : k è íåêîòîðîì s ∈ 1 : h.

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëîâèé (1) ñ ws = ws
∗
, γs = γ∗s .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2

◦
. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èññëåäîâàòü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

F (G) → min, (2)

ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì G ðàçìåðà h× (n+ 1).
Çàäà÷à (2) ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà�

íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ëåììó î ñóììå ìèíèìóìîâ.

Ïóñòü

M =

k
∑

j=1

min
s∈1:hj

p(s, j).

Íà ðèñ. 2 ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåíî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäå�

ëåíà �óíêöèÿ p(s, j).

�èñ. 2. Äâóõèíäåêñíîå ìíîæåñòâî

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π ìíîæåñòâî âñåõ öåïî÷åê S = (s1, s2, . . . , sk), ãäå
sj ∈ 1 : hj ïðè êàæäîì j ∈ 1 : k. Âûäåëèì â Π öåïî÷êó S∗ = (s∗1, s

∗

2, . . . , s
∗

k),
ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

s∗j ∈ 1 : hj , p(s∗j , j) = min
s∈1:hj

p(s, j).
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Ââåä¼ì �óíêöèþ

P (S) =

k
∑

j=1

p(sj , j).

ßñíî, ÷òî M = P (S∗).

ËÅÌÌÀ (î ñóììå ìèíèìóìîâ). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M = min
S∈Π

P (S). (3)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè êàæäîì S ∈ Π èìååì

P (S) =

k
∑

j=1

p(sj , j) ≥

k
∑

j=1

min
s∈1:hj

p(s, j) =M,

òàê ÷òî P (S) ≥M ïðè âñåõ S ∈ Π. Âìåñòå ñ òåì, êàê îòìå÷àëîñü, P (S∗) =M ,

ïðè÷¼ì S∗ ∈ Π. Ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (3).

Ïåðåïèøåì �îðìóëó (3) â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå

k
∑

j=1

min
s∈1:hj

p(s, j) = min
S∈Π

k
∑

j=1

p(sj , j).

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà ïîêàçûâàåò, êàê ïðàâèëüíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè çíàêè

"

∑

" è "min".

3

◦
. Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å (2). Å¼ ïîäðîáíàÿ çàïèñü âûãëÿäèò òàê:

F (G) :=
1

m

m
∑

i=1

ϕi(G) +
1

k

k
∑

j=1

ψj(G) → min, (4)

ãäå

ϕi(G) = max
s∈1:h

[

〈ws, ai〉 − γs + c
]

+
,

ψj(G) = min
s∈1:h

[

−〈ws, bj〉+ γs + c
]

+
.

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå Π =
{

S = (s1, . . . , sk) | sj ∈ 1 : h ïðè âñåõ j ∈ 1 : k
}

.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

inf
G
F (G) = min

S∈Π
inf
G

{ 1

m

m
∑

i=1

ϕi(G) +
1

k

k
∑

j=1

[

−〈wsj , bj〉+ γsj + c
]

+

}

. (5)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå î ñóììå ìèíèìóìîâ

k
∑

j=1

ψj(G) = min
S∈Π

k
∑

j=1

[

−〈wsj , bj〉+ γsj + c
]

+
.

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè F (G) ñëåäóåò, ÷òî

F (G) = min
S∈Π

{ 1

m

m
∑

i=1

ϕi(G) +
1

k

k
∑

j=1

[

−〈wsj , bj〉+ γsj + c
]

+

}

.

Çíà÷èò,

inf
G
F (G) = inf

G
min
S∈Π

{ 1

m

m
∑

i=1

ϕi(G) +
1

k

k
∑

j=1

[

−〈wsj , bj〉+ γsj + c
]

+

}

. (6)

Îñòà¼òñÿ â ïðàâîé ÷àñòè (6) ïîìåíÿòü ìåñòàìè èí�èìóì ïî G è ìèíèìóì

ïî S ∈ Π.

Òåîðåìà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à (2) ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîìó ÷èñëó ýêñ�

òðåìàëüíûõ çàäà÷ âèäà

1

m

m
∑

i=1

max
s∈1:h

[

〈ws, ai〉 − γs + c
]

+
+

1

k

k
∑

j=1

[

−〈wsj , bj〉+ γsj + c
]

+
→ inf

G
, (7)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì S ∈ Π. Â ñâîþ î÷åðåäü, çàäà÷à (7) ýêâèâàëåíòíà

çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1

m

m
∑

i=1

pi +
1

k

k
∑

j=1

qj → inf, (8)

−〈ai, w
s〉+ γs + pi > c, i ∈ 1 : m, s ∈ 1 : h;

〈bj, w
sj〉 − γsj + qj > c, j ∈ 1 : k;

pi > 0, i ∈ 1 : m; qj > 0, j ∈ 1 : k.

Ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (8) íåïóñòî (ïëàíîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, íàáîð

ws = O ïðè âñåõ s = 1 : h, γs ≡ 0, pi ≡ c, qj ≡ c) è öåëåâàÿ �óíêöèÿ îãðàíè÷å�

íà ñíèçó íóë¼ì. Çíà÷èò, âñå çàäà÷è (8) èìåþò ðåøåíèå. Ïî ýêâèâàëåíòíîñòè

çàäà÷à (7) ïðè âñåõ S ∈ Π òàêæå èìååò ðåøåíèå. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå è ó çàäà÷è (2).
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4

◦
. Ïóñòü G∗ � êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå çàäà÷è (2). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå

ñëó÷àè:

1) F (G∗) = 0 è G∗ � ïîäõîäÿùàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû G∗ ÿâëÿ�

þòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ñòðîãîãî h-îòäåëåíèÿ.

2) F (G∗) = 0 è G∗ � íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé ìàòðèöåé. Ïðè ýòîì íå âñå

ws
ðàâíû íóëåâîìó âåêòîðó (èíà÷å F (G∗) > 2c > 0). Åñëè ws

∗
= O íà

ìíîæåñòâå J ⊂ 1 : h, òî co(A) è B ñòðîãî

(

h− |J |
)

-îòäåëèìû (ñì. [1, 2℄).

3) F (G∗) > 0. Òîãäà ïî ïî òåîðåìå 1 ñòðîãîå h-îòäåëåíèå íåâîçìîæíî. Åñ�

ëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà G∗ ïîäõîäÿùàÿ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

îíà îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øåå ïðèáëèæ¼ííîå h-îòäåëåíèå ìíîæåñòâ co(A)
è B.

5

◦
. �àññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû ìíîæåñòâà A è B,

ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñâåííî èç òî÷åê

a1 = (−2, 0), a2 = (2, 0), a3 = (0, 2), a4 = (0, 1);

b1 = (0, 3), b2 = (3, 0), b3 = (−3, 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî co(A) ∩B = ∅ (ñì. ðèñ. 3).

�èñ. 3

�åøèì çàäà÷ó ñòðîãîé 2-îòäåëèìîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå

n = 2, m = 4, k = 3, h = 2.

Âûÿñíèì, êàê âûãëÿäèò çàäà÷à (8) ïðè S = (1, 1, 2). Âûïèøåì âåêòîð

íåèçâåñòíûõ

z = (w1

1, w
1

2, γ1, w
2

1, w
2

2, γ2, p1, p2, p3, p4, q1, q2, q3)
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è ìàòðèöó îãðàíè÷åíèé

D =





































2 0 1 1
−2 0 1 1
0 −2 1 1
0 −1 1 1

2 0 1 1
−2 0 1 1
0 −2 1 1
0 −1 1 1

0 3 −1 1
3 0 −1 1

−3 0 −1 1





































.

Çàäà÷à (8) ïðèìåò âèä

1

4

4
∑

i=1

pi +
1

3

3
∑

j=1

qj → inf, (9)

Dz > c e,

pi > 0, i ∈ 1 : 4; qj > 0, j ∈ 1 : 3.

ãäå e � âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå. Ïðè c = 1 ðåøåíèåì
äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

z∗ = (111.2210, 112.0012, 272.9097, −78.1474, 27.3511, 192.1601,

0.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000).

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî íóëþ. Ñòðîãîå 2-îòäåëåíèå

ìíîæåñòâ A è B ïðè S = (1, 1, 2) âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.
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b3 b2

b1

�èñ. 4

Çàäàíèå âåêòîðà èíäåêñîâ S = (1, 1, 2) ñîîòâåòñâóåò ðàçáèåíèþ ìíîæå�

ñòâà B íà äâà ïîäìíîæåñòâà {b1, b2}∪{b3}. Ýòè äâà ïîäìíîæåñòâà ñîãëàñîâàíî
îòäåëÿþòñÿ îò co(A) ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðÿìûõ

〈w1, x〉 = γ1 è 〈w2, x〉 = γ2.

Ñóùåñòâóþò åù¼ äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà B íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

{b1, b3} ∪ {b2} è {b2, b3} ∪ {b1}.

Èì ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû S = (1, 2, 1) è S = (2, 1, 1).
�åçóëüòàò ñòðîãîãî 2-îòäåëåíèÿ ïðè S = (1, 2, 1) ïîêàçàí íà ðèñ. 5.

b3 b2

b1

�èñ. 5

Ýòîò ñëó÷àé ñèììåòðè÷åí ñëó÷àþ S = (1, 1, 2).
Ïðè S = (2, 1, 1) ñòðîãîé 2-îòäåëèìîñòè íåò (ñì. ðèñ. 6).
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b3 b2

b1

�èñ. 6

�åøåíèåì çàäà÷è, àíàëîãè÷íîé (9), ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

z = (0.0000, −112.0230, −1.0000, 0.0000, 111.8673, 273.7824,

2.0000, 2.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000, 0.0000).

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî åäèíèöå.

6

◦
. Â îáùåì ñëó÷àå çàäàíèå âåêòîðà S ∈ Π ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìíîæå�

ñòâà B, ñîñòîÿùåãî èç k âåêòîðîâ, íà h ïîäìíîæåñòâ. ×èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé

è îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà (8), ê ðå�

øåíèþ êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (2).

Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ñòðîãî h-îòäåëèìû, òî ðå�

øåíèå çàäà÷è (2) ìîæíî óïðîñòèòü. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà B íà h ïîä�

ìíîæåñòâ ñëåäóåò íåçàâèñèìî ðåøàòü çàäà÷è ëèíåéíîãî îòäåëåíèÿ êàæäîãî

èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ îò ìíîæåñòâà A. Â ñëó÷àå óñïåøíîãî îòäåëåíèÿ ñîâîêóï�

íîñòü ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé îáðàçóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2).

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ïðè S = (1, 1, 2) áóäåì íåçàâèñèìî ðå�

øàòü çàäà÷è ëèíåéíîãî îòäåëåíèÿ ìíîæåñòâ {b1, b2} è {b3} îò A. Çàïèøåì

ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì. [3℄)

1

4

4
∑

i=1

pi +
1

2

2
∑

j=1

qj → inf,

−〈ai, w
1〉+ γ1 + pi > 1, i ∈ 1 : 4;

〈bj , w
1〉 − γ1 + qj > 1, j ∈ 1 : 2;

pi > 0, i ∈ 1 : 4; qj > 0, j ∈ 1 : 2,
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è

1

4

4
∑

i=1

pi + q3 → inf,

−〈ai, w
2〉+ γ2 + pi > 1, i ∈ 1 : 4;

〈b3, w
2〉 − γ2 + q3 > 1;

pi > 0, i ∈ 1 : 4; q3 > 0.

Èõ ðåøåíèÿ {w1, γ1} è {w2, γ2} îïðåäåëÿþò äâå ïðÿìûå, ñòðîãî îòäåëÿþ�

ùèå co(A) îò B (ñì. ðèñ. 7).

�èñ. 7
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