
Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÀÔÔÈÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â ÂÈÄÅ �ÀÇÍÎÑÒÈ ÏÎËÈÝÄ�ÀËÜÍÛÕ

∗

Ò. À. Àíãåëîâ

angelov.t�gmail.
om

28 ìàÿ 2015 ã.

Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêè

çàäàííîé êóñî÷íî-à��èííîé �óíêöèè â âèäå ñóììû âûïóêëîé è âîãíóòîé

ïîëèýäðàëüíûõ �óíêöèé, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ

ïîëèýäðàëüíûõ �óíêöèé. Ïðåäëîæåíû äâà àëãîðèòìà, ðåøàþùèå ïîñòàâëåí�

íóþ çàäà÷ó. Ïåðâûé àëãîðèòì îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò ëþáóþ êóñî÷íî�

à��èííóþ �óíêöèþ èç ñâîåãî êîäè��åðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ è çíà÷å�

íèÿ �óíêöèè â òî÷êå. Âòîðîé àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå

êóñî÷íî-à��èííîé �óíêöèè â ñóììó âûïóêëîé è âîãíóòîé ïîëèýäðàëüíûõ

�óíêöèé.

1

◦
. Êëàññ ðàçíîñòè âûïóêëûõ ïîëèýäðàëüíûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷�

íî õîðîøî èçó÷åííûì. Èçâåñòíû êîíñòðóêòèâíûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ ýòîãî êëàññà [1℄. Íà áàçå ýòèõ óñëîâèé

ìîæíî ñòðîèòü ý��åêòèâíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè.

Ââåä¼ì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîä 〈·, ·〉 áóäåì ïîíèìàòü

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ. Ïóñòü I, J � êîíå÷íûå èíäåêñíûå

ìíîæåñòâà.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1 ([2℄). Ôóíêöèÿ

f(x) = max
i∈I

{ai + 〈vi, x〉}, vi, x ∈ R
n, ai ∈ R, (1)

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèåé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà¼òñÿ âîãíóòàÿ ïîëèýäðàëüíàÿ �óíêöèÿ.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ôóíêöèÿ

f(x) = min
j∈J

{bj + 〈wj, x〉}, wj, x ∈ R
n, bj ∈ R, (2)

íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèåé.

Ïî óìîë÷àíèþ ïîä ïîëèýäðàëüíîé �óíêöèåé ïîíèìàåòñÿ âûïóêëàÿ ïîëè�

ýäðàëüíàÿ �óíêöèÿ.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ïðîñòðàíñòâîì êóñî÷íî-à��èííûõ �óíêöèé (îáîçíà�

÷èì åãî F) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå à��èííûå �óíê�

öèè è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ êîíå÷íîãî ìàêñèìóìà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî F ñîäåðæèò �óíêöèè âèäà

f =
∑

i∈I

αi max
j∈Ji

f
j
i ,

ãäå αi ∈ R è âñå f
j
i ïðèíàäëåæàò F.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 ([3, 4℄). Êóñî÷íî-à��èííàÿ �óíêöèÿ f ∈ F äîïóñêàåò ïðåä�

ñòàâëåíèå

f(x) = max
i∈I

{ai + 〈vi, x〉}+min
j∈J

{bj + 〈wj, x〉}, (3)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

f(x) = max
i∈I

{ai + 〈vi, x〉} −max
j∈J

{−bj + 〈−wj , x〉}.

Â äîêëàäå îïèñûâàþòñÿ äâà àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ êóñî÷íî-à��èííûõ

�óíêöèé ê ñòàíäàðòíîìó âèäó (3).

2

◦
. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè è êðàéíèõ òî÷åê âûïóêëî�

ãî ìíîæåñòâà (ñì. [5℄).

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé coM ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ

íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå M .

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Òî÷êà p âûïóêëîãî ìíîæåñòâà S ⊂ R
n
íàçûâàåòñÿ

êðàéíåé, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïàðû òî÷åê a, b ∈ S òàêèõ, ÷òî p ëåæèò â èí�

òåðâàëå (a, b).

Ìíîæåñòâî E êðàéíèõ òî÷åê S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèìåíüøåå ïîäìíîæå�

ñòâî S, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî coE = coS.
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Çàäàäèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

M =
⋃

i∈I

(

ai
vi

)

,

ãäå ai ∈ R, vi ∈ R
n
. Ïóñòü E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êðàéíèõ òî÷åê ìíîæå�

ñòâà coM :

E =
⋃

i∈I0

(

ai
vi

)

,

ãäå I0 ⊂ I. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ËÅÌÌÀ 1 ([6℄). Äëÿ �óíêöèé

ϕM(x) = max
i∈I

{ai + 〈vi, x〉}

è

ϕE(x) = max
i∈I0

{ai + 〈vi, x〉}

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕM(x) = ϕE(x).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Êðåéíà-Ìèëüìàíà ([7℄, ñ. 32) ëþáîé âåêòîð

(a, vT )T èç âûïóêëîãî ìíîæåñòâà coM ïðåäñòàâèì â âèäå âûïóêëîé êîìáèíà�

öèè êðàéíèõ òî÷åê coM :

(

a

v

)

=
∑

j∈I0

αj

(

aj
vj

)

,
∑

j∈I0

αj = 1, αj ≥ 0, j ∈ I0.

Ïðè i ∈ I \ I0 ïîëó÷àåì

ai + 〈vi, x〉 =
∑

j∈I0

αj(aj + 〈vj , x〉) ≤
∑

j∈I0

αjϕE(x) = ϕE(x),

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

max
i∈I\I0

{ai + 〈vi, x〉} ≤ max
i∈I0

{ai + 〈vi, x〉}. (4)

Íà îñíîâàíèè (4) çàêëþ÷àåì, ÷òî

ϕM(x) =max{max
i∈I\I0

{ai + 〈vi, x〉},max
i∈I0

{ai + 〈vi, x〉}} =

=max
i∈I0

{ai + 〈vi, x〉} = ϕE(x).

Ëåììà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

max
i∈I

{ai + 〈vi, x〉} = max
(a,vT )T∈coM

{a+ 〈v, x〉}. (5)

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äèñêðåòíîãî ìèíèìóìà.
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3

◦
. Íèæå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïåðåâîäà ïðîèçâîëüíîé êóñî÷íî-à��èí�

íîé �óíêöèè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó (3). Äëÿ ýòîãî ñïåðâà íàïîìíèì îïðåäåëå�

íèÿ êîäè��åðåíöèàëà (ñì. [8℄).

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 6. Ïóñòü X ⊂ R
n
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî è x ∈ X . Áó�

äåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f , çàäàííàÿ è êîíå÷íàÿ íà X , êîäè��åðåíöèðó�

åìà â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå âûïóêëûå êîìïàêòû df(x) ⊂ R
n+1

è

df(x) ⊂ R
n+1

, ÷òî

f(x+∆) = f(x) + Φx(∆) + ox(∆), (6)

ãäå

Φx(∆) = max
(a,v)T∈df(x)

{a+ 〈v,∆〉}+ min
(b,w)T∈df(x)

{b+ 〈w,∆〉},

ox(α∆)

α
−−→
α↓0

0 ∀∆ ∈ R
n. (7)

Çäåñü a, b ∈ R, v, w ∈ R
n
. Åñëè (7) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî ∆ èç

S = {∆ ∈ R
n | ‖∆‖ = 1}, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f êîäè��åðåíöè�

ðóåìà â òî÷êå x ðàâíîìåðíî ïî íàïðàâëåíèÿì. Ïàðà Df(x) = [df(x), df(x)]
íàçûâàåòñÿ êîäè��åðåíöèàëîì f â òî÷êå x, df(x) � ãèïîäè��åðåíöèàëîì, à

df(x) � ãèïåðäè��åðåíöèàëîì.

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ âèäà (3) ÿâëÿåòñÿ êîäè��åðåíöèðóåìîé è íàéä¼ì

å¼ êîäè��åðåíöèàë.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ëþáàÿ êóñî÷íî-à��èííàÿ �óíêöèÿ f ∈ F ÿâëÿåòñÿ êîäè��å�

ðåíöèðóåìîé. Ïðè ýòîì, ðàçëîæåíèå �óíêöèè f(x) èìååò âèä

f(x+∆) = f(x) + max
(a,vT )T∈df(x)

{a+ 〈v,∆〉}+ min
(b,wT )T∈df(x)

{b+ 〈w,∆〉}.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (3) �óíêöèè f ∈ F:

f(x) = f1(x) + f2(x),

ãäå

f1(x) = max
i∈I

ϕi(x), ϕi(x) = ai + 〈vi, x〉,

f2(x) = min
j∈J

ψj(x), ψj(x) = bj + 〈wj, x〉.
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Èìååì

f(x+∆)− f(x) = max
i∈I

{ϕi(x+∆)− f1(x)}+min
j∈J

{ψj(x+∆)− f2(x)} =

= max
i∈I

{ϕi(x)− f1(x) + 〈vi,∆〉}+min
j∈J

{ψj(x)− f2(x) + 〈wj,∆〉}.

Â ñèëó (5) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â âèäå (6):

f(x+∆) = f(x) + max
(a,vT )T∈df(x)

{a+ 〈v,∆〉}+ min
(b,wT )T∈df(x)

{b+ 〈w,∆〉},

ãäå

df(x) = co

{

⋃

i∈I

(

ϕi(x)− f1(x)
vi

)

}

, df(x) = co

{

⋃

j∈J

(

ψj(x)− f2(x)
wj

)

}

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ëþáàÿ êóñî÷íî-à��èííàÿ �óíêöèÿ f ∈ F îäíîçíà÷íî âîñ�

ñòàíàâëèâàåòñÿ â âèäå ñóììû âûïóêëîé è âîãíóòîé ïîëèýäðàëüíûõ �óíêöèé,

åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèå �óíêöèè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x̂ ∈ R
n
è ñîîòâåò�

ñòâóþùèé êîäè��åðåíöèàë Df(x̂).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f ∈ F íå îáÿçàòåëüíî âèäà (3).

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, âûáåðåì x̂ = 0n. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîäè��åðåíöèàëà

�óíêöèè â òî÷êå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàáîòàìè [8�10℄. Âû÷èñëèì f(0n) è
Df(0n) = [df(0n), df(0n)], ãäå

df(0n) = co

{

⋃

i∈I

(

ai
vi

)

}

, df(0n) = co

{

⋃

j∈J

(

bj
wj

)

}

,

ai, bj ∈ R, vi, wj ∈ R
n
, i ∈ I, j ∈ J . Â ñèëó òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå�

íèå

f(∆) = f(0n) + max
(a,vT )T∈df(x)

{a+ 〈v,∆〉}+ min
(b,wT )T∈df(x)

{b+ 〈w,∆〉}.

Òåïåðü âîññòàíîâèì êîíå÷íûå íàáîðû à��èííûõ �óíêöèé ïîä ìàêñèìóìîì

è ìèíèìóìîì (ñì. (5)):

f(∆) = f(0n) + max
i∈I

{ai + 〈vi,∆〉}+min
j∈J

{bj + 〈wj,∆〉} =

= max
i∈I

{f(0n) + ai + 〈vi,∆〉}+min
j∈J

{bj + 〈wj,∆〉}. (8)

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.



6

Îïèøåì îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíèÿ êóñî÷íî-à��èííîé �óíê�

öèè â âèäå (8).

Àëãîðèòì 1. Ïóñòü çàäàíà êóñî÷íî-à��èííàÿ �óíêöèÿ f ∈ F.

1) Èñïîëüçóÿ êîäè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå (ñì. [8�10℄) âû÷èñëèì f(0n)
è Df(0n) = [df(0n), df(0n)], ãäå

df(0n) = co

{

⋃

i∈I

(

ai
vi

)

}

, df(0n) = co

{

⋃

j∈J

(

bj
wj

)

}

,

ai, bj ∈ R, vi, wj ∈ R
n
, i ∈ I, j ∈ J .

2) Çàïèøåì f(x) â âèäå (8)

f(x) = max
i∈I

{f(0n) + ai + 〈vi, x〉}+min
j∈J

{bj + 〈wj, x〉}. (9)

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ï�ÈÌÅ� 1. �àññìîòðèì �óíêöèþ f : R → R âèäà (ñì. ðèñ. 1)

f(x) = max {min{0,−x− 1}, 1 + min{x,−x}, x− 3} . (10)

0 x

f(x)

1-1 2

1

-1

�èñ. 1. �ðà�èê �óíêöèè (10)

Èìååì f(0) = 1. Âû÷èñëèì êîäè��åðåíöèàë Df(0) = [df(0), df(0)] �óíê�
öèè f(x) â òî÷êå x = 0. Çäåñü

df(0) = co

{

⋃

i=1:8

(

ai
vi

)

}

=

= co

{(

−4
3

)

,

(

−5
2

)

,

(

−4
1

)

,

(

−5
0

)

,

(

0
1

)

,

(

−1
0

)

,

(

−2
1

)

,

(

−2
−1

)}

,

(11)
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df(0) = co

{

⋃

j=1:4

(

bj
wj

)

}

= co

{(

0
2

)

,

(

−1
1

)

,

(

0
0

)

,

(

−1
−1

)}

. (12)

Çàïèøåì �óíêöèþ (10) â âèäå (9):

f(x) = max
i=1:8

{f(0n) + ai + 〈vi, x〉}+ min
j=1:4

{bj + 〈wj, x〉}. (13)

Â ñèëó (11)�(13) ïîëó÷èì

f(x) =max{−3 + 3x,−4 + 2x,−3 + x,−4, 1 + x, 0,−1 + x,−1 − x}+

+min{2x,−1 + x, 0,−1− x}.

4

◦
. �àññìîòðèì åùå îäèí ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ êóñî÷íî-à��èííûõ �óíê�

öèé â âèäå (3), êîòîðûé íå èñïîëüçóåò âû÷èñëåíèå êîäè��åðåíöèàëà.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñõåìàòè÷íî ðàçëîæåíèå �óíêöèè (10) èç ïðèìåðà 1 â

âèäå äåðåâà (ñì ðèñ. 2).

max

min + +

0 + 1 min x −

− − x − 3

x 1 x

�èñ. 2. Äåðåâî �óíêöèè (10)

Ïîñòðîèòü åãî ìîæíî, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ïîëüñêóþ çàïèñü [11℄.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âñåâîçìîæíûå ñóïåðïîçè�

öèè �óíêöèé âçÿòèÿ ïîòî÷å÷íîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà, à��èííûõ �óíê�

öèé îò ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ, à òàêæå àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé

ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå. Ïðèâåä¼ì òðè î÷åâèäíûõ ïðåäëîæåíèÿ, êî�

òîðûå îáåñïå÷àò èñ÷èñëåíèå ñóïåðïîçèöèé ýëåìåíòîâ äåðåâà.
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Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü

f1(x) = max
i=1:r

{a1,i + 〈v1,i, x〉}+ min
j=1:s

{b1,j + 〈w1,j, x〉}, (14)

f2(x) = max
i=1:t

{a2,i + 〈v2,i, x〉}+ min
j=1:u

{b2,j + 〈w2,j, x〉}.

Òîãäà äëÿ �óíêöèè

f(x) = f1(x) + f2(x)

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = max
i=1:r

{ai + 〈vi, x〉}+ min
j=1:s

{bj + 〈wj, x〉}, (15)

ãäå r = rt, s = su,
(

ai
vi

)

=

(

a(k−1)t+ℓ

v(k−1)t+ℓ

)

=

(

a1,k + a2,ℓ
v1,k + v2,ℓ

)

, k = 1 : r, ℓ = 1 : t, (16)

(

bj
wj

)

=

(

b(k−1)u+ℓ

w(k−1)u+ℓ

)

=

(

b1,k + b2,ℓ
w1,k + w2,ℓ

)

, k = 1 : s, ℓ = 1 : u. (17)

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Äëÿ �óíêöèè

f(x) = λf1(x),

ãäå f1(x) èìååò âèä (14), ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = max
i=1:r

{ai + 〈vi, x〉}+ min
j=1:s

{bj + 〈wj, x〉},

ãäå äëÿ λ ≥ 0 r = r, s = s,
(

ai
vi

)

=

(

λa1,i
λv1,i

)

, i = 1 : r,

(

bj
wj

)

=

(

λb1,j
λw1,j

)

, j = 1 : s,

à äëÿ λ ≤ 0 r = s, s = r,
(

ai
vi

)

=

(

λb1,i
λw1,i

)

, i = 1 : s,

(

bj
wj

)

=

(

λa1,j
λv1,j

)

, j = 1 : r.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3 ([8℄, ñ. 116). Ïóñòü çàäàíû �óíêöèè

f1, . . . , fk : Rn → R, ïðè÷åì fi(x) = χi(x) + ψi(x), i ∈ 1 : k. Òîãäà

max
i∈1:k

fi(x) = max
j∈1:k

{

χj(x)−
∑

i∈1:k,i 6=j

ψi(x)

}

+
k

∑

i=1

ψi(x), (18)

min
i∈1:k

fi(x) =

k
∑

i=1

χi(x) + min
j∈1:k

{

ψj(x)−
∑

i∈1:k,i 6=j

χi(x)

}

. (19)
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3 â êíèãå [8℄ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèì.

Áîëåå èçÿùíûé âàðèàíò ïðèâåäåí â äîêëàäå [6℄.

Îïèøåì îñíîâíûå øàãè âòîðîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíèÿ êóñî÷íî-à��èí�

íîé �óíêöèè â âèäå (3).

Àëãîðèòì 2. Ïóñòü çàäàíû �óíêöèÿ f ∈ F è âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn)
T
.

1) �àçëîæèì �óíêöèþ f(x) â âèäå äåðåâà òàê, ÷òîáû íà âåðøèíàõ äåðåâà

íàõîäèëèñü òîëüêî ïåðåìåííûå xi, i = 1 : n, è ïîëîæèòåëüíûå ñêàëÿðû.

2) Çàïèøåì ýëåìåíòû âåêòîðà x ∈ R
n
â âèäå (3):

xi = max{0 + 〈ei, x〉}+min{0 + 〈0n, x〉}, (20)

ãäå ei = (0
1
, 0
2
, . . . , 0

i−1
, 1
i
, 0
i+1
, . . . , 0

n
)T , i = 1 : n. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïè�

ñûâàåì ñêàëÿðû c ∈ R+:

c = max{c+ 〈0n, x〉}+min{0 + 〈0n, x〉}. (21)

3) Ïðîèçâåä¼ì äâèæåíèå ïî äåðåâó ñíèçó ââåðõ. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæå�

íèÿ 1-3, çàïèøåì êàæäóþ ñóïåðïîçèöèþ ýëåìåíòîâ äåðåâà â âèäå ñóììû

ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà îò à��èííûõ �óíêöèé, ò. å.

max
i=1:r

{ai + 〈vi, x〉}+ min
j=1:s

{bj + 〈wj, x〉}. (22)

Ïî äîñòèæåíèè âåðøèíû äåðåâà ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå �óíê�

öèè f(x) â âèäå (3).

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ ðàáîòó àëãîðèòìà 2.

Ï�ÈÌÅ� 2. Âîñïîëüçóåìñÿ �óíêöèåé f : R → R èç ïðèìåðà 1:

f(x) = max {min{0,−x− 1}, 1 + min{x,−x}, x− 3} . (23)

Ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå �óíêöèè (23) â âèäå äåðåâà (ñì ðèñ. 2). �àññìîòðèì

ýëåìåíòû äåðåâà ñíèçó ââåðõ. Êàæäóþ �óíêöèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñóïåðïîçè�

öèþ ýëåìåíòîâ, çàïèøåì â âèäå (22). Ïîäðîáíî ðàñïèøåì àëãîðèòì äëÿ ëåâîé

âåòâè äåðåâà

ϕ(x) := min{0,−x− 1}.

Äëÿ �óíêöèè ϕ1(x) := 0 ïîëîæèì

ϕ1(x) = max{0 + 0 · x}+min{0 + 0 · x}.

Èñïîëüçóÿ (20), �óíêöèþ ϕ2(x) := x ïðåäñòàâèì â âèäå (22):

ϕ2(x) = max{0 + 1 · x}+min{0 + 0 · x}.
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Äëÿ �óíêöèè ϕ3(x) := −x âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 2, ãäå λ = −1 è

f1(x) = ϕ2(x). Ïîëó÷èì

ϕ3(x) = max{0 + 0 · x} +min{0 + (−1) · x}.

Èñïîëüçóÿ (21), �óíêöèþ ϕ4(x) := 1 ïðåäñòàâèì â âèäå (22):

ϕ4(x) = max{1 + 0 · x}+min{0 + 0 · x}.

Äëÿ �óíêöèè ϕ5(x) := −1 âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 2, ãäå λ = −1 è

f1(x) = ϕ4(x). Ïîëó÷èì

ϕ5(x) = max{0 + 0 · x} +min{−1 + 0 · x}.

Äàëåå äëÿ ñóììû ϕ6(x) := ϕ3(x)+ϕ5(x) íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷èì

ϕ6(x) = max{0 + 0 · x} +min{−1 + (−1) · x}.

×òîáû çàêîí÷èòü ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè ϕ(x) = min{ϕ1(x), ϕ6(x)}, îáðàòèì�
ñÿ ê �îðìóëå (19) ïðåäëîæåíèÿ 3. Ïîëîæèì f1(x) := ϕ1(x), f2(x) := ϕ6(x), ãäå
ϕ1(x) = χ1(x) + ψ1(x) è ϕ6(x) = χ2(x) + ψ2(x),

χ1(x) = max{0 + 0 · x}, ψ1(x) = min{0 + 0 · x},

χ2(x) = max{0 + 0 · x}, ψ2(x) = min{−1 + (−1) · x}.

Òîãäà

min{0,−x− 1} ≡ max{0 + 0 · x}+max{0 + 0 · x}+

+min {min{0 + 0 · x} −max{0 + 0 · x},min{−1 + (−1) · x} −max{0 + 0 · x}} =

= max{0 + 0 · x} +min {min{0 + 0 · x},min{−1 + (−1) · x}} =

= max{0 + 0 · x} +min{0 + 0 · x,−1 + (−1) · x}.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ïðîäîëæèì äâèæåíèå ââåðõ ïî äåðåâó äî ïîëó÷åíèÿ êî�

íå÷íîãî ðåçóëüòàòà:

f(x) =max {min{0,−x− 1}, 1 + min{x,−x}, x− 3} =

=max{2− 2x, 2, 3− x, 4,−1− x,−1 + x, 0, 2x}+

+min{−2 + 2x,−2,−3 + x,−3 − x}.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Â ïðåäëîæåíèè 1 âåêòîðû (ñì. (16), (17))

(

ai
vi

)

, i = 1 : r,

(

bj
wj

)

, j = 1 : s,
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�îðìèðóþòñÿ, èñïîëüçóÿ ñóììó ïî Ìèíêîâñêîìó, ò. å. êàæäûé ýëåìåíò îäíî�

ãî ìíîæåñòâà ñêëàäûâàåòñÿ ñî âñåìè ýëåìåíòàìè äðóãîãî ìíîæåñòâà. Ïîëó÷à�

þòñÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

�óíêöèè â âèäå (22), ÷òî îòðèöàòåëüíî áóäåò ñêàçûâàòüñÿ ïðè äàëüíåéøèõ

÷èñëåííûõ ìàíèïóëÿöèÿõ ñ ïðåîáðàçîâàííîé �óíêöèåé (15). Îïèøåì îäèí ìå�

òîä óäàëåíèÿ èçáûòî÷íûõ òî÷åê íà ïðèìåðå äèñêðåòíîãî ìàêñèìóìà â �óíê�

öèè (15). Ïóñòü

M =
⋃

i=1:r

(

ai
vi

)

.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàéíèå òî÷êè âûïóêëîé îáîëî÷�

êè coM èìåþò èíäåêñû i = 1 : r̂, r̂ ≤ r. Òîãäà èç ëåììû 1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

max
i=1:r

{ai + 〈vi, x〉} = max
i=1:r̂

{ai + 〈vi, x〉}.

Òàêèì îáðàçîì âåêòîðû (ai, v
T
i )

T
, i = r̂ + 1 : r, ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè îïèñàííîãî â çàìå÷àíèè 1 ý��åêòà ðàññìîòðèì âûïóê�

ëóþ ïîëèýäðàëüíóþ �óíêöèþ

χ(x) = max{2− 2x, 2, 3− x, 4,−1− x,−1 + x, 0, 2x}. (24)

Ôóíêöèÿ (24) ýêâèâàëåíòíà �óíêöèè âçÿòèÿ ïîòî÷å÷íîãî ìàêñèìóìà îò ìåíü�

øåãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ

χ(x) ≡ max{2− 2x, 4,−1− x,−1 + x, 2x}.

0 a

v

⊙ ⊙

⊙

1-1 2 3 4

1

-1

-2

�èñ. 3. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîý��èöèåíòîâ (24)

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû êîý��èöèåíòîâ ïîä÷åðêíóòûõ �óíêöèé èç (24), êîòî�

ðûå íà ðèñ. 3 îáâåäåíû êðóæêàìè, ÿâëÿþòñÿ íåèí�îðìàòèâíûìè ïðè ïîñòðî�

åíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè.
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Ç àì å ÷ à í è å 2. Â àëãîðèòìå 2 âûðàæåíèå (22) çàäàåòñÿ íå åäèíñòâåííûì

îáðàçîì. Ïî õîäó èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà 2 áóäåì ñòàðàòüñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå

â (22) çàïèñûâàòü ðàâíûì òîæäåñòâåííîìó íóëþ.

×òîáû îñóùåñòâèòü îïòèìèçàöèþ çàïèñè (22), âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì

ïðåäëîæåíèåì.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Åñëè â âûðàæåíèè (22) s = 1, òî

max
i=1:r

{ai + 〈vi, x〉}+ min
j=1:1

{bj + 〈wj, x〉} =

= max
i=1:r

{ai + b1 + 〈vi + w1, x〉}+min{0 + 〈0n, x〉}. (25)

Ï�ÈÌÅ� 3. �àññìîòðèì �óíêöèþ f : R2 → R:

f(x) = max

{

max{x1 − x2,−x1 + x2},

min
{

max{−x1 − x2 + 3, x1 + x2 − 3},max{−x1 − x2 + 7, x1 + x2 − 6}
}

}

. (26)

Ïîäðîáíî ðàñïèøåì øàãè àëãîðèòìà 2 äëÿ �óíêöèè (ñì. ðèñ. 4)

ϕ(x) := max{x1 − x2,−x1 + x2}. (27)

max

+ +

x1 − − x2

x2 x1

�èñ. 4. Äåðåâî �óíêöèè (27)

Èñïîëüçóÿ (20), �óíêöèè ϕ1(x) := x1 è ϕ2(x) := x2 ïðåäñòàâèì â âèäå (22):

ϕ1(x) = max{0 + 〈(1, 0)T , x〉}+min{0 + 〈(0, 0)T , x〉},

ϕ2(x) = max{0 + 〈(0, 1)T , x〉}+min{0 + 〈(0, 0)T , x〉}.
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Äëÿ �óíêöèè ϕ3(x) := −x2 âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 2, ãäå λ = −1 è

f1(x) = ϕ2(x). Ïîëó÷èì

ϕ3(x) = max{0 + 〈(0, 0)T , x〉}+min{0 + 〈(0,−1)T , x〉}.

Äàëåå äëÿ ñóììû ϕ4(x) := ϕ3(x)+ϕ1(x) âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 1. Èìååì

ϕ4(x) = max{0 + 〈(1, 0)T , x〉}+min{0 + 〈(0,−1)T , x〉}.

Çàïèñûâàåì �óíêöèþ ϕ4(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîä �óíêöèåé âçÿòèÿ ìè�

íèìóìà îñòàëñÿ òîæäåñòâåííûé íîëü (ñì. (25)), ò. å.

ϕ4(x) = max{0 + 〈(1,−1)T , x〉}+min{0 + 〈(0, 0)T , x〉}.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàåì �óíêöèþ ϕ5(x) := x2 − x1:

ϕ5(x) = max{0 + 〈(−1, 1)T , x〉}+min{0 + 〈(0, 0)T , x〉}.

×òîáû çàêîí÷èòü ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè ϕ(x) = max{ϕ4(x), ϕ5(x)} îáðàòèì�
ñÿ ê �îðìóëå (18) ïðåäëîæåíèÿ 3. Ïîëîæèì f1(x) = ϕ4(x) è f2(x) = ϕ5(x), ãäå
ϕ4(x) = χ1(x) + ψ1(x) è ϕ5(x) = χ2(x) + ψ2(x),

χ1(x) = max{0 + 〈(1,−1)T , x〉}, ψ1(x) = min{0 + 〈(0, 0)T , x〉},

χ2(x) = max{0 + 〈(−1, 1)T , x〉}, ψ2(x) = min{0 + 〈(0, 0)T , x〉}.

Òîãäà

max{x1 − x2,−x1 + x2} =

= max
{

max{0 + 〈(1,−1)T , x〉} −min{0 + 〈(0, 0)T , x〉},

max{0 + 〈(−1, 1)T , x〉} −min{0 + 〈(0, 0)T , x〉}
}

+

+min{0 + 〈(0, 0)T , x〉}+min{0 + 〈(0, 0)T , x〉} =

= max{0 + 〈(1,−1)T , x〉, 0 + 〈(−1, 1)T , x〉}+min{0 + 〈(0, 0)T , x〉}.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàÿ äëÿ îñòàëüíûõ ÷àñòåé �óíêöèè f , ïîëó÷àåì íóæíîå íàì

ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = max
(ai,vTi )T∈M1

{ai + 〈vi, x〉}+ min
(bj ,wT

j
)T∈M2

{bj + 〈wj, x〉},

ãäå

M1 =











−16
2
2



,





−11
0
0



,





−3
0
0



,





2
−2
−2



,





−10
0
2



,





−5
−2
0



,





−13
0
2



,





0
−2
0



,





−10
2
0



,





−5
0
−2



,





−13
2
0



,





0
0
−2











, M2 =











10
−1
−1



,





5
1
1



,





13
−1
−1



,





0
1
1











.

Îòìåòèì, ÷òî âñå òî÷êè èç M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè äëÿ ñâîèõ âûïóêëûõ

îáîëî÷åê.
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