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◦
. Ïóñòü D � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà ïîðÿä�

êà n è c � n-ìåðíûé âåêòîð. �àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

Q(x) := 1

2
〈Dx, x〉+ 〈c, x〉 → min

x∈Rn

. (1)

Å¼ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Dx = −c.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ìàò�

ðèöó B ïîðÿäêà n. Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà B1/2
ñî ñâîéñòâîì B1/2B1/2 = B. Îáî�

çíà÷èì

A = B1/2DB1/2, b = −B1/2c.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í�

íîé.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1) ðàññìîòðèì åù¼ îäíó ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

F (y) := 1

2
〈Ay, y〉 − 〈b, y〉 → min

y∈Rn

. (2)

Å¼ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Ay = b

èëè, â ðàçâ¼ðíóòîé çàïèñè,

B1/2DB1/2y = −B1/2c.

ßñíî, ÷òî ðåøåíèÿ x∗, y∗ çàäà÷ (1) è (2) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

x∗ = B1/2y∗.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè

¾CNSA & NDO¿: http://www.apmath.spbu.ru/
nsa/
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◦
. Îïèøåì îáùèé øàã ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ðåøåíèå çà�

äà÷è (2) (ñì., íàïðèìåð, [1℄).

k-é øàã. Ê ýòîìó ìîìåíòó óæå èìåþòñÿ

yk−1, g̃k−1 :=Ayk−1 − b 6= O, s̃k.

Âû÷èñëÿåì

t̃k =
〈g̃k−1, g̃k−1〉

〈As̃k, s̃k〉
, (3)

yk = yk−1 + t̃ks̃k, (4)

g̃k = g̃k−1 + t̃kAs̃k. (5)

Åñëè g̃k = O, òî yk � òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè F (y) íà Rn
. Ïðîöåññ çàâåðø¼í.

Èíà÷å âû÷èñëÿåì

b̃k =
〈g̃k, g̃k〉

〈g̃k−1, g̃k−1〉
, (6)

s̃k+1 = −g̃k + b̃ks̃k. (7)

Ìåòîäîì ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

y0, y1, . . . , yk, . . ., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2) íå áîëåå, ÷åì çà n

øàãîâ.
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◦
. Èìåÿ â âèäó ðåøåíèå çàäà÷è (1), ïåðåéä¼ì îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}

ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, ãäå xk = B1/2yk.

Åñëè x0 � ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),

òî â êà÷åñòâå ñîãëàñîâàííîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)

ñëåäóåò âçÿòü y0 = B−1/2x0, ãäå B−1/2 = (B1/2)−1
. Ïðè ýòîì

g̃0 = Ay0 − b = B1/2Dx0 +B1/2c = B1/2(Dx0 + c) = B1/2g0.

Îòìåòèì, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå

g̃k = Ayk − b = B1/2(Dxk + c) = B1/2gk. (8)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (4) ñëåâà íà ìàòðèöó B1/2
. Ïîëó÷èì

xk = xk−1 + t̃ksk,

ãäå sk = B1/2s̃k. Ôîðìóëà (3) ñîãëàñíî (8) ïðèíèìàåò âèä

t̃k =
〈gk−1, Bgk−1〉

〈Dsk, sk〉
.
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Èç (5) è (8) ñëåäóåò, ÷òî

gk = gk−1 + t̃kDsk.

Â ñèëó (8) óñëîâèÿ g̃k = O è gk = O ðàâíîñèëüíû. Åñëè gk = O, òî è g̃k = O.

Â ýòîì ñëó÷àå yk = y∗ è

xk = B1/2yk = B1/2y∗ = x∗.

Çíà÷èò, xk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Ïóñòü gk 6= O. Íà îñíîâàíèè (8) �îðìóëó (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

b̃k =
〈gk, Bgk〉

〈gk−1, Bgk−1〉
.

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (7) ñëåâà íà ìàòðèöó B1/2
. Ïðèä¼ì ê �îðìóëå

sk+1 = −Bgk + b̃ksk.

Îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêèé âàðèàíò ìå�

òîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà B.

Íóëåâîé øàã. Áåð¼ì ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 ∈ Rn
è

âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò g0 = Dx0 + c. Åñëè g0 = O, òî x0 = x∗. Âû÷èñëåíèÿ

ïðåêðàùàþòñÿ. Èíà÷å ïîëàãàåì

s1 = B1/2s̃1 = −B1/2g̃0 = −Bg0.

k-é øàã. Èìåþòñÿ xk−1, gk−1 6= O, sk. Âû÷èñëÿåì

t̃k =
〈gk−1, Bgk−1〉

〈Dsk, sk〉
, (9)

xk = xk−1 + t̃ksk,

gk = gk−1 + t̃kDsk.

Åñëè gk = O, òî xk = x∗. Âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ. Èíà÷å íàõîäèì

b̃k =
〈gk, Bgk〉

〈gk−1, Bgk−1〉
,

sk+1 = −Bgk + b̃ksk.

Îïèñàíèå ìåòîäà çàâåðøåíî.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, . . . , xk, . . . ñõîäèòñÿ ê x∗ íå áîëåå

÷åì çà n øàãîâ.
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◦
. Êîý��èöèåíò t̃k âèäà (9) îáëàäàåò ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ìèíèìóì �óíêöèè

ϕk(t) = Q(xk−1 + tsk)

íà ïîëóîñè (0,+∞) äîñòèãàåòñÿ ïðè t = t̃k.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè k = 1 èìååì

Q(x0 + ts1) = Q(x0) + 〈g0, s1〉t+
1

2
t2〈Ds1, s1〉,

ïðè ýòîì 〈g0, s1〉 = −〈g0, Bg0〉. ßñíî, ÷òî ìèíèìóì êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà q1(t)
ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå

t = t̃1 > 0.
Ïóñòü k > 2. Çàïèøåì

Q(xk−1 + tsk) = Q(xk−1) + 〈gk−1, sk〉t+
1

2
t2〈Dsk, sk〉.

Ïî ñâîéñòâó ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ 〈g̃k−1, s̃k−1〉 = 0, òàê ÷òî

〈gk−1, sk−1〉 = 0. Êàê ñëåäñòâèå,

〈gk−1, sk〉 = 〈gk−1,−Bgk−1 + b̃k−1sk−1〉 = −〈gk−1, Bgk−1〉.

Òåïåðü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå k = 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìèíèìóì êâàäðàòíî�

ãî òð¼õ÷ëåíà qk(t) ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì äîñòèãàåòñÿ â

åäèíñòâåííîé òî÷êå t = t̃k > 0.
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◦
. Ìàòðèöó B îáû÷íî èñïîëüçóþò, êîãäà â çàäà÷å (1) ìàòðèöà D ïëîõî

îáóñëîâëåíà. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ñèììåòðè÷íîé ïîëîæè�

òåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöû D íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå å¼ íàèáîëüøåãî ñîá�

ñòâåííîãî ÷èñëà ê íàèìåíüøåìó, òî åñòü âåëè÷èíà

κ(D) =
λmax(D)

λmin(D)
.

Î ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû D ãîâîðÿò, êîãäà çíà÷åíèå κ(D) âåëèêî.
Íàéä¼ì ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A = B1/2DB1/2

. Ïî îïðåäåëåíèþ

κ(A) =
λmax(A)

λmin(A)
.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B1/2AB−1/2
èìååò òå æå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ÷òî è ìàò�

ðèöà A. Âìåñòå ñ òåì, B1/2AB−1/2 = BD. Çíà÷èò,

κ(A) =
λmax(BD)

λmin(BD)
.

×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A áóäåò áëèçêî ê åäèíèöå, êîãäà ìàòðè�

öà B ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê D−1
. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë

ïåðåéòè îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2).

Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì.
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◦
. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé ìîæíî èñïîëüçî�

âàòü ìåòîä Õîòåëëèíãà (ñì., íàïðèìåð, [2, ñ. 193�194℄).

Ïóñòü B0 � ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàò�

ðèöà ïîðÿäêà n è R0 = E−DB0. Ïîñòðîèì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìàòðèö

Bk = Bk−1(E −Rk−1), Rk = E −DBk, k = 1, 2, . . .

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Åñëè ‖R0‖ 6 q < 1, òî

‖Bs −D−1‖ 6 ‖B0‖
q2

s

1− q
, s = 1, 2, . . .

Çäåñü ‖ · ‖ � ëþáàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà.
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◦
. Ïðîñòåéøèì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì ÿâëÿåòñÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ßêî�

áè:

B = diag(d−1

11 , . . . , d
−1

nn).
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