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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ äâîéñòâåííîñòü Âóë�à â çàäà÷àõ ìà�

òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà äîïîëíèòåëüíîñòè.

Ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ è äî�

êàçûâàþòñÿ òåîðåìû î ñëàáîé è ñèëüíîé äâîéñòâåííîñòè.

1

◦
. Äâîéñòâåííîñòü â íåëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ïðèâåä¼ì

íåêîòîðûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè äâîéñòâåííîñòè çàäà÷ íåëè�

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå óïðîñòÿò ïîíèìàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòà�

òîâ äàííîãî äîêëàäà. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàì�

ìèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé çàäà÷åé:

f(x) → min

gi(x) 6 0, i ∈ 1: m;

hj(x) = 0, j ∈ 1: l;

x ∈ X.

Çäåñü f , gi, hj : R
n → R çàäàííûå �óíêöèè, à X ⊂ R

n
íåïóñòîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáûõ λi > 0, i ∈ 1: m, è µj ∈ R, j ∈ 1: l ââåä¼ì �óíêöèþ

Ëàãðàíæà ïðÿìîé çàäà÷è

L(x, λ, µ) = f(x) +

m∑

i=1

λigi(x) +

l∑

j=1

µjhj(x).

Íàïîìíèì [1, 2℄, ÷òî ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ïðÿìîé çàäà÷å

(óñëîâèÿ Êóíà-Òàêêåðà) ÷àñòî çàïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ �óíêöèè Ëàãðàíæà.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Ñâÿæåì ñ ïðÿìîé çàäà÷åé äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó âèäà

Θ(λ, µ) → sup
λ,µ

λi > 0, i ∈ 1: m,

ãäå �óíêöèÿ Θ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ëàãðàíæà ïðÿìîé çàäà÷è ñëåäó�

þùèì îáðàçîì:

Θ(λ, µ) = inf
x∈X

L(x, λ, µ).

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ Θ ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé �óíêöèåé. Áîëåå òîãî, åñëè ý��

�åêòèâíîå ìíîæåñòâî �óíêöèè Θ íå ïóñòî, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âîãíó�

òîé �óíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à âñåãäà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé

âîãíóòîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âíå çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê ïðÿìîé çà�

äà÷è. Ïî ïîâîäó ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è

è å¼ ñâÿçè ñ �óíêöèåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðÿìîé çàäà÷è ñì. [1℄.

Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììè�

ðîâàíèÿ âèäà

cTx → min

Ax = b,

x > 0.

Ïîëàãàÿ X = {x ∈ R
n | x > 0}, èìååì

Θ(µ) = inf
x>0

L(x, µ) = inf
x>0

(
cTx+ µT (b− Ax)

)
= inf

x>0

(
(cT − µTA)x+ µT b

)
.

Ïîýòîìó

Θ(µ) =

{
µT b, åñëè cT − µTA > 0;

−∞, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñëåäîâàòåëüíî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

bTµ → max

ATµ 6 c.

è òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è ñâÿçàíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1 (Ñëàáàÿ äâîéñòâåííîñòü). Ïóñòü x � ïëàí ïðÿìîé

çàäà÷è, (λ, µ) � ïëàí äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Òîãäà

f(x) > Θ(λ, µ).

Êðîìå òîãî, åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, òî x �

ýòî îïòèìàëüíûé ïëàí ïðÿìîé çàäà÷è, à (λ, µ) � ýòî îïòèìàëüíûé ïëàí

äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è âñåãäà íå ïðåâîñõîäèò çíà�

÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå êîãäà îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñîâ�

ïàäàþò, òî åñòü êîãäà

inf
x∈Ω

f(x) = sup{Θ(λ, µ) | µ ∈ R
l, λ > 0},

ãäå Ω � ìíîæåñòâî ïëàíîâ ïðÿìîé çàäà÷è, ãîâîðÿò, ÷òî ìåæäó ïðÿìîé è äâîé�

ñòâåííîé çàäà÷àìè íóëåâîé çàçîð äâîéñòâåííîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ãîâî�

ðÿò, ÷òî ñóùåñòâóåò (íåíóëåâîé) çàçîð äâîéñòâåííîñòè.

Åñëè ïðÿìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî

ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (Ñèëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü, [1, 3℄). Ïóñòü �óíêöèè f è gi,

i ∈ 1: m, âûïóêëû, �óíêöèè hj, j ∈ 1: l, à��èííû, à ìíîæåñòâî X âûïóêëî.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðÿìîé çàäà÷è êîíå÷íî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè áûë íóëåâîé çàçîð

äâîéñòâåííîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíî�

ñòè ïðÿìîé çàäà÷è

S(y, z) = inf{f(x) | x ∈ X, g(x) 6 y, h(x) = z}

áûëà ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â íóëå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ïðÿìîé çàäà÷å âûïîë�

íåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà, òî ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè íóëåâîé

çàçîð äâîéñòâåííîñòè.

Åñëè ïðÿìàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè ñóùåñòâóåò çà�

çîð äâîéñòâåííîñòè, êîòîðûé ðàâåí íóëþ òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ ñïåöèàëüíûõ

çàäà÷.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Îòìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííîñòü â çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî ïðî�

ãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ðàçâèâàòü íà îñíîâå íåëèíåéíûõ �óíêöèé Ëàãðàí�

æà [4℄. Èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíûõ �óíêöèé Ëàãðàíæà ÷àñòî ïîçâîëÿåò äî�

áèòüñÿ íóëåâîãî çàçîðà äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà�
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÷àìè. Òàê, ñóùåñòâóåò öåëûé êëàññ íåëèíåéíûõ �óíêöèé Ëàãðàíæà äëÿ êî�

òîðûõ (ïðè ìèíèìàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) íóëåâîé çàçîð äâîéñòâåííîñòè ýê�

âèâàëåíòåí ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðÿìîé çà�

äà÷è [4, 5℄. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà îïèðàåòñÿ íà èäåè

àáñòðàêòíîãî âûïóêëîãî àíàëèçà [6℄.

2

◦
. Äâîéñòâåííîñòü Âóë�à. Ïîìèìî òåîðèè äâîéñòâåííîñòè, îáñóæ�

äàâøåéñÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå (äàííûé òèï äâîéñòâåííîñòè èíîãäà íàçûâà�

þò äâîéñòâåííîñòüþ Ëàãðàíæà), ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ

äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê èñõîäíîé çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îä�

íèì èç òàêèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîñòü Âóë�à [7, 8℄. Îïèøåì ýòîò

ïîäõîä ê òåîðèè äâîéñòâåííîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè f , gi, i ∈ 1: m, è hj, j ∈ 1: l, äè��åðåíöèðó�
åìû íà R

n
. Ñîãëàñíî ïîäõîäó ïðåäëîæåííîìó â [7℄, ïðÿìîé çàäà÷å ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à Âóë�à:

L(x, λ, µ) → max
x,λ,µ

f ′(x) +

m∑

i=1

λig
′

i(x) +

l∑

j=1

µjh
′

j(x) = 0,

λi > 0, i ∈ 1: m,

x ∈ X.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à Âóë�à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ìàêñè�

ìèçàöèè �óíêöèè Ëàãðàíæà ïî âñåì ïåðåìåííûì â êîòîðîé â êà÷åñòâå îãðàíè�

÷åíèé âûñòóïàþò óñëîâèÿ Êóíà-Òàêêåðà ïðÿìîé çàäà÷è [2℄ (çà èñêëþ÷åíèåì

óñëîâèÿ äîïîëíèòåëüíîñòè). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â îòëè÷èå îò äâîéñòâåííîé

çàäà÷è Ëàãðàíæà, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à Âóë�à â îáùåì ñëó÷àå íå îáëàäàåò

íèêàêèìè ñâîéñòâàìè âûïóêëîñòè (âîãíóòîñòè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó Âóë�à äëÿ çàäà÷è ëè�

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììè�

ðîâàíèÿ âèäà

cTx → min

Ax = b,

x > 0.

Ïîëîæèì X = {x ∈ R
n | x > 0}. Òîãäà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à Âóë�à áóäåò
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èìåòü âèä

L(x, µ) = cTx+ µT (b−Ax) → max
x,µ

L′

x(x, µ) = c− ATµ = 0,

x > 0.

Äàííàÿ çàäà÷à, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷åé ëè�

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

bTµ → max

ATµ = c.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à Âóë�à íå ñîâïàäàåò ñ

äâîéñòâåííîé çàäà÷åé Ëàãðàíæà.

Â ñëó÷àå äâîéñòâåííîñòè Âóë�à, äàæå òåîðåìà î ñëàáîé äâîéñòâåííîñòè

ñïðàâåäëèâà òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé

âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2 (Ñëàáàÿ äâîéñòâåííîñòü). Ïóñòü �óíêöèè f è gi, i ∈ 1: m,

âûïóêëû, �óíêöèè hj, j ∈ 1: l, à��èííû, à ìíîæåñòâî X âûïóêëî. Ïóñòü

òàêæå x � ïëàí ïðÿìîé çàäà÷è, à (y, λ, µ) � ïëàí äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Òîãäà

f(x) > L(y, λ, µ).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê �óíêöèÿ f âûïóêëà, òî

f(x) > f(y) + 〈f ′(y), x− y〉,

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R
n
. Ó÷èòûâàÿ ÷òî (y, λ, µ) � ýòî ïëàí

äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ïîëó÷èì

f(x) > f(y)−

m∑

i=1

λi〈g
′

i(y), x− y〉 −

l∑

j=1

µj〈h
′

j(y), x− y〉.

Òåïåðü âîñïîëüçîâàâøèñü âûïóêëîñòüþ �óíêöèé gi è à��èííîñòüþ �óíê�

öèé hj , èìååì

f(x) > f(y) +

m∑

i=1

λi(gi(y)− gi(x)) +

l∑

j=1

µj(hj(y)− hj(x)).

Îòñþäà, â ñèëó òîãî ÷òî x � ýòî ïëàí ïðÿìîé çàäà÷è è λi > 0, âûòåêàåò

f(x) > f(y) +
m∑

i=1

λigi(y) +
l∑

j=1

µjhj(y) = L(y, λ, µ),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 3 (Ñèëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü). Ïóñòü �óíêöèè f è gi, i ∈ 1: m,

âûïóêëû, �óíêöèè hj, j ∈ 1: l, à��èííû, à ìíîæåñòâî X âûïóêëî. Ïðåäïî�

ëîæèì òàêæå ÷òî â ïðÿìîé çàäà÷å âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà è x∗ ∈ R
n

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïëàíîì ýòîé çàäà÷è. Òîãäà ñóùåñòâóþò λ∗

i > 0,
i ∈ 1: m, è µ∗

j ∈ R, j ∈ 1: l, òàêèå, ÷òî âåêòîð (x∗, λ∗, µ∗) ÿâëÿåòñÿ îïòè�

ìàëüíûì ïëàíîì äâîéñòâåííîé çàäà÷è Âóë�à è

f(x∗) = L(x∗, λ∗, µ∗).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó x∗
� ýòî îïòèìàëüíûé ïëàí ïðÿìîé çàäà÷è,

òî ïî òåîðåìå Êóíà-Òàêêåðà ñóùåñòâóþò λ∗

i > 0, i ∈ 1: m, è µ∗

j ∈ R, j ∈ 1: l,
òàêèå, ÷òî

f ′(x∗) +

m∑

i=1

λ∗

i g
′

i(x
∗) +

l∑

j=1

µ∗

jh
′

j(x
∗) = 0,

λ∗

i gi(x
∗) = 0 ∀i ∈ 1: m.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð (x∗, λ∗, µ∗) ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì äâîéñòâåííîé çàäà÷è Âóë�

�à è

L(x∗, λ∗, µ∗) = f(x∗) +

m∑

i=1

λ∗

i gi(x
∗) +

m∑

j=1

µ∗

jhj(x
∗) = f(x∗).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïëàíà

(x, λ, µ) äâîéñòâåííîé çàäà÷è áóäåò

f(x∗) > L(x, λ, µ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (x∗, λ∗, µ∗) � ýòî ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

3

◦
. Çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèå ñ îãðàíè÷åíèÿìè òè�

ïà äîïîëíèòåëüíîñòè. Ïåðåéä¼ì ê îñíîâíîé òåìå äàííîãî äîêëàäà � çàäà�

÷àì ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà äîïîëíèòåëü�

íîñòè, ò.å. çàäà÷àì âèäà

f(x) → min (1)

gi(x) 6 0, i ∈ 1: m, (2)

hj(x) = 0, j ∈ 1: l, (3)

Gk(x) > 0, Hk(x) > 0, Gk(x)Hk(x) = 0, k ∈ 1: r. (4)

Çäåñü è äàëåå �óíêöèè f , gi, hj , Gk, Hk îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíî äè��åðåí�

öèðóåìû íà R
n
. Äàííûé êëàññ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷ ìàòå�

ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâíîâåñèÿ [9℄ (àíãë.
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mathematial programs with equilibrium onstraints èëè ñîêðàù¼ííî MPEC).

Îäíàêî, â ëèòåðàòóðå çàäà÷è âèäà (1)�(4) ïðèíÿòî íå âûäåëÿòü â îòäåëüíûõ

ïîäêëàññ è íàçûâàòü çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè�

÷åíèÿìè òèïà ðàâíîâåñèÿ. Ïðèìåðû çàäà÷ òèïà (1)�(4), åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âîçíèêàþùèõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ, èìåþòñÿ â [10�12℄.

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà äîïîë�

íèòåëüíîñòè î÷åâèäíûì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷ ìàòåìà�

òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ è íåðà�

âåíñòâ èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä. Ïîýòîìó êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì íåïîñðåä�

ñòâåííî ïðèìåíèòü îáùóþ òåîðèþ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ê èññëåäîâàíèþ áîëåå óçêîãî êëàññà çàäà÷. Îäíàêî, ïîïûòêà òàêîãî ïðèìåíå�

íèÿ îáðå÷åíà íà ïðîâàë, ïîñêîëüêó â çàäà÷àõ âèäà (1)�(4) íèêîãäà íå âûïîë�

íÿþòñÿ äàæå óñëîâèÿ Êóíà-Òàêêåðà. Ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëåíèÿ êðîåòñÿ â òîì

�àêòå, ÷òî â çàäà÷å (1)�(4) íèêîãäà íå âûïîëíåíû ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ ðåãó�

ëÿðíîñòè.

Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, â çàäà÷å (1)�(4) îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ

âèäà

gi(x) 6 0, hj(x) = 0

è r = 1, òî åñòü çàäà÷à (1)�(4) èìååò âèä

f(x) → min

G(x) > 0, H(x) > 0,

G(x)H(x) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íå âûïîëíåíî ñòàíäàðòíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíî�

ñòè [2℄, òî åñòü ÷òî ãðàäèåíòû àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé âñåãäà ëèíåéíî çàâèñè�

ìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G(x) = H(x) = 0, òî

(G(x)H(x))′ = G(x)H ′(x) +H(x)G′(x) = 0

è óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íå âûïîëíåíî. Åñëè æå G(x) > 0, à H(x) = 0 (ñèììåò�
ðè÷íûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî), òî

(G(x)H(x))′ = G(x)H ′(x) +H(x)G′(x) = G(x)H ′(x)

è ãðàäèåíò îãðàíè÷åíèÿ G(x)H(x) = 0 ëèíåéíî çàâèñèì ñ ãðàäèåíòîì àêòèâ�

íîãî îãðàíè÷åíèÿ H(x) > 0.

Êàê ñëåäñòâèå íåâûïîëíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè, âîçíèêà�

åò íåîáõîäèìîñòü â íîâûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè è óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà (îò�

ëè÷íûõ îò óñëîâèé Êóíà-Òàêêåðà), êîòîðûå áû ó÷èòûâàëè ñïåöè�èêó îãðà�

íè÷åíèé â çàäà÷å (1)�(4). Çäåñü ìû ïðèâåä¼ì ñàìûå ïðîñòûå óñëîâèÿ ðåãó�

ëÿðíîñòè è îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
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îãðàíè÷åíèÿìè òèïà äîïîëíèòåëüíîñòè, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â [13℄. Äàí�

íûå óñëîâèÿ ïîíàäîáÿòñÿ íàì ïðè ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è Âóë�à äëÿ

çàäà÷è (1)�(4) (íàïîìíèì, ÷òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à Âóë�à ñîäåðæèò óñëîâèÿ

îïòèìàëüíîñòè ïðÿìîé çàäà÷è â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé).

Ââåä¼ì èíäåêñíûå ìíîæåñòâà

I(x) = {i ∈ 1: m | gi(x) = 0},

α(x) = {k ∈ 1: r | Gk(x) = 0, Hk(x) > 0},

β(x) = {k ∈ 1: r | Gk(x) = 0, Hk(x) = 0},

γ(x) = {k ∈ 1: r | Gk(x) > 0, Hk(x) = 0}.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè â çàäà÷å (1)�(4) çà�èêñè�

ðóåì ïëàí x∗
ýòîé çàäà÷è, è ðàññìîòðèì óñèëåííóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðî�

ãðàììèðîâàíèÿ (àíãë. tightened nonlinear program) àññîöèèðîâàííóþ ñ çàäà�

÷åé (1)�(4) â òî÷êå x∗
:

f(x) → min

gi(x) 6 0, i ∈ 1: m,

hj(x) = 0, j ∈ 1: l,

Gk(x) = 0 ∀k ∈ α(x∗) ∪ β(x∗),

Gk(x) > 0 ∀k ∈ γ(x∗),

Hk(x) > 0 ∀k ∈ α(x∗),

Hk(x) = 0 ∀k ∈ β(x∗) ∪ γ(x∗).

Äàííàÿ çàäà÷à î÷åâèäíî çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïëàíà x∗
èñõîäíîé çàäà÷è

(1)�(4). Çàìåòèì òàêæå ÷òî ìíîæåñòâî ïëàíîâ óñèëåííîé çàäà÷è ñîäåðæèò�

ñÿ â ìíîæåñòâå ïëàíîâ çàäà÷è (1)�(4). Òàêèì îáðàçîì, åñëè x∗
� ýòî òî÷êà

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (1)�(4), òî x∗
ýòî òàêæå è òî÷êà ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà â óñèëåííîé çàäà÷å.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å (1)�(4) ñõîæåå ñî

ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé [2℄.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å (1)�(4) ðå�

ãóëÿðíû â òî÷êå x∗
, åñëè îãðàíè÷åíèÿ â óñèëåííîé çàäà÷å ðåãóëÿðíû â ýòîé

òî÷êå èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, åñëè ãðàäèåíòû

g′i(x
∗), i ∈ I(x),

h′

j(x
∗), j ∈ 1: l,

G′

k(x
∗), k ∈ α(x∗) ∪ β(x∗),

H ′

k(x
∗), k ∈ β(x∗) ∪ γ(x∗)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.



9

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, óñëîâèÿ Êóíà-Òàê�

êåðà â óñèëåííîé çàäà÷å áóäóò íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà è â èñõîä�

íîé çàäà÷å (1)�(4). Îäíàêî, â çàäà÷å (1)�(4) ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå ñèëüíûå

óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x∗
ñèëüíî ñòàöèîíàðíà,

åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà λ
g
i , λ

h
j , λ

G
k è λH

k òàêèå, ÷òî

0 = f ′(x∗) +
m∑

i=1

λ
g
i g

′

i(x
∗) +

p∑

j=1

λh
jh

′

j(x
∗)−

r∑

k=1

[
λG
k G

′

k(x
∗) + λH

k H
′

k(x
∗)
]
,

λ
g
i > 0, λ

g
i gi(x

∗) = 0 ∀ i ∈ 1: m,

λG
k > 0 ∀ k ∈ β(x∗), λG

k = 0 ∀ k ∈ γ(x∗),

λH
k > 0 ∀ k ∈ β(x∗), λH

k = 0 ∀ k ∈ α(x∗).

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé Êóíà-Òàêêåðà äëÿ óñèëåííîé çàäà÷è ñëåäóåò âû�

ïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé ñèëüíîé ñòàöèîíàðíîñòè çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèé

λG
k > 0, λH

k > 0 ∀k ∈ β(x∗).

Òàêèì îáðàçîì ñèëüíàÿ ñòàöèîíàðíîñòü íå ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç óñëîâèé Êóíà�

Òàêêåðà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4 ([13℄). Ïóñòü x∗ ∈ R
n
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

â çàäà÷å (1)�(4), è â òî÷êå x∗
îãðàíè÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è ðåãóëÿðíû. Òîãäà x∗

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå (β1, β2) ìíîæåñòâà

β(x∗), ò.å. âûáåðåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà β1 è β2 (îäíî èç íèõ ìîæåò

áûòü ïóñòûì) òàêèå, ÷òî β(x∗) = β1∪β2. �àññìîòðèì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ P (β1, β2) âèäà

f(x) → min

gi(x) 6 0, i ∈ 1: m,

hj(x) = 0, j ∈ 1: l,

Gk(x) = 0, k ∈ α(x∗) ∪ β1,

Gk(x) > 0, k ∈ β2 ∪ γ(x∗),

Hk(x) > 0, k ∈ α(x∗) ∪ β1,

Hk(x) = 0, k ∈ β2 ∪ γ(x∗).
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ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è P (β1, β2) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ïëà�

íîâ çàäà÷è (1)�(4). Ïîýòîìó x∗
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çà�

äà÷å P (β1, β2), ïðè÷¼ì, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îãðàíè÷åíèÿ â ýòîé çàäà÷å

ðåãóëÿðíû â òî÷êå x∗
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êóíà-Òàêêåðà [2℄ íàéäóòñÿ

ìíîæèòåëè µ
g
i , µ

h
j , µ

G
k è µH

k òàêèå, ÷òî

0 = f ′(x∗) +

m∑

i=1

µ
g
i g

′

i(x
∗) +

p∑

j=1

µh
jh

′

j(x
∗)−

r∑

k=1

[
µG
k G

′

k(x
∗) + µH

k H
′

k(x
∗)
]
, (5)

µ
g
i > 0, µ

g
i gi(x

∗) = 0 ∀ i ∈ 1: m, (6)

µG
k > 0 ∀ k ∈ β2, µG

k = 0 ∀ k ∈ γ(x∗), (7)

µH
k > 0 ∀ k ∈ β1, µH

k = 0 ∀ k ∈ α(x∗). (8)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êóíà-Òàêêåðà ê çàäà÷å P (β2, β1) (èí�
äåêñíûå ìíîæåñòâà β1 è β2 ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè), ïîëó÷èì, ÷òî íàéäóòñÿ

÷èñëà ν
g
i , ν

h
j , ν

G
k è νH

k òàêèå, ÷òî

0 = f ′(x∗) +
m∑

i=1

ν
g
i g

′

i(x
∗) +

p∑

j=1

νh
j h

′

j(x
∗)−

r∑

k=1

[
νG
k G

′

k(x
∗) + νH

k H ′

k(x
∗)
]
, (9)

ν
g
i > 0, ν

g
i gi(x

∗) = 0 ∀ i ∈ 1: m, (10)

νG
k > 0 ∀ k ∈ β1, νG

k = 0 ∀ k ∈ γ(x∗), (11)

νH
k > 0 ∀ k ∈ β2, νH

k = 0 ∀ k ∈ α(x∗). (12)

Ïðèðàâíèâàÿ (5) è (9), ïîëó÷èì

0 =
∑

i∈I(x∗)

(µg
i − ν

g
i )g

′

i(x
∗) +

p∑

j=1

(µh
j − νh

j )h
′

j(x
∗)−

−
∑

k∈α(x∗)∪β(x∗)

(µG
k − νG

k )G
′

k(x
∗)−

∑

k∈β(x∗)∪γ(x∗)

(µH
k − νH

k )H ′

k(x
∗),

îòêóäà, â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé â òî÷êå x∗
, âûòåêàåò ÷òî ìíîæèòå�

ëè µi è νi ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, èìååì

µG
k = νG

k > 0, µH
k = νH

k > 0 ∀k ∈ β(x∗).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (5)�(8) (êàê è óñëîâèÿ (9)�(12)) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

ñèëüíîé ñòàöèîíàðíîñòè òî÷êè x∗
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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4

◦
. Äâîéñòâåííîñòü Âóë�à â çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî�

âàíèå ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà äîïîëíèòåëüíîñòè. Âûïèøåì åù¼ ðàç çà�

äà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà äîïîëíèòåëü�

íîñòè (1)�(4):

f(x) → min

gi(x) 6 0, i ∈ 1: m

hj(x) = 0, j ∈ 1: l,

Gk(x) > 0, Hk(x) > 0, Gk(x)Hk(x) = 0, k ∈ 1: r.

Ââåä¼ì, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ñèëüíîé ñòàöèîíàðíîñòè, �óíêöèþ Ëàãðàí�

æà âèäà

L(x, λg, λh, λG, λH) = f(x) +
m∑

i=1

λ
g
i gi(x) +

m∑

j=1

λh
jhj(x)−

−

m∑

k=1

[
λG
k Gk(x) + λH

k Hk(x)
]
.

Ïî ëþáîìó ïëàíó x çàäà÷è (1)�(4) îïðåäåëèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó Âóë�à

PW (x):

L(x, λg, λh, λG, λH) → max,

0 = f ′(x) +

m∑

i=1

λ
g
i g

′

i(x) +

p∑

j=1

λh
jh

′

j(x)−

r∑

k=1

[
λG
k G

′

k(x) + λH
k H

′

k(x)
]
,

λ
g
i > 0, λ

g
i gi(x) = 0 ∀ i ∈ 1: m,

λG
k > 0 ∀ k ∈ β(x), λG

k = 0 ∀ k ∈ γ(x),

λH
k > 0 ∀ k ∈ β(x), λH

k = 0 ∀ k ∈ α(x).

Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î ñëàáîé è ñèëüíîé äâîé�

ñòâåííîñòè àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 2 è 3.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5 (Ñëàáàÿ äâîéñòâåííîñòü). Ïóñòü �óíêöèè f è gi, i ∈ 1: m,

âûïóêëû, à �óíêöèè hj, j ∈ 1: l, Gk è Hk, k ∈ 1: r, à��èííû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ïëàíà x çàäà÷è (1)�(4) è äëÿ ëþáîãî ïëàíà (y, λg, λh, λG, λH) äâîéñòâåííîé

çàäà÷è PW (x) áóäåò
f(x) > L(y, λg, λh, λG, λH).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê �óíêöèÿ f âûïóêëà, òî

f(x) > f(y) + 〈f ′(y), x− y〉.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è è óñëîâèÿìè âûïóêëî�

ñòè è à��èííîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî

f(x) > f(y)−

m∑

i=1

λ
g
i 〈g

′

i(y), x− y〉 −

l∑

j=1

λh
j 〈h

′

j(y), x− y〉+

+
m∑

k=1

λG
k 〈G

′

k(y), x− y〉+
m∑

k=1

λH
k 〈H

′

k(y), x− y〉 =

= f(y)−

m∑

i=1

λ
g
i 〈g

′

i(y), x− y〉+

l∑

j=1

λh
j (hj(y)− hj(x))−

−

m∑

k=1

λG
k (Gk(y)−Gk(x))−

m∑

k=1

λH
k (Hk(y)−Hk(x)) >

> f(y) +
m∑

i=1

λ
g
i (gi(y)− gi(x)) +

l∑

j=1

λh
j (hj(y)− hj(x))−

−

m∑

k=1

λG
k (Gk(y)−Gk(x))−

m∑

k=1

λH
k (Hk(y)−Hk(x)).

Òàê êàê x � ïëàí çàäà÷è (1)�(4), òî

gi(x) 6 0 ∀ i ∈ 1: m, hj(x) = 0 ∀ j ∈ 1: l.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó (y, λg, λh, λG, λH) � ýòî ïëàí äâîéñòâåííîé çàäà�

÷è PW (x), òî

λ
g
i > 0 ∀ i ∈ 1: m, λG

k Gk(x) = λH
k Hk(x) = 0 ∀ k ∈ 1: r.

Ñëåäîâàòåëüíî

f(x) > f(y) +

m∑

i=1

λ
g
i gi(y) +

l∑

j=1

λh
jhj(y)−

m∑

k=1

(
λG
k Gk(y) + λH

k Hk(y)
)
=

= L(y, λg, λh, λG, λH),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 6 (Ñèëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü). Ïóñòü �óíêöèè f è gi, i ∈ 1: m,

âûïóêëû, à �óíêöèè hj, j ∈ 1: l, Gk è Hk, k ∈ 1: r, à��èííû. Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïëàíîì çàäà÷è (1)�(4), è â

òî÷êå x̂ îãðàíè÷åíèÿ ðåãóëÿðíû. Òîãäà ñóùåñòâóþò λ̂g
, λ̂h

, λ̂G
è λ̂H

òàêèå,

÷òî âåêòîð (x̂, λ̂g, λ̂h, λ̂G, λ̂H) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïëàíîì äâîéñòâåííîé

çàäà÷è PW (x̂) è

f(x̂) = L(x̂, λ̂g, λ̂h, λ̂G, λ̂H).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 3.
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