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Аннотация. В докладе изложены полученные авторами результаты, до-
полняющие классическую теорию двойственности для задач линейного про-
граммирования. Указанные результаты являются инструментарием построе-
ния оптимальной по минимуму евклидовой нормы матричной (многопарамет-
рической) коррекции задач линейного программирования, направленной на
получение задач линейного программирования с заданными свойствами (на-
пример, с заданными решениями) путем минимального по норме изменения
коэффициентов исходной задачи.

Приведены постановки задач, теоремы, характеризующие условия суще-
ствования и вид решений, а также иллюстративные численные примеры. Ре-
шения ряда задач приводятся впервые.

1◦. Введение. Рассмотрим пару взаимодвойственных задач линейного
программирования (ЛП)

L (A, b, c) : Ax = b, x > 0, c>x −→ max,

L∗ (A, b, c) : u>A > c>, u>b −→ min,

где A ∈ R
m×n, b, u ∈ R

m, c, x ∈ R
n. Введем обозначения для допустимых

множеств, оптимальных значений, а также множеств оптимальных решений
указанных задач:

X (A, b) := {x |Ax = b, x > 0} ,

U (A, c) :=
{

u
∣

∣u>A > c>
}

,

` := sup
x∈X(A,b)

c>x,
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`∗ := inf
u∈U(A,c)

u>b,

Xopt (A, b, c) :=
{

x ∈ X (A, b)
∣

∣ c>x = `
}

,

Uopt (A, b, c) :=
{

u ∈ U (A, c)
∣

∣ u>b = `∗
}

.

Наиболее важные факты классической теории двойственности для за-
дач ЛП (см. например, [1–3]) могут быть сформулированы в виде следующей
теоремы

ТЕОРЕМА 1. Разрешимость или неразрешимость задач L (A, b, c), L∗ (A, b, c)
исчерпывающим образом характеризуется следующими четырьмя случаями.

1) X (A, b) 6= ∅, U (A, c) 6= ∅. В этом случае обе задачи L (A, b, c),
L∗ (A, b, c) разрешимы, называются собственными [3], и выполняют-
ся условия

−∞ < ` = `∗ < +∞,

∀x ∈ X (A, b) , ∀u ∈ U (A, c) ⇒ c>x 6 u>b.

2) X (A, b) 6= ∅, U (A, c) = ∅. В этом случае ` = +∞, обе задачи неразре-
шимы, задача L (A, b, c) называется несобственной 1-го рода, задача
L∗ (A, b, c) — несобственной 2-го рода [3].

3) X (A, b) = ∅, U (A, c) 6= ∅. В этом случае `∗ = −∞, обе задачи неразре-
шимы, задача L (A, b, c) называется несобственной 2-го рода, задача
L∗ (A, b, c) — несобственной 1-го рода [3].

4) X (A, b) = ∅, U (A, c) = ∅. В этом случае обе задачи L (A, b, c),
L∗ (A, b, c) неразрешимы и называются несобственными 3-го рода [3].

Предположим, что параметры A, b, c подвержены возмущениям, что делает
решения задач L (A, b, c), L∗ (A, b, c) неустойчивыми, далекими от гипотетиче-
ских точных решений или приводит к несобственности указанных задач ЛП.
В этом случае оправдано применение процедур регуляризации и коррекции
параметров, формализованных, например, в виде следующих задач:

Минимальная матричная коррекция пары задач L (A, b, c), L∗ (A, b, c),
гарантирующая их собственность:

C (tb, tc) : ‖H‖2 + tb ‖hb‖
2 + tc ‖hc‖

2 −→ min
X (A +H, b+ tbhb) 6= ∅,

U (A+H, c+ tchc) 6= ∅

(1)
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Поиск регуляризованного (по А. Н. Тихонову) решения прибли-
женной пары взаимодвойственных задач ЛП:

R (µ, δb, δc) : ‖x‖2 + ‖u‖2 −→ min
x ∈ Xopt (A+H, b+ hb, c+ hc) ,
u ∈ Uopt (A+H, b+ hb, c+ hc) ,
‖H‖ 6 µ, ‖hb‖ 6 δb, ‖hc‖ 6 δc

(2)

В формулах (1)–(2) и далее в тексте символом ‖·‖ обозначена, в зависимо-
сти от контекста, евклидова векторная или матричная норма, в матричном
случае называемая также сферической, l2-нормой, нормой Фробениуса, Шура
или Гильберта–Шмидта (см. например, [4–6]).

Параметры tb и tc в формуле (1) могут принимать только значения {0, 1},
задавая четыре варианта постановки указанной задачи. Скалярные парамет-
ры µ > 0, δb > 0 и δc > 0, используемые в формуле (2), задают считающиеся
априорно известными оценки норм погрешностей (возмущений) объектов A,
b и c.

Задачи C, R и им подобные объединяет между собой общий алгебраиче-
ский инструментарий — так называемые задачи матричной коррекции [7–30],
о которых и пойдет речь в данном докладе.

2◦. Матричная коррекция при решении приближенных систем ли-
нейных алгебраических уравнений и «основная лемма» А.Н. Тихо-
нова. Материал, изложенный в данном параграфе, ранее уже рассматривался
на семинаре «CNSA & NDO» [31].

Рассмотрим следующую задачу, исследованную А.Н. Тихоновым в 1980 г.:
Задача T (µ, δ) [32]. Существует совместная система линейных алгебраи-

ческих уравнений (СЛАУ)
A0x = b0, (3)

где A0 ∈ R
m×n, b0 ∈ R

m, b0 6= 0, соотношения между размерами A0 и ее рангом
не оговариваются, x0 ∈ R

n — решение системы (3) с минимальной евклидовой
нормой (нормальное решение). Систему (3) будем называть точной. Числен-
ные значения A0, b0 и x0 неизвестны, а вместо них заданы приближенные
матрица A ∈ R

m×n и вектор b ∈ R
m, b 6= 0 такие, что выполняются условия

‖A0 − A‖ 6 µ, ‖b0 − b‖ 6 δ < ‖b‖ ,

где µ > 0 и δ > 0 — известные параметры, одновременно не равные нулю.
Полнота ранга матрицы A и совместность системы Ax = b в общем случае не
предполагаются.

Требуется найти матрицу A1 ∈ R
m×n и векторы b1 ∈ R

m, x1 ∈ R
n такие,

что выполнены условия

‖A−A1‖ 6 µ, ‖b− b1‖ 6 δ, A1x1 = b1, ‖x1‖ −→ min .
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Задача T (µ, δ), названная А.Н. Тихоновым впоследствии регуляризован-
ным методом наименьших квадратов (РМНК) [33, 34] интересна по двум
причинам. Во-первых, это — одна из первых известных (упоминающихся в ли-
тературе) задач матричной коррекции. Во-вторых, среди «инструментария»
указанной задачи — важная к контексте данного доклада вспомогательная
задача, названная А.Н. Тихоновым «основной леммой».

ЛЕММА 1 («основная лемма» [32]). СЛАУ вида Ax = b разрешима относи-
тельно неизвестной матрицы A ∈ R

m×n при любых заданных x ∈ R
n, x 6= 0,

b ∈ R
m. Решение Â указанной системы с минимальной евклидовой нормой

единственно и выражается формулой

Â =
bx>

x>x
,

причем
∥

∥

∥
Â
∥

∥

∥
=

‖b‖

‖x‖
.

Лемма 1 позволяет свести задачу T (µ, δ) к задаче условной минимизации
в пространстве R

n, решение которой есть искомый вектор x1. Остальные ис-
комые объекты — A1 и b1, интерпретируемые в контексте данного доклада
как результат матричной коррекции матрицы

[

A b
]

, вычисляются по пря-
мым формулам через A, b, x1 и δ. Детальное изложение указанной задачи и
её современных обобщений и модификаций представлено в докладе [31].

3◦. Матричное решение сопряженной пары систем линейных ал-
гебраических уравнений. В силу теоремы 1 важным «рабочим» объектом,
необходимым для исследования пары взаимно двойственных задач ЛП, явля-
ется пара сопряженных СЛАУ. Рассмотрим указанный объект и связанную с
ним задачу матричной коррекции.

Задача ZA(x, v, u, b) [16]:

Дано: известные векторы x, v ∈ R
n, u, b ∈ R

m, x, u 6= 0.

Найти: матрицу A ∈ R
m×n с минимальной евклидовой нормой, являющу-

юся решением системы

Ax = b, u>A = v>. (4)

Указанная задача может рассматриваться как обобщение «основной лем-
мы» А.Н. Тихонова на случай пары сопряженных систем линейных алгебраи-
ческих уравнений.
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Решение задачи ZA дает следующая

ТЕОРЕМА 2 ([16]). Система (4) при выполнении условий x, u 6= 0 разре-
шима относительно матрицы A тогда и только тогда, когда выполняется
условие

u>b = v>x = α. (5)

При этом решение Â указанной системы, обладающее минимальной ев-
клидовой нормой, единственно и определяется формулами

Â =
bx>

x>x
+

uv>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
, (6)

||Â||2 =
‖b‖2

‖x‖2
+

‖v‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о.
1. Покажем, что если некоторое решение A системы (4) существует, то

выполняется условие (5). Действительно, предположим, что некоторое реше-
ние A системы (4) существует. Умножив слева обе части первого уравне-
ния (4) на u> и обе части второго уравнения (4) справа на x, получим (5):
u>Ax = u>b = v>x = α.

2. Заметим, что силу условий x, u 6= 0 матрица Â, задаваемая формулой (6),
существует, а при выполнении условия (5) действительно является решением
системы (4), что проверяется простой подстановкой.

3. Покажем, что величина ||Â||2 определяется формулой (7). Пусть

Â = C +D,

где
C = bx>

x>x
,

D = uv>

u>u
− α ux>

x>x·u>u
= u

u>u

(

v> − α x>

x>x

)

.

Пусть Ci• — i-я строка матрицы C, Di• — i-я строка матрицы D. Заметим,
каждая строка Ci• ортогональна строке Di•, в силу чего ||Â||2 = ‖C‖2+ ‖D‖2.
Кроме того, rankC = rankD = 1, откуда

C =
‖b‖

‖x‖
, D =

∥

∥

∥
v − α x

‖x‖

∥

∥

∥

‖u‖
.

Заметим, что
∥

∥

∥
v − α x

‖x‖

∥

∥

∥

2

=
(

v − α x
‖x‖

)> (

v − α x
‖x‖

)

=

= ‖v‖2 − 2α·v>x

‖x‖2
+ α2

‖x‖2
= ‖v‖2 − α2

‖x‖2
.
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Но тогда

‖D‖2 =
‖v‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
,

откуда, с учетом предшествующих выкладок, и получаем формулу (7).
4. Покажем, что любое матричное решение системы (4) вида Â +∆A, где

∆A 6= 0, обладает свойством ||Â+∆A|| > ||Â||, или, что эквивалентно, Â явля-
ется единственным решением системы (4) с минимальной евклидовой нормой.
Пусть ∆Ai• — строка матрицы ∆A с номером i, ∆A•j — столбец матрицы ∆A

с номером j, D•j — столбец матрицы D с номером j. Поскольку Â+∆A — ре-
шение системы (4), выполняются условия ∆Ax = 0, u>∆A = 0. Это влечет вы-
полнение условий ∆Ai• ·C

>
i• = 0, i = 1, 2, . . . , m, D>

•j ·∆A•j = 0, j = 1, 2, . . . , n.

Следовательно, ||Â +∆A||2 = ‖C‖2 + ‖D‖2 + ‖∆A‖2 = ||Â||2 + ‖∆A‖2, откуда
и получаем ||Â+∆A|| > ||Â|| для всех ∆A 6= 0.

Приведенная выше схема рассуждений близка к использованной в рабо-
те [16] и не раскрывает выкладок, в результате которых была найдена (от-
крыта) формула (6).

Для компенсации указанного недостатка выполним менее формальные по-
строения, приводящие к формуле (6).

Рассмотрим вначале только систему Ax = b. В силу «основной леммы»
А. Н. Тихонова, решение указанной системы с минимальной евклидовой нор-
мой при x 6= 0 существует, единственно и задается формулой

Ă =
bx>

x>x
= C.

Будем искать некоторое (не обязательно обладающее минимальной нор-
мой) решение системы (4) в виде Ã = C + Q, где Q ∈ R

m×n — некоторая
неизвестная матрица. Подстановка Ã в (4) с учетом условия (5) приводит к
следующим соотношениям для матрицы Q:

Qx = 0, (8)

u>Q = v> − α
x>

x>x
. (9)

Рассмотрим систему (9) отдельно. В силу «основной леммы» А.Н. Тихоно-
ва, решение указанной системы с минимальной евклидовой нормой при u 6= 0
существует, единственно и задается формулой

Q̂ =
u

u>u

(

v> − α
x>

x>x

)

= D.
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Учитывая (5), несложно убедиться, что матрица Q̂ также является реше-
нием системы (8), откуда и следует, что

Ã =
(

Ă + Q̂
)

= (C +D) =
bx>

x>x
+

uv>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
= Â

— некоторое решение системы (4). Таким образом, формула (6) получена, и
остается только обосновать, что она задает матрицу с минимальной евклидо-
вой нормой.

СЛЕДСТВИЕ 1. Если система (4) разрешима относительно неизвестной
матрицы A, то семейство указанных матриц описывается формулой

A = Â+∆A, (10)

где Â — матрица с минимальной евклидовой нормой, задаваемая формула-
ми (5), (6), ∆A ∈ R

m×n — произвольная матрица такая, что

u>∆A = 0, ∆Ax = 0. (11)

ПРИМЕР 1.

x =





1
2
1



 , u =





2
0
1



 , b =





−1
1
−1



 , v =





1
−2
0



 ,

α = v>x = u>b = −3,

Â =
bx>

x>x
+

uv>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
=





13
30

−11
15

1
30

1
6

1
3

1
6

2
15

− 8
15

− 1
15



 ,

∆A =

(

I −
uu>

u>u

)

·

(

I −
xx>

x>x

)

=





7
30

1
15

−11
30

−1
3

1
3

−1
3

− 7
15

− 2
15

11
15



 ,

A = Â +∆A =





2
3

−2
3

−1
3

−1
6

2
3

−1
6

−1
3

−2
3

2
3



 .

Проводя вычисления, убеждаемся в выполнении условий

Ax = Âx = b, u>A = u>Â = v>,

‖b‖2

‖x‖2
+

‖v‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
=

3

6
+

5

5
−

9

6 · 5
=

6

5
=

∥

∥

∥
Â
∥

∥

∥

2

,

‖∆A‖2 =
13

10
, ‖A+∆A‖2 =

5

2
= ‖A‖2 + ‖∆A‖2 .
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З ам е ч а н и е. Выше (см. следствие 1) было показано, что решением пары
сопряженных СЛАУ вида (4) в общем случае является семейство матриц,
задаваемое формулами (10)–(11), одним из элементов которого является мат-
рица с минимальной евклидовой нормой вида (6). Аналогичные результаты
имеют место и для задач матричной коррекции, рассматриваемых в следую-
щих параграфах. Однако, для обеспечения компактности изложения, матрич-
ные семейства в докладе больше не рассматриваются, а внимание сконцентри-
ровано на важных элементах данных семейств – матрицах (расширенных
матрицах) с минимальной евклидовой нормой.

4◦. Минимальное по евклидовой норме матричное решение для
пары взаимно двойственных задач линейного программирования с
заданными оптимальными решениями. В этом параграфе мы рассмот-
рим «инструментальную» задачу, которая является обратной задачей ЛП.
Публикации, посвященные обратным задачам ЛП, встречаются нечасто. В ка-
честве примера можно упомянуть одну из недавних работ [35], в которой рас-
сматривается проблема минимального по евклидовой норме изменения (кор-
рекции) вектора целевой функции, обеспечивающая оптимальность некоторо-
го заданного вектора, выбранного из множества допустимых векторов зада-
чи ЛП.

Задача, о которой пойдет речь ниже, является обратной в том смысле, что
к её исходным данным принадлежат заданные векторы решений прямой и
двойственной задач ЛП, а в качестве искомой величины выступает неизвест-
ная матрица коэффициентов.

Задача MA(x, v, u, b) [36]:

Дано: известные векторы x, c ∈ R
n, u, b ∈ R

m, x, u 6= 0, x > 0.

Найти: матрицу A ∈ R
m×n с минимальной евклидовой нормой такую,

что векторы x, u являются решениями задач линейного программирования
L (A, b, c) и L∗ (A, b, c), т. е. такую, что

x ∈ Xopt (A, b, c) , (12)

u ∈ Uopt (A, b, c) . (13)

Решение задачи MA дает следующая

ТЕОРЕМА 3 ([36]). Матрица A, обеспечивающая при заданных x, u 6= 0
выполнение условий (12)–(13), существует тогда и только тогда, когда вы-
полняется условие

c>x = u>b = α. (14)

Решение Â системы (12)–(13), минимальное по евклидовой норме (решение
задачи MA), единственно и определяется формулой

Â =
bx>

x>x
+

ug>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
, (15)
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где

g = (gj) ∈ R
n, gj =

{

0, если cj 6 0 и xj = 0,
cj, в противном случае.

(16)

При этом
∥

∥

∥
Â
∥

∥

∥

2

=
‖b‖2

‖x‖2
+

‖g‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 1 для того, чтобы задачи L (A, b, c),
L∗ (A, b, c) были разрешимы, а ненулевые векторы x, u были их оптимальными
решениями, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (12)–(13)
и соотношение двойственности (14). Выполнение условий (12)–(13) означает
совместность системы

{

Ax = b,

u>A > c>.
(18)

Перепишем систему (18) в виде эквивалентной пары сопряженных систем
линейных алгебраических уравнений:

{

Ax = b,

u>A = c> + z> = g>,
(19)

где z ∈ R
n, z > 0 — некоторый вектор. Из условия (14) следует, что

z>x = 0. (20)

В силу теоремы 2 система (19) разрешима при заданных ненулевых векто-
рах x, u относительно неизвестной матрицы A тогда и только тогда, когда вы-
полнено условие g>x = u>b, которое, с учетом (20) оказывается эквивалентно
условию (14). Таким образом, условия существования решения системы (19)
выполнены. Решение указанной системы c минимальной евклидовой нормой
в силу теоремы 2 определяется формулами (15) и (17).

Как следует из формулы (17), величина
∥

∥

∥
Â
∥

∥

∥

2

аддитивна по ‖g‖2. В соответ-

ствии с (19) и (20) для минимизации
∥

∥

∥
Â
∥

∥

∥

2

по g следует рассмотреть задачу
квадратичного программирования

‖g‖2 = ‖c+ z‖2 −→ min
z>0, z>x=0

. (21)

Решение ẑ = (ẑj) ∈ R
n задачи (21) достаточно очевидно:

zj =

{

−cj , если cj < 0 и xj = 0,
0, в противном случае.

(22)

В свою очередь, из (22) непосредственно получаем (16), что завершает
доказательство теоремы.
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ПРИМЕР 2.

x =





1
1
0



 , u =





1
0
1



 , b =





−1
1
−1



 , c =





1
−3
−1



 , g =





1
−3
0



 ,

α = c>x = u>b = −2,

Â =
bx>

x>x
+

uv>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
=





1
2

−3
2

0
1
2

1
2

0
1
2

−3
2

0



 .

Проводя вычисления, убеждаемся в выполнении условий

Âx = b,

u>Â =
[

1 −3 0
]

>
[

1 −3 −1
]

= c>,

‖b‖2

‖x‖2
+

‖v‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
=

3

2
+

10

2
−

4

2 · 2
=

11

2
=

∥

∥

∥
Â
∥

∥

∥

2

.

5◦. Минимальная по евклидовой норме матричная коррекция па-
ры взаимно двойственных задач линейного программирования с за-
данными оптимальными решениями. В данном параграфе рассматри-
вается набор задач минимальной матричной коррекции пары взаимно двой-
ственных задач ЛП L (A, b, c), L∗ (A, b, c), гарантирующей принадлежность за-
данных векторов x ∈ R

n, u ∈ R
m множествам оптимальных решений скоррек-

тированных задач ЛП:

C0 (x, u, tb, tc) :

‖H‖2 + tb ‖hb‖
2 + tc ‖hc‖

2 −→ min
x ∈ Xopt (A +H, b+ tbhb, c+ tchc) ,
u ∈ Uopt (A+H, b+ tbhb, c+ tchc)

В зависимости от значений параметров tb, tc ∈ {0, 1} существуют четыре
возможных варианта задачи из указанного набора, которые мы рассмотрим
по отдельности.

Задача C0 (x, u, 0, 0):
Дано: известные векторы x, c ∈ R

n, u, b ∈ R
m, x, u 6= 0, x > 0, некоторая

известная матрица A ∈ R
m×n.

Найти: матрицу H ∈ R
m×n с минимальной евклидовой нормой такую,

что векторы x, u являются решениями задач линейного программирования
L (A+H, b, c) и L∗ (A+H, b, c), т.е. такую, что

x ∈ Xopt (A+H, b, c) , (23)

u ∈ Uopt (A+H, b, c) . (24)
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Указанная задача впервые была рассмотрена в работе [16], где в качестве
инструмента исследования была использована задача ZA и теорема 2. Позже,
в работе [36], с использованием задачи MA и теоремы 3 выкладки удалось
существенно упростить и систематизировать.

ТЕОРЕМА 4 ([16, 36]). Матрица H, обеспечивающая при заданных x,
u 6= 0 выполнение условий (23)–(24), существует тогда и только тогда,
когда выполняется условие

c>x = u>b = γ. (25)

Решение Ĥ системы (23)–(24), минимальное по евклидовой норме (решение
задачи C0 (x, u, 0, 0)), единственно и определяется формулой

Ĥ =
(b−Ax) x>

x>x
+

ug>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
, (26)

где

α = γ − u>Ax, (27)

g = (gj) ∈ R
n, gj =

{

0, если
(

c− A>u
)

j
6 0 и xj = 0,

(

c− A>u
)

j
в противном случае.

(28)

При этом
∥

∥

∥
Ĥ
∥

∥

∥

2

=
‖b− Ax‖2

‖x‖2
+

‖g‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
. (29)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим задачу MH(x, u, b̃, c̃), являющуюся модифи-
кацией задачи MA(x, u, b, c):

Дано: известные векторы x, c ∈ R
n, u, b ∈ R

m, x, u 6= 0, удовлетворяющие
условию (25), некоторая матрица A ∈ R

m×n и построенные с использованием
указанных объектов векторы

b̃ = b−Ax, (30)

c̃ = c−A>u. (31)

Найти: матрицу H ∈ R
m×n с минимальной евклидовой нормой такую,

что векторы x, u являются решениями задач линейного программирования

L
(

H, b̃, c̃
)

и L∗
(

H, b̃, c̃
)

, т.е. такую, что

x ∈ Xopt

(

H, b̃, c̃
)

, (32)

u ∈ Uopt

(

H, b̃, c̃
)

. (33)
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Задачи C0 (x, u, 0, 0) и MA(x, u, b, c) эквивалентны, поскольку в силу (30)–(31)

множество Xopt (A+H, b, c) совпадает с множеством Xopt

(

H, b̃, c̃
)

, а множе-

ство Uopt (A +H, b, c) совпадает с множеством Uopt

(

H, b̃, c̃
)

.

В силу теоремы 3 матрица H , которая для заданных ненулевых x, u обеспе-
чивает выполнение условий (32)–(33), существует тогда и только тогда, когда
выполняется условие

c̃>x = u>b̃ = α. (34)

С учетом (25), (30) и (31) имеем:

c̃>x = u>b̃ = α ⇔ c>x− u>Ax = u>b− u>Ax = α ⇔

⇔

{

γ = c>x = u>b,

α = γ − u>Ax.

Следовательно, в силу теоремы 3, совокупность условий (25), (30) и (31)
для заданных ненулевых x, u может рассматриваться в качестве необходимых
и достаточных условий существования матрицы H , гарантирующей для за-
данных x, u 6= 0 выполнение условий (32)–(33).

Предположим, что условия (25), (30) и (31) для заданных ненулевых x, u

выполнены. В этом случае, в силу теоремы 3, решение системы (32)–(33) —
матрица H — существует, соответствующая матрица Ĥ с минимальной евкли-
довой нормой (решение задачи MH(x, u, b̃, c̃)) является единственной и опре-
деляется формулами

Ĥ =
b̃x>

x>x
+

ug̃>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
, (35)

g̃ = (g̃j) ∈ R
n, g̃j =

{

0, если c̃j 6 0 и xj = 0,
c̃j в противном случае,

(36)

где параметр α определяется формулой (34). При этом

∥

∥

∥
Ĥ
∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥
b̃
∥

∥

∥

2

‖x‖2
+

‖g̃‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
. (37)

Несложно убедиться, что подстановка равенств (30)–(31) в формулы (34),
(35)–(37) с учетом (25) превращает последние в формулы (27), (26), (28)–(29).
Таким образом, все утверждения теоремы 4 справедливы, а сама теорема дей-
ствительно описывает необходимые и достаточные условия решения задачи
C0 (x, u, 0, 0) и его вид.
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ПРИМЕР 3.

x =





1
1
0



 , u =





1
0
1



 , b =





−1
1
−1



 , c =





1
−3
−1



 , A =





1 −2 0
2 0 −1
1 −1 1



 ,

γ = c>x = u>b = −2, α = γ − u>Ax = −1,

b− Ax =





0
−1
−1



 , c− A>u =





−1
0
−2



 , g =





−1
0
0



 ,

Ĥ =
(b− Ax) x>

x>x
+

ug>

u>u
− α

ux>

x>x · u>u
=





−1
4

1
4

0
−1

2
−1

2
0

−3
4

−1
4

0



 .

Проводя вычисления, убеждаемся в выполнении условий
(

A+ Ĥ
)

x = b,

u>
(

A+ Ĥ
)

=
[

1 −3 1
]

>
[

1 −3 −1
]

= c>,

‖b− Ax‖2

‖x‖2
+

‖g‖2

‖u‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖u‖2
=

2

2
+

1

2
−

1

2 · 2
=

5

4
=

∥

∥

∥
Ĥ
∥

∥

∥

2

.

Задача C0 (x, u, 1, 0) [36]:
Дано: известные векторы x, c ∈ R

n, u, b ∈ R
m, u 6= 0, x > 0, некоторая

известная матрица A ∈ R
m×n.

Найти: матрицу
[

H −hb

]

, где H ∈ R
m×n , hb ∈ R

m с минимальной ев-
клидовой нормой такую, что векторы x, u являются решениями задач линей-
ного программирования L (A+H, b+ hb, c) и L∗ (A +H, b+ hb, c), т.е. такую,
что

x ∈ Xopt (A+H, b+ hb, c) , (38)

u ∈ Uopt (A+H, b+ hb, c) . (39)

ТЕОРЕМА 5 ([36]). Матрица
[

H −hb

]

, обеспечивающая выполнение
условий (38)–(39), существует при любых A, b, c, x, u 6= 0. Решение
[

Ĥ −ĥb

]

системы (38)–(39), минимальное по евклидовой норме (решение
задачи C0 (x, u, 1, 0)), единственно и определяется формулой

[

Ĥ −ĥb

]

=
(b−Ax)

[

x> 1
]

x>x+ 1
+

u
[

g> σ
]

u>u
− α

u
[

x> 1
]

(x>x+ 1) · u>u
, (40)

где

α = u>b− u>Ax, (41)

σ = u>b− c>x, (42)

а вектор g определяется формулой (28).
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При этом

∥

∥

[

Ĥ −ĥb

]∥

∥

2
=

‖b− Ax‖2

‖x‖2 + 1
+

‖g‖2 + σ2

‖u‖2
−

α2

(

‖x‖2 + 1
)

· ‖u‖2
. (43)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим задачу M[

H −hb

](x̃, u, b̃, c̃), являющейся

модификацией задачи MA(x, u, b, c):
Дано: известные векторы x, c ∈ R

n, u, b ∈ R
m, x > 0, u 6= 0, некоторая мат-

рица A ∈ R
m×n и построенные с использованием указанных объектов векторы

x̃, b̃ и c̃, где

x̃ =

[

x

1

]

∈ R
n+1, (44)

вектор b̃ определяется формулой (30),

c̃ =

[

c− A>u

σ

]

∈ R
n+1, (45)

σ ∈ R — некоторый параметр.
Найти: матрицу

[

H −hb

]

∈ R
m×(n+1 с минимальной евклидовой нормой

такую, что векторы x̃, u являются решениями задач линейного программиро-

вания L
(

[

H −hb

]

, b̃, c̃
)

и L∗
(

[

H −hb

]

, b̃, c̃
)

, т. е. такую, что

x̃ ∈ Xopt

(

[

H −hb

]

, b̃, c̃
)

, (46)

u ∈ Uopt

(

[

H −hb

]

, b̃, c̃
)

. (47)

Задачи C0 (x, u, 1, 0) и M[

H −hb

](x̃, u, b̃, c̃) эквивалентны, поскольку

в силу (30), (44) и (45) между множествами Xopt (A+H, b+ hb, c) и

Xopt

(

[

H −hb

]

, b̃, c̃
)

существует взаимно однозначное соответствие

x ∈ Xopt (A+H, b+ hb, c) ⇔

[

x

1

]

∈ Xopt

(

[

H −hb

]

, b̃, c̃
)

,

а множество Uopt (A+H, b+ hb, c) совпадает с множеством Uopt

(

[

H −hb

]

, b̃, c̃
)

.

Заметим, что в силу (44) x̃ 6= 0 при любом x, в том числе при x = 0.
В силу теоремы 3, матрица

[

H −hb

]

, которая для заданных x̃ и u 6= 0
обеспечивает выполнение условий (46)-(47), существует тогда и только тогда,
когда выполняется условие

c̃>x̃ = b̃>u = α, (48)
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которое с учетом (44)–(45) принимает вид

c>x− u>Ax+ σ = u>b− u>Ax = α. (49)

Несложно заметить, что выбор значения параметра σ в соответствии с
формулой (42) и параметра α в соответствии с формулой (41) обращает усло-
вие (49) в тождество при любых A, x, u, b, c. Следовательно, в силу теоре-
мы 3, матрица

[

H −hb

]

, гарантирующая выполнение условий (46)–(47),
существует при любом x и любом u 6= 0. При этом, в силу теоремы 3, соответ-
ствующая матрица

[

Ĥ −ĥb

]

с минимальной евклидовой нормой, является
единственной и задается формулами

[

Ĥ −ĥb

]

=
b̃x̃>

x̃>x̃
+

ug̃>

u>u
− α

ux̃>

x̃>x̃ · u>u
, (50)

g̃ = (g̃j) =

[

g

σ

]

∈ R
n+1, (51)

где параметр α определяется формулой (48), а вектор g — формулой (28). При
этом

∥

∥

[

Ĥ −ĥb

]∥

∥

2
=

∥

∥

∥
b̃
∥

∥

∥

2

‖x̃‖2
+

‖g̃‖2

‖u‖2
−

α2

‖x̃‖2 · ‖u‖2
. (52)

Несложно убедиться, что подстановка равенств (30), (42), (44), (45) в фор-
мулы (48), (50), (51), (52) превращает последние в формулы (41), (40) (28)
и (43). Таким образом, все утверждения теоремы 5 справедливы, а сама тео-
рема действительно описывает необходимые и достаточные условия решения
задачи C0 (x, u, 1, 0) и его вид.

ПРИМЕР 4.

x =





1
1
0



 , u =





1
0
1



 , b =





−1
1
−1



 , c =





2
−2
−1



 , A =





1 −2 0
2 0 −1
1 −1 1



 ,

α = u>b− u>Ax = −1, σ = u>b− c>x = −2,

b− Ax =





0
−1
−1



 , c−A>u =





0
1
−2



 , g =





0
1
0



 ,

Ĥ =
(b− Ax) x>

x>x+ 1
+

ug>

u>u
− α

ux>

(x>x+ 1) · u>u
=





1
6

2
3

0
−1

3
−1

3
0

−1
6

1
3

0



 ,

ĥb = −

(

b−Ax

x>x+ 1
+ σ

u

u>u
− α

u

(x>x+ 1) · u>u

)

=





5
6
1
3
7
6



 .
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Проводя вычисления, убеждаемся в выполнении условий
(

A+ Ĥ
)

x = b+ ĥb,

u>
(

A+ Ĥ
)

=
[

2 −2 1
]

>
[

2 −2 −1
]

= c>,

c>x = u>
(

b+ ĥb

)

= 0,

‖b−Ax‖2

‖x‖2 + 1
+

‖g‖2 + σ2

‖u‖2
−

α2

(

‖x‖2 + 1
)

· ‖u‖2
=

2

3
+

1 + 4

2
−

1

3 · 2
=

= 3 =
∥

∥

∥
Ĥ
∥

∥

∥

2

+
∥

∥

∥
ĥb

∥

∥

∥

2

=
∥

∥

[

Ĥ −ĥb

]∥

∥

2
.

Задача C0 (x, u, 0, 1).
Указанная задача рассматривается впервые.
Дано: известные векторы x, c ∈ R

n, u, b ∈ R
m, x > 0, x 6= 0, некоторая

известная матрица A ∈ R
m×n.

Найти: матрицу

[

H

−h>
c

]

, где H ∈ R
m×n , hc ∈ R

n с минимальной евкли-

довой нормой такую, что векторы x, u являются решениями задач линейного
программирования L (A+H, b, c+ hc) и L∗ (A+H, b, c+ hc), т.е. такую, что

x ∈ Xopt (A +H, b, c+ hc) , (53)

u ∈ Uopt (A+H, b, c+ hc) . (54)

ТЕОРЕМА 6. Матрица

[

H

−h>
c

]

, обеспечивающая выполнение условий

(53)–(54), существует при любых A, b, c, u, x 6= 0. Решение системы
(53)–(54), минимальное по евклидовой норме (решение задачи C0 (x, u, 0, 1)),
единственно и определяется формулой

[

Ĥ

−ĥ>
c

]

=

[

b− Ax

τ

]

x>

x>x
+

[

u

1

]

g>

u>u+ 1
− α

[

u

1

]

x>

x>x · (u>u+ 1)
, (55)

где

α = c>x− u>Ax, (56)

τ = c>x− u>b, (57)

вектор g определяется формулой (28).
При этом

∥

∥

∥

∥

[

Ĥ

−ĥ>
c

]∥

∥

∥

∥

2

=
‖b− Ax‖2 + τ 2

‖x‖2
+

‖g‖2

‖u‖2 + 1
−

α2

‖x‖2 ·
(

‖u‖2 + 1
) . (58)
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Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим задачу M



H

−h>
c





(x, ũ, b̃, c̃), являющуюся

модификацией задачи MA(x, u, b, c):
Дано: известные векторы x, c ∈ R

n, u, b ∈ R
m, x > 0, x 6= 0, некоторая мат-

рица A ∈ R
m×n и построенные с использованием указанных объектов векторы

ũ, b̃ и c̃, где

ũ =

[

u

1

]

∈ R
m+1, (59)

b̃ =

[

b−Ax

τ

]

, (60)

вектор c̃ определяется формулой (31), τ ∈ R — некоторый параметр.

Найти: матрицу

[

H

−h>
c

]

∈ R
(m+1)×n с минимальной евклидовой нормой

такую, что векторы x, ũ являются решениями задач линейного программиро-

вания L

([

H

−h>
c

]

, b̃, c̃

)

и L∗

([

H

−h>
c

]

, b̃, c̃

)

, т. е. такую, что

x ∈ Xopt

([

H

−h>
c

]

, b̃, c̃

)

, (61)

ũ ∈ Uopt

([

H

−h>
c

]

, b̃, c̃

)

. (62)

Задачи C0 (x, u, 0, 1), и M



H

−h>
c





(x, ũ, b̃, c̃) эквивалентны, поскольку в

силу (31), (59) и (60) множество Xopt (A +H, b, c+ hb) совпадает с множе-

ством Xopt

([

H

−h>
c

]

, b̃, c̃

)

, а между множествами Uopt (A+H, b, c+ hc) и

Uopt

(([

H

−h>
c

]

, b̃, c̃

)

, b̃, c̃

)

существует взаимно однозначное соответствие:

u ∈ Uopt (A +H, b+ hb, c) ⇔

[

u

1

]

∈ Uopt

(([

H

−h>
c

]

, b̃, c̃

)

, b̃, c̃

)

.

Заметим, что в силу (59) ũ 6= 0 при любом u, в том числе при u = 0.

В силу теоремы 3, матрица

[

Ĥ

−ĥ>
c

]

, которая для заданных x 6= 0 и ũ

обеспечивает выполнение условий (61)–(62), существует тогда и только тогда,
когда выполняется условие

c̃>x = b̃>ũ = α, (63)



18

которое с учетом (59)–(60) принимает вид

c>x− u>Ax = u>b− u>Ax+ τ = α. (64)

Несложно заметить, что выбор значения параметра τ в соответствии с
формулой (57) и параметра α в соответствии с формулой (56) обращает усло-
вие (64) в тождество при любых A, x, u, b, c. Следовательно, в силу теоремы 3,

матрица

[

H

−h>
c

]

, гарантирующая выполнение условий (61)–(62), существует

при любом u и любом x 6= 0. При этом, в силу теоремы 3, соответствующая

матрица

[

Ĥ

−ĥ>
c

]

с минимальной евклидовой нормой, является единственной

и задается формулами
[

Ĥ

−ĥ>
c

]

=
b̃x>

x>x
+

ũg̃>

ũ>ũ
− α

ũx>

x>x · ũ>ũ
, (65)

где параметр α определяется формулой (63), а вектор g̃ определяется форму-
лой (36). При этом

∥

∥

∥

∥

[

Ĥ

−ĥ>
c

]∥

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥
b̃
∥

∥

∥

2

‖x‖2
+

‖g̃‖2

‖ũ‖2
−

α2

‖x‖2 · ‖ũ‖2
. (66)

Несложно убедиться, что подстановка равенств (31), (57), (59), (60) в фор-
мулы (63), (65),(36) и (66) превращает последние в формулы (56), (55), (28) и
(58). Таким образом, все утверждения теоремы 6 справедливы, а сама теорема
действительно описывает необходимые и достаточные условия разрешимости
задачи C0 (x, u, 0, 1) и вид ее решения.

ПРИМЕР 5.

x =





1
1
0



 , u =





1
0
1



 , b =





−1
1
−1



 , c =





2
−2
−1



 , A =





1 −2 0
2 0 −1
1 −1 1



 ,

α = c>x− u>Ax = 1, τ = c>x− u>b = 2,

b− Ax =





0
−1
−1



 , c−A>u =





0
1
−2



 , g =





0
1
0



 ,

Ĥ =
(b− Ax) x>

x>x
+

ug>

u>u+ 1
− α

ux>

x>x · (u>u+ 1)
=





−1
6

1
6

0
−1

2
−1

2
0

−2
3

−1
3

0



 ,

ĥc = −

(

τ
x>

x>x
+

g>

u>u+ 1
− α

x>

x>x · (u>u+ 1)

)>

=





−5
6

−7
6

0



 .
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Проводя вычисления, убеждаемся в выполнении условий
(

A+ Ĥ
)

x = b,

u>
(

A+ Ĥ
)

=
[

7
6

−19
6

1
]

>
[

7
6

−19
6

−1
]

= c> + ĥ>
c ,

(

c+ ĥc

)>

x = u>b = −2,

‖b− Ax‖2 + τ 2

‖x‖2
+

‖g‖2

‖u‖2 + 1
−

α2

‖x‖2 ·
(

‖u‖2 + 1
) =

2 + 4

2
+

1

3
−

1

2 · 3
=

=
19

6
=

∥

∥

∥
Ĥ
∥

∥

∥

2

+
∥

∥

∥
ĥc

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

[

Ĥ

−ĥ>
c

]∥

∥

∥

∥

2

.

Задача C0 (x, u, 1, 1).
Указанная задача рассматривается впервые.
Дано: известные векторы x, c ∈ R

n, u, b ∈ R
m, x > 0, некоторая известная

матрица A ∈ R
m×n.

Найти: матрицу

[

H −hb

−h>
c 0

]

, H ∈ R
m×n, hb ∈ R

m, hc ∈ R
n с минималь-

ной евклидовой нормой такую, что векторы x, u являются решениями задач
линейного программирования L (A+H, b+ hb, c+ hc) и L∗ (A +H, b+ hb, c+ hc),
т. е. такую, что

x ∈ Xopt (A+H, b+ hb, c+ hc) , (67)

u ∈ Uopt (A+H, b+ hb, c+ hc) . (68)

ТЕОРЕМА 7. Матрица

[

H −hb

−h>
c 0

]

, обеспечивающая выполнение усло-

вий (67)–(68), существует при любых A, b, c, x, u. Решение системы
(67)–(68), минимальное по евклидовой норме (решение задачи C0 (x, u, 1, 1)),
единственно и определяется формулами

[

Ĥ −ĥb

−ĥ>
c 0

]

=

[

b− Ax

υ

]

[

x> 1
]

x>x+ 1
+

[

u

1

]

[

g> ω
]

u>u+ 1
−

− α

[

u

1

]

[

x> 1
]

(x>x+ 1) (u>u+ 1)
,

(69)

где вектор g определяется формулой (28),

α =
x>x+ 1

x>x+ u>u+ 1

(

c> − u>A
)

x+
u>u+ 1

x>x+ u>u+ 1
u> (b− Ax) , (70)
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γ =
c>x · u>u+ u>b · x>x+ u>Ax

x>x+ u>u+ 1
, (71)

υ = c>x− γ, (72)

ω = u>b− γ, (73)
∥

∥

∥

∥

[

Ĥ −ĥb

−ĥ>
c 0

]∥

∥

∥

∥

2

=
‖b− Ax‖2 + υ2

‖x‖2 + 1
+

‖g‖2 + ω2

‖u‖2 + 1
−

−
α2

(

‖x‖2 + 1
)

·
(

‖u‖2 + 1
) .

(74)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим задачу задачу M



H −hb

−h>
c 0





(x̃, ũ, b̃, c̃),

являющуюся модификацией задачи MA(x, u, b, c):
Дано: известные векторы x, c ∈ R

n, u, b ∈ R
m, x > 0, и построенные с

использованием указанных объектов векторы x̃, ũ, b̃ и c̃, где вектор x̃ задается
формулой (44), вектор ũ задается формулой (59),

b̃ =

[

b−Ax

υ

]

, (75)

c̃ =

[

c− A>u

ω

]

∈ R
n+1, (76)

υ, ω ∈ R — некоторые параметры.

Найти: матрицу

[

H −hb

−h>
c 0

]

с минимальной евклидовой нормой такую,

что векторы x̃ и ũ являются являются решениями задач линейного програм-

мирования L

([

H −hb

−h>
c 0

]

, b̃, c̃

)

и L∗

([

H −hb

−h>
c 0

]

, b̃, c̃

)

, т. е. такую, что

x̃ ∈ Xopt

([

H −hb

−h>
c 0

]

, b̃, c̃

)

, (77)

ũ ∈ Uopt

([

H −hb

−h>
c 0

]

, b̃, c̃

)

. (78)

Задачи C0 (x, u, 1, 1), и M



H −hb

−h>
c 0





(x̃, ũ, b̃, c̃) эквивалентны, поскольку

в силу (44), (59), (75) и (76) справедливы взаимно однозначные соответствия

x ∈ Xopt (A +H, b+ hb, c+ hc) ⇔

[

x

1

]

∈ Xopt

([

H −hb

−h>
c 0

]

, b̃, c̃

)

,

u ∈ Uopt (A +H, b+ hb, c+ hc) ⇔

[

u

1

]

∈ Uopt

([

H −hb

−h>
c 0

]

, b̃, c̃

)

.
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Заметим, что в силу что в силу (44) x̃ 6= 0 при любом x, в том числе при
x = 0, а в силу (59) ũ 6= 0 при любом u, в том числе при u = 0.

В силу указанного замечания и теоремы 3, матрица W ∈ R
(m+1)×(n+1, обес-

печивающая для любых заданных векторов x и u выполнение условий

x̃ ∈ Xopt

(

W, b̃, c̃
)

, (79)

ũ ∈ Uopt

(

W, b̃, c̃
)

. (80)

существует тогда и только тогда, когда выполняется соотношение

c̃>x̃ = b̃>ũ = α, (81)

которое с учетом (44), (59), (75) и (76) принимает вид системы двух условий

c>x− u>Ax+ ω = α ⇔ ω − α = u>Ax− c>x, (82)

u>b− u>Ax+ υ = α ⇔ υ − α = u>Ax− u>b. (83)

Указанная система содержит два неопределенных параметра υ и ω, подхо-
дящим выбором значений которых можно добиться выполнение условия (81)
при любых A, x, u, b и c. Таким образом, в силу теоремы 3, матрица W , обес-
печивающая выполнение условий (79)–(80), существует при любых A, x, u, b
и c.

Также, в силу теоремы 3, при любых A, x, u, b и c существует и явля-
ется единственной соответствующая матрица Ŵ с минимальной евклидовой
нормой, которая имеет вид

Ŵ =

[

S p

q> θ

]

=
b̃x̃>

x̃>x̃
+

ũg̃>

ũ>ũ
− α

ũx̃>

x̃>x̃ · ũ>ũ
, (84)

где S ∈ R
m×n, p ∈ R

m, q ∈ R
n, θ ∈ R, векторы x̃, ũ и b̃ определены через A,

x, u, b и c по формулам (44), (59) и (75) соответственно, а вектор g̃ ∈ R
n+1 в

соответствии с (28) и (76) определен как

g̃ =

[

g

υ

]

, (85)

где, в свою очередь, вектор g ∈ R
n определен через A, x, u и c по формуле (28).

Используя блочные представления (44), (59), (75) и (85) векторов x̃, ũ, b̃
и g̃, и блочное представление (84) матрицы Ŵ , можно в терминах A, x, u,
b и c получить представление для параметра θ, а главное, условие θ = 0,
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необходимое для преобразования матрицы Ŵ в матрицу

[

H −hb

−h>
c 0

]

, га-

рантирующую выполнение условий (77)–(78) и являющуюся решением задачи
M



H −hb

−h>
c 0





(x̃, ũ, b̃, c̃):

θ =
υ

x>x+ 1
+

ω

u>u+ 1
−

α

(x>x+ 1) · (u>u+ 1)
= 0. (86)

Как несложно убедиться, система условий (82), (83), (86) представляет
собой систему линейных алгебраических уравнений относительно переменных
υ, ω, α, которую можно записать в следующем векторно-матричном виде:

Q ·





υ

ω

α



 =





u>Ax− u>b

u>Ax− c>x

0



 , (87)

где

Q =





1 0 −1
0 1 −1
1

x>x+1
1

u>u+1
−1

(x>x+1)(u>u+1



 .

Решение системы (87) существует и единственно при любых x, u, таких что
‖x‖ < +∞, ‖u‖ < +∞. В этом можно убедиться, проанализировав диапазон
значений определителя матрицы Q:

0 < det (Q) =
x>x+ u>u+ 1

x>x+ u>u+ x>x · u>u+ 1
6 1.

Решая систему (87), получаем значения параметров α, υ, ω, соответствую-
щие формулам (70)–(73).

В силу приведенных выше выкладок существование и единственность
решения системы (87) означает существование и единственность матрицы
[

Ĥ −ĥb

−ĥ>
c 0

]

, являющейся решением задачи M



H −hb

−h>
c 0





(x̃, ũ, b̃, c̃), и

справедливость характеризующих указанную матрицу формул (69), (74). А
поскольку задачи C0 (x, u, 0, 1), и M



H

−h>
c





(x, ũ, b̃, c̃) эквивалентны, то утвер-

ждения теоремы 7 справедливы, а сама теорема описывает условия разреши-
мости задачи C0 (x, u, 1, 1) и вид ее решения.
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ПРИМЕР 6.

x =





1
1
0



 , u =





1
0
1



 , b =





−1
1
−1



 , c =





1
−2
−1



 , A =





1 −2 0
2 0 −1
1 −1 1



 ,

γ =
c>x · u>u+ u>b · x>x+ u>Ax

x>x+ u>u+ 1
= −

7

5
,

υ = c>x− γ =
2

5
,

ω = u>b− γ = −
3

5
,

α =
x>x+ 1

x>x+ u>u+ 1

(

c> − u>A
)

x+
u>u+ 1

x>x+ u>u+ 1
u> (b−Ax) = −

3

5
,

b− Ax =





0
−1
−1



 , c− A>u =





−1
1
−2



 , g =





−1
1
0



 ,

[

Ĥ −ĥb

−ĥ>
c 0

]

=

[

b− Ax

υ

]

[

x> 1
]

x>x+ 1
+

[

u

1

]

[

g> ω
]

u>u+ 1
−

− α

[

u

1

]

[

x> 1
]

(x>x+ 1) (u>u+ 1)
=









− 4
15

2
5

0 − 2
15

−1
3

−1
3

0 −1
3

−3
5

1
15

0 − 7
15

− 2
15

8
15

0 0









.

Проводя вычисления, убеждаемся в выполнении условий

(

A+ Ĥ
)

x = b+ ĥb,

u>
(

A+ Ĥ
)

=
[

17
15

−38
15

1
]

>
[

17
15

−38
15

−1
]

= c> + ĥ>
c ,

(

c+ ĥc

)>

x = u>
(

b+ ĥb

)

= −
7

5
,

∥

∥

∥

∥

[

Ĥ −ĥb

−ĥ>
c 0

]∥

∥

∥

∥

2

= ‖b−Ax‖2+υ2

‖x‖2+1
+ ‖g‖2+ω2

‖u‖2+1
− α2

(‖x‖2+1)·(‖u‖2+1)
=

=
2+ 4

25

3
+

2+ 9

25

3
−

9

25

3·3
= 22

15
=

=
∥

∥

∥
Ĥ
∥

∥

∥

2

+
∥

∥

∥
ĥb

∥

∥

∥

2

+
∥

∥

∥
ĥc

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

[

Ĥ −ĥb

−ĥ>
c 0

]∥

∥

∥

∥

2

.
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