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◦
. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â äîêëàäå [1℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëü�

íîãî ýëëèïñîèäà. Íàïîìíèì å¼ ïîñòàíîâêó.

Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê cj ∈ R
n
, j ∈ 1 : m. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýëëèïñîèä E ⊂ R

n

ìèíèìàëüíîãî îáú¼ìà, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå òî÷êè cj. Ýëëèïñîèä E çàäà¼òñÿ â âèäå

E = {x ∈ R
n | 〈M(x− c), x− c〉 6 1} ,

ãäå c ∈ R
n
� åãî öåíòð, à M � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà ïîðÿä�

êà n.

Çàäà÷à �îðìàëèçóåòñÿ òàê:

F (M) := − log detM −→ min

〈M(cj − c), cj − c〉 6 1, j ∈ 1 : m

M = M⊺

M ≻ 0,

(1)

ãäå M ≻ 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà M ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Â ïðåäûäóùåì äîêëàäå ïðèâåä¼í àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðåäëîæåííûé Í.Ç. Øî�

ðîì, â êîòîðîì ñòðîÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ê îòâåòó, îñíîâûâàÿñü íà íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

èäåÿõ. Òåïåðü æå ðàññìîòðèì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà íåïîñðåäñòâåííîì ðåøåíèè çàäà÷è (1).
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◦
. Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå çàäà÷è ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â

ñòàòüå [2℄ äàí îáçîð ïî ýêñòðåìàëüíûì ýëëèïñîèäàì, â êîòîðîì çàäà÷à (1) ñ�îðìóëèðîâà�

íà êàê çàäà÷à ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ïåðåìåííîé âûñòóïàåò ñèììåòðè÷íàÿ

ïîëóîïðåäåë¼ííàÿ (íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ) ìàòðèöà, à â îãðàíè÷åíèÿõ òðåáóåòñÿ ïî�

ëóîïðåäåë¼ííîñòü íåêîòîðûõ ìàòðèö (òàê íàçûâàåìûå ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷ó (1) ê òàêîìó âèäó, äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó

(ñì. [5℄).

ËÅÌÌÀ 1 (Øóð). Ïóñòü M � ñèììåòðè÷íàÿ áëî÷íàÿ ìàòðèöà âèäà

M =

(

A B

B⊺ C

)

,

ãäå A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà M íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà S := C −B⊺A−1B.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè ¾CNSA &

NDO¿: http://www.apmath.spbu.ru/
nsa/
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì âåêòîð x ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè è ðàçîáü¼ì åãî íà áëî�

êè x =

(

u

v

)

â ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé M . �àñïèøåì ïðîèçâåäåíèå 〈Mx, x〉:

〈Mx, x〉 = x⊺Mx =
(

u⊺ v⊺
)

[(

A B

B⊺ C

)(

u

v

)]

=
(

u⊺ v⊺
)

(

Au+Bv

B⊺u+ Cv

)

=

= u⊺Au+ u⊺Bv + v⊺B⊺u+ v⊺Cv =

= 〈Au, u〉+ 〈u,Bv〉+ 〈v,B⊺u〉+ 〈Cv, v〉 =

= 〈Au, u〉+ 2 〈u,Bv〉+ 〈Cv, v〉

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü ñàìó ëåììó.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü S íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå v è

ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ

Qv(u) =
1

2
〈2Au, u〉+ 〈u, 2Bv〉+ 〈Cv, v〉

Ýòà �óíêöèÿ ñòðîãî âûïóêëà, à çíà÷èò îíà äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïðè Q
′

v(u
∗) =

= 2Au+ 2Bv = 0, òî åñòü â òî÷êå u∗ = −A−1Bv. Âû÷èñëèì å¼ çíà÷åíèå â íåé:

Qv(u
∗) =

〈

AA−1Bv,A−1Bv
〉

− 2
〈

A−1Bv,Bv
〉

+ 〈Cv, v〉 =

= 〈Cv, v〉 −
〈

B⊺A−1Bv, v
〉

=

=
〈

(C −B⊺A−1B)v, v
〉

= 〈Sv, v〉

Íî ïî óñëîâèþ ëåììû 〈Sv, v〉 > 0, à çíà÷èò

〈Mx, x〉 = Qv(u) > Qv(u
∗) = 〈Sv, v〉 > 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî M íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. �àññìîòðèì

ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v è îáîçíà÷èì u∗ := −A−1Bv, x :=

(

u∗

v

)

. Òîãäà

0 6 〈Mx, x〉 = 〈Sv, v〉

Ëåììà äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåë¼ííîñòü ìàòðèöû A áóäåì çàïèñûâàòü A ≻ 0, à
ïîëóîïðåäåë¼ííîñòü � A � 0.

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å (1). Òàê êàê M ≻ 0, òî ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëü�
íî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà M1/2

òàêàÿ, ÷òî M = M1/2M1/2
. Ïåðåïèøåì ïåðâîå îãðàíè÷åíèå

çàäà÷è:

〈M(cj − c), cj − c〉 6 1

1−
〈

M1/2(cj − c),M1/2(cj − c)
〉

> 0

1− 〈Qcj − b,Qcj − b〉 > 0,

ãäå Q = M1/2
, b = M1/2c. Òåïåðü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ ëåììû Øóðà ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà:

(

E Qcj − b

(Qcj − b)⊺ 1

)

� 0
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Â ýòîì ñëó÷àå A = E � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà è

S = 1− (Qcj − b)⊺E−1(Qcj − b) = 1− 〈Qcj − b,Qcj − b〉

Òàê êàê S � ÷èñëî, òî S � 0 ⇔ S > 0, ÷òî è åñòü òðåáóåìîå óñëîâèå.

Â èòîãå ïîëó÷àåì çàäà÷ó ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(Q) := − log detQ −→ min

Q = Q⊺

Q ≻ 0
(

E Qcj − b

(Qcj − b)⊺ 1

)

� 0 , j ∈ 1 : m

(2)

Ïîñëå òîãî, êàê ìàòðèöà Q è âåêòîð b íàéäåíû, òðåáóåòñÿ ëèøü âû÷èñëèòü èñêîìóþ

ìàòðèöó M := Q2
è öåíòð ýëëèïñîèäà c := Q−1b.

ËÅÌÌÀ 2. �àññìîòðèì �óíêöèþ

f(Q) = − ln detQ

ãäå Q = {qij}
n
i,j=1 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

f ′(Q) =

{

∂f

∂qij

}n

i,j=1

= −Q−1

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ,

∂f

∂qij
= −

1

detQ

[

∂

∂qij
detQ

]

Ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îïðåäåëèòåëÿ. Çàïèøåì åãî ðàçëîæåíèå ïî i-é

ñòðîêå:

detQ =

n
∑

k=1

qik∆ik

ãäå ∆ik � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà qik, òî åñòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó�

÷åííîé èç Q óäàëåíèåì i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, óìíîæåííûé íà (−1)i+j
.

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî

∂

∂qij
detQ = ∆ik

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ detQ ñîñòàâëåíà èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ñî�

îòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Q. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç C. Ïîëó÷èëè

f ′(Q) = −
1

detQ
C

Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî

1

detQ
C⊺ = Q−1

, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì ñèììåòðè÷íî�

ñòè Q

f ′(Q) = −

(

1

detQ
C⊺

)⊺

= −Q−1
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◦
. �åàëèçàöèÿ ìåòîäà è ïðèìåðû ðàáîòû. Äàííûé ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí ñ ïîìî�

ùüþ ïàêåòà CVX äëÿ MATLAB ([3℄), êîòîðûé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷

âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñòîèò îñòàíîâèòüñÿ íà ýòîì ïàêåòå ïîäðîáíåå.

Ïàêåò CVX ïîçâîëÿåò ðåøàòü øèðîêèé êðóã îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, â êîòîðûõ öåëå�

âûå �óíêöèè, îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà è îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëåíû âûïóêëûìè

�óíêöèÿìè îò âåêòîðîâ è ìàòðèö. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïàêåòà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ñòàâèòü çàäà÷ó, êîíñòðóèðóÿ âûïóêëûå �óíêöèè è âûïóêëûå ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ ïðè�

âû÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé MATLAB. Òàêàÿ ïðîñòîòà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî,

÷òî CVX îïðåäåëÿåò æ¼ñòêèé íàáîð ïðàâèë, ïî êîòîðûì èç èçâåñòíûõ âûïóêëûõ �óíêöèé

ìîæíî ïîëó÷àòü íîâûå ñ ñîõðàíåíèåì âûïóêëîñòè. Àâòîðû ïàêåòà íàçûâàþò ýòè ïðàâèëà

¾äèñöèïëèíèðîâàííîå âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå¿ (DCP).

Îòìåòèì òàêæå îãðàíè÷åíèå ïàêåòà CVX: äëÿ ìàòðèöû Q ìîæåò áûòü ïîòðåáîâàíà òîëü�

êî ïîëóîïðåäåë¼ííîñòü, à íå ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü, ïîýòîìó íà ñàìîì äåëå ðåøà�

åòñÿ ðàñøèðåííàÿ çàäà÷à (2), â êîòîðîé âòîðîå îãðàíè÷åíèå âûãëÿäèò êàê Q � 0.
Äëÿ íà÷àëà çàïóñòèì àëãîðèòì äëÿ 100 ñëó÷àéíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè ýëëèïñîèäà ñ

öåíòðîì òî÷êå c = [1, 2] è ïîëóîñÿìè äëèíîé 1 è 2 (ñì. ðèñ. 1). Òàêèå òî÷êè áûëè ïîëó÷åíû èç

ñëó÷àéíûõ òî÷åê âíóòðè åäèíè÷íîãî øàðà óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó A = M−1/2
, ãäå M �

ìàòðèöà ýëëèïñîèäà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îòâåòà MATLAB äåëàåò 16 øàãîâ, ïîñëå êîòîðûõ

îáú¼ìû èñòèííîãî è ïîñòðîåííîãî ýëëèïñîèäîâ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî 9 çíàêà ïîñëå

çàïÿòîé. �åøåíèå çàäà÷è çàíèìàåò îêîëî 5 ñåêóíä, à ïîñòðîåííûé ýëëèïñîèä íåâîçìîæíî

îòëè÷èòü íà ðèñóíêå îò èñòèííîãî.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 5 è n = 10 CVX äåëàåò 17 øàãîâ, äîñòèãàÿ òåïåðü òî÷íîñòè óæå äî

ñåäüìîãî è âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé ñîîòâåòñòâåííî, ñ âðåìåíåì ðàáîòû îêîëî 4 ñåêóíä.

Åñëè æå ïîäàòü íà âõîä çàâåäîìî âûðîæäåííûé ýëëèïñîèä (òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé íà

ïëîñêîñòè èëè â îäíîé ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå), CVX âîîáùå íå ìîæåò ðåøèòü çàäà÷ó è

çàâåðøàåò ðàáîòó ñ îøèáêîé:

stop: progress is too slow

...

termination 
ode = -5

...

Status: Failed

Optimal value (
vx_optval): NaN

Äîêóìåíòàöèÿ CVX ïðèâîäèò òàêîå îáúÿñíåíèÿ êîäà çàâåðøåíèÿ −5: ¾S
hur 
omplement
matrix be
omes too ill-
onditioned for further progress¿.

Êðîìå òîãî, äîêóìåíòàöèÿ íåñêîëüêî ðàçìûòî îïèñûâàåò ïàðàìåòðû òî÷íîñòè. Â ÷àñò�

íîñòè, ãîâîðèòñÿ, ÷òî êàæäûé ðåàëèçîâàííûé òàì àëãîðèòì ñàì îöåíèâàåò ïîãðåøíîñòü

ñâîåãî ðåøåíèÿ è îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà îíà ñòàíîâèòñÿ íèæå çàäàííîãî ε, ïî óìîë÷àíèþ

ðàâíîãî (2.22×10−16)1/2. Òàêæå ñ ïîìîùüþ êîìàíäû ¾
vx_pre
ision¿ ìîæíî çàäàâàòü òî÷�

íîñòü âû÷èñëåíèé íà îäíîì èç ïðåäóñòàíîâëåííûõ óðîâíåé èëè ïî æåëàíèþ ïîëüçîâàòåëÿ.

Íàïðèìåð, íà óðîâíå ¾high¿ CVX äîñòèãàåò òî÷íîñòè äî ïÿòîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé ïðè

n = 10 çà âðåìÿ 5 ñåêóíä.

Äîêóìåíòàöèÿ æå ïàêåòà SDPT3, êîòîðûé CVX âûçûâàåò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëóîïðå�

äåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãîâîðèò, ÷òî âû÷èñëåíèÿ îñòàíàâëèâàþòñÿ, êîãäà è îòíîñè�

òåëüíûé çàçîð äâîéñòâåííîñòè (duality gap), è ìåðà íåñîâìåñòíîñòè (infeasibility measure)

ñòàíîâÿòñÿ ìåíüøå ε.
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4

◦
.Ñðàâíåíèå ñ àëãîðèòìîìØîðà.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè ñðàâíåíèå, ðåàëèçàöèÿ

àëãîðèòìà Øîðà áûëà óëó÷øåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèãèíàëüíîé ñòàòüåé [4℄ � áûë äîáàâëåí

êîíòðîëü ñõîäèìîñòè è óñëîâèå îñòàíîâà. Òåïåðü àëãîðèòì âûãëÿäèò òàê:

1) Ïåðåâåñòè âñå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâî íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè

2) Âûïîëíÿòü îáû÷íûå øàãè àëãîðèòìà Øîðà ñ ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì ñæàòèÿ α

3) Ïîêà ìàêñèìàëüíûå íîðìû (τk) âåêòîðîâ ìåíÿþòñÿ ñèëüíåå, ÷åì íà ε1, ïîâòîðÿòü

øàã 2, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 4

4) Âûïîëíÿòü øàãè àëãîðèòìà Øîðà ñ âîçðàñòàþùèìè êîý��èöèåíòàìè ñæàòèÿ αk

5) Ïîêà τk ìåíÿþòñÿ ñèëüíåå, ÷åì íà ε2, ïîâòîðÿòü øàã 4, èíà÷å çàêîí÷èòü âû÷èñëåíèÿ

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ε1 è ε2 íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è èõ òðåáóåòñÿ ïîäáèðàòü äëÿ

êîíêðåòíîé çàäà÷è, ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ε2 < ε1.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî âçÿòî òî æå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ ðèñ. 1 ïðè α =
= 1 − 0.2, αk = 1 − 1

k , ε1 = 10−5
, ε2 = 10−9

. Ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè óäàëîñü äîñòè÷ü

òî÷íîñòè îáú¼ìà ýëëèïñîèäà äî òðåòüåãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé çà âðåìÿ 0.4 ñåêóíäû, ïðè

ýòîì áûëî ñäåëàíî 3914 øàãà àëãîðèòìà Øîðà, ðåçóëüòàò âèçóàëüíî íåîòëè÷èì îò ðèñ. 1.

Íàâåðíÿêà, ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ ìîæíî äîáèòüñÿ è áîëåå òî÷íîãî ðåçóëüòàòà.

Ïðèâåä¼ì òàêæå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè äðóãîì çàäàíèè ïàðàìåòðîâ:

• ε1 = 10−5
, ε2 = 10−10

: òî÷íîñòü äî òðåòüåãî çíàêà, 21990 èòåðàöèé, âðåìÿ 2.4 ñåêóíäû

• ε1 = 10−4
, ε2 = 10−9

: òî÷íîñòü äî òðåòüåãî çíàêà, 20591 èòåðàöèé, âðåìÿ 2.3 ñåêóíäû

• ε1 = 10−6
, ε2 = 10−10

: òî÷íîñòü äî òðåòüåãî çíàêà, 4121 èòåðàöèé, âðåìÿ âñåãî 0.4 ñå�

êóíäû

• ε1 = 10−4
, ε2 = 10−10

: ñõîäèìîñòè íåò, ñäåëàíî 100000 èòåðàöèé, òî÷íîñòü òåêóùåãî

ïðèáëèæåíèÿ äî ÷åòâåðòîãî çíàêà, âðåìÿ 21.2 ñåêóíäû
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Äëÿ n = 5, ε1 = 10−5
, ε2 = 10−10

ðåçóëüòàòû òàêèå: òî÷íîñòü äî âòîðîãî çíàêà, ÷èñëî

èòåðàöèé 91518 è âðåìÿ ðàáîòû 16.3 ñåêóíäû. Äëÿ n = 10 íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå,

ðàçíèöà îáúåìîâ ýëëèïñîèäîâ äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ òûñÿ÷.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî àëãîðèòì Øîðà â òåêóùåé ðåàëèçàöèè ïðî�

èãðûâàåò ïðÿìîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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