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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå àíàëèçèðóåòñÿ îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ êâàçèíüþ�

òîíîâñêèõ ìåòîäîâ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ïðåäëîæåííàÿ Þ. Ì. Äàíèëè�

íûì [1℄. Îñîáåííîñòü êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîç�

âîëÿþò íàéòè òî÷êó ìèíèìóìà âûïóêëîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè îò n ïåðå�

ìåííûõ íå áîëåå ÷åì çà n øàãîâ.

1

◦
. Íà÷í¼ì ñ ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè:

f(x) := 1

2
〈Dx, x〉+ 〈c, x〉 → min

x∈Rn

.

Çäåñü D � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà.

Òî÷êà ìèíèìóìà x∗ �óíêöèè f(x) íà R
n
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è äîïóñ�

êàåò ïðåäñòàâëåíèå

x∗ = −D−1c.

Âû÷èñëåíèå x∗ ïî ýòîé �îðìóëå ìîæíî çàìåíèòü èòåðàöèîííîé ñõåìîé, â êî�

òîðîé âìåñòî àòðèáóòîâ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè (ìàòðèöû D è âåêòîðà c) èñ�

ïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè f è å¼ ãðàäèåíòà.

2

◦
. Âîçüì¼ì íåêîòîðóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ y0, y1, . . . , yn−1

è ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû x0, x1, . . . , xn−1. Ïîëîæèì

ri = f ′(xi + yi)− f ′(xi) = Dyi, i ∈ 0 : n− 1. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû r0, r1, . . . , rn−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Çàïèøåì

f ′(xi)− f ′(x∗) = D(xi − x∗).

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà yi. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ′(x∗) = O,

ïîëó÷àåì

〈

D(xi − x∗), yi
〉

=
〈

f ′(xi), yi
〉

èëè (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû D è (1))

〈ri, x∗〉 = 〈ri, xi〉 −
〈

f ′(xi), yi
〉

.

Îáîçíà÷èâ di = 〈ri, xi〉 −
〈

f ′(xi), yi
〉

, ïðèä¼ì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî x∗:

〈ri, x∗〉 = di, i ∈ 0 : n− 1. (2)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ñâîäèòñÿ ê ðå�

øåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2), ìàòðèöà è ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé

çàâèñÿò òîëüêî îò ãðàäèåíòà öåëåâîé �óíêöèè.

3

◦
. Âûáîð òî÷åê xi íàõîäèòñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè. Â êà÷åñòâå x0 âîçü�

ì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó èç R
n
, à âûáîð îñòàëüíûõ òî÷åê xk ïîä÷èíèì óñëî�

âèþ

〈ri, xk〉 = di, i ∈ 0 : k − 1; k = 1, . . . , n. (3)

Ïîäðîáíåå: âû÷èñëèâ r0 è d0, òî÷êó x1 ñòðîèì òàê, ÷òîáû

〈r0, x1〉 = d0; (4)

òî÷êà x2 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äâóì óðàâíåíèÿì

〈r0, x2〉 = d0, 〈r1, x2〉 = d1

è òàê äàëåå. Î÷åâèäíî, ÷òî xn = x∗.

Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè

xk+1 = xk + αkpk, k ∈ 0 : n− 1. (5)

Óðàâíåíèå (4) ïðèìåò âèä

〈r0, x0 + α0p0〉 = d0

èëè (ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ d0)

α0〈r0, p0〉 = −〈f ′(x0), y0〉.

Â êà÷åñòâå p0 ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð.

Äîïóñòèì, ÷òî âåêòîð xk óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (3) è ïîòðåáóåì,

÷òîáû 〈ri, xk+1〉 = di ïðè i ∈ 0 : k. Ñîãëàñíî (5) ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

〈ri, xk + αkpk〉 = di, i ∈ 0 : k. (6)
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Ïðè i = k ïîëó÷àåì

αk〈rk, pk〉 = −〈f ′(xk), yk〉. (7)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (6) ïðè i ∈ 0 : k − 1 â ñèëó (3) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

〈ri, pk〉 = 0, i ∈ 0 : k − 1; k ∈ 1 : n− 1. (8)

Óñëîâèå (7) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ αk.

4

◦
. Îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (8). Áóäåì èñêàòü pk â âèäå

pk = Hkwk,

ãäå Hk � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Â êà÷åñòâå wk îáû÷íî áåðóò àíòè�

ãðàäèåíò −f ′(xk). Èìååì

〈HT
k ri, wk〉 = 0, i ∈ 0 : k − 1. (9)

×òîáû ïîëó÷èòü óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå (3), ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåêòîð HT
k ri íå

çàâèñåë îò k:

HT
k ri = zi, i ∈ 0 : k − 1. (10)

Òîãäà óñëîâèå (9) ïðèìåò âèä

〈zi, wk〉 = 0, i ∈ 0 : k − 1; k ∈ 1 : n− 1. (11)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè zi = yi ìàòðèöà Hk äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

HT
k Dyi = yi, i ∈ 0 : k − 1. (12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè y0, y1, . . . , yn−1. Äëÿ Hn ïîëó÷èì

ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

HT
nDY = Y.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

HT
n = Y (DY )−1 = D−1.

Â ñâÿçè ñ ýòèì óñëîâèå (12) íàçûâàþò êâàçèíüþòîíîâñêèì, à óñëîâèå (10) �

îáîáù¼ííûì êâàçèíüþòîíîâñêèì. Îòìåòèì, ÷òî â âû÷èñëåíèÿõ ìàòðèöà Hn

íå ó÷àñòâóåò (ïîñëåäíåé èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà Hn−1).
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5

◦
. Ìàòðèöû Hk áóäåì ââîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíî:

Hk+1 = Hk +∆Hk, k ∈ 0, 1, . . . , n− 2.

Â êà÷åñòâå H0 áåð¼òñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà (îáû÷íî H0 = I, ãäå I � åäè�

íè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n).

Ñîîòíîøåíèå (10) ïðè k = 1 ïðèìåò âèä

(H0 +∆H0)
T r0 = z0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

(∆H0)
T r0 = z0 −HT

0 r0.

Äîïóñòèì, ÷òî Hk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû HT
k+1

ri = zi
ïðè i ∈ 0 : k, òî åñòü ÷òîáû

(Hk +∆Hk)
T ri = zi, i ∈ 0 : k. (13)

Ïðè i = k ïîëó÷àåì

(∆Hk)
T rk = zk −HT

k rk. (14)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (13) ïðè i ∈ 0 : k − 1 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(∆Hk)
T ri = O, i ∈ 0 : k − 1. (15)

Òàêèì îáðàçîì, îáîáù¼ííîå êâàçèíüþòîíîâñêîå óñëîâèå (10) âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö Hk+1 = Hk + ∆Hk, ãäå H0 � ïðîèçâîëüíàÿ

ìàòðèöà, à ∆Hk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (14) ïðè k ∈ 0 : n− 2 è óñëîâèþ (15)

ïðè k ∈ 1 : n− 2.

6

◦
. Ñîîòíîøåíèÿì (14) è (15) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì

îáðàçîì (ñõåìà Õóàíãà):

(∆Hk)
T =

zku
T
k

〈uk, rk〉
−

HT
k rkv

T
k

〈vk, rk〉
, (16)

åñëè

〈uk, rk〉 6= 0, 〈vk, rk〉 6= 0, k ∈ 0 : n− 2;

〈uk, ri〉 = 0, 〈vk, ri〉 = 0, i ∈ 0 : k − 1, k ∈ 1 : n− 2.
(17)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñõåìà áûëà ïîëíîé, ê (16) íóæíî äîáàâèòü óñëîâèÿ (7) è (11).

Îáû÷íî ïîëàãàþò

uk = tk1zk + tk2H
T
k rk,

vk = tk3zk + tk4H
T
k rk,

ãäå tk1, . . . , tk4 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå óñëî�

âèé (17). Òåì ñàìûì, êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñõåìû Õóàíãà îïðåäåëÿåòñÿ ìàò�

ðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà

Tk =

(

tk1 tk2
tk3 tk4

)

.
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7

◦
. Ïîëîæèì â ñõåìå Õóàíãà

Tk =

(

ρk −1
1 0

)

,

òàê ÷òî

uk = ρkzk −HT
k rk,

vk = zk.

Ïàðàìåòð ρk âûáåðåì èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çíàìåíàòåëåé â �îðìóëå (16), òî

åñòü èç óñëîâèÿ 〈uk, rk〉 = 〈vk, rk〉. Èìååì

〈ρkzk −HT
k rk, rk〉 = 〈zk, rk〉,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ρk = 1 +
〈HT

k rk, rk〉

〈zk, rk〉
.

Ôîðìóëà (16) ïðèíèìàåò âèä

(∆Hk)
T =

zk(ρkzk −HT
k rk)

T

〈zk, rk〉
−

HT
k rkz

T
k

〈zk, rk〉
=

=

(

1 +
〈HT

k rk, rk〉

〈zk, rk〉

)

zkz
T
k

〈zk, rk〉
−

HT
k rkz

T
k + zkr

T
k Hk

〈zk, rk〉
.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïîëîæèì H0 = I. Òîãäà ìàòðèöû Hk áóäóò ñèììåòðè÷íûìè. Ïðè ýòîì

Hk+1 = Hk +

(

1 +
〈HT

k rk, rk〉

〈zk, rk〉

)

zkz
T
k

〈zk, rk〉
−

HT
k rkz

T
k + zkr

T
kHk

〈zk, rk〉
=

=

(

I −
zkr

T
k

〈zk, rk〉

)

Hk

(

I −
rkz

T
k

〈zk, rk〉

)

+
zkz

T
k

〈zk, rk〉
=

= QT
kHkQk +

zkz
T
k

〈zk, rk〉
. (18)

Çäåñü

Qk = I −
rkz

T
k

〈zk, rk〉
.

Îòìåòèì, ÷òî Qkrk = O.
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Äàëüíåéøèé âûáîð ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâèì òàê:

wk = −f ′(xk), pk = Hkwk, zk = yk = αkpk,

ãäå αk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

rk = f ′(xk + αkpk)− f ′(xk) = f ′(xk+1)− f ′(xk) = αkDpk = Dzk,

ïåðåïèøåì óñëîâèå (7) â âèäå

α2

k〈Dpk, pk〉 = −αk

〈

f ′(xk), pk
〉

.

Â êà÷åñòâå αk âîçüì¼ì âåëè÷èíó

αk = −

〈

f ′(xk), pk
〉

〈Dpk, pk〉
. (19)

Îòìåòèì, ÷òî αk ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè

ϕk(α) = f(xk + αpk).

Äåéñòâèòåëüíî,

ϕ′

k(α) =
〈

f ′(xk + αpk), pk
〉

=
〈

D(xk + αpk) + c, pk
〉

=

=
〈

f ′(xk), pk
〉

+ α〈Dpk, pk〉,

ïîýòîìó óðàâíåíèå ϕ′

k(α) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå α = αk.

Óñëîâèå ϕ′

k(αk) = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈

f ′(xk+1), pk
〉

= 0. (20)

8

◦
. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå f ′

k = f ′(xk).

ÒÅÎ�ÅÌÀ. Åñëè ãðàäèåíòû f ′

0, f
′

1, . . . , f
′

k−1
îòëè÷íû îò íóëÿ, òî

1) zk−1 6= O;

2) 〈f ′

k, zi〉 = 0, i ∈ 0 : k − 1;

3) Hk � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà;

4) HkDzi = zi, i ∈ 0 : k − 1;

5) 〈Dzi, zj〉 = 0 ïðè i 6= j; i, j ∈ 0 : k − 1.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 1 èìååì p0 =
= −H0f

′

0 = −f ′

0 6= O,

α0 = −
〈f ′

0,−f ′

0〉

〈Dp0, p0〉
> 0,

òàê ÷òî z0 = α0p0 6= O. Ñîãëàñíî (20), 〈f ′

1, z0〉 = α0〈f
′

1, p0〉 = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà H1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå

�îðìóëó (18) è òîò �àêò, ÷òî 〈z0, r0〉 = 〈z0, Dz0〉 > 0, çàïèøåì

〈H1x, x〉 = ‖Q0x‖
2 +

〈z0, x〉
2

〈z0, r0〉
> 0.

Äîïóñòèì, ÷òî 〈H1x, x〉 = 0. Òîãäà 〈z0, x〉 = 0 è Q0x = O. Èç ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

O = x−
r0〈z0, x〉

〈z0, r0〉
= x,

òî åñòü x = O. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü ìàòðèöû H1 óñòàíîâëåíà.

Äàëåå, H1Dz0 = H1r0 = z0, ïîñêîëüêó Q0r0 = O. Óñëîâèå 5) ïðè k = 1
áåññîäåðæàòåëüíî. ×òîáû è ïî íåìó ñîçäàòü áàçó èíäóêöèè, ðàññìîòðèì ñëó�

÷àé k = 2.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû f ′

1 6= O è ïî äîêàçàííîìó ìàòðèöà H1 ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà. Çíà÷èò, p1 = −H1f
′

1 6= O. Ñîãëàñíî (19),

α1 = −
〈f ′

1,−H1f
′

1〉

〈Dp1, p1〉
> 0,

òàê ÷òî z1 = α1p1 6= O. Òåïåðü èìååì

〈z1, Dz0〉 = −α1〈H1f
′

1, Dz0〉 = −α1〈f
′

1, H1Dz0〉 =

= −α1〈f
′

1, z0〉 = 0

è

〈f ′

2, z0〉 = 〈f ′

1 +Dz1, z0〉 = 〈f ′

1, z0〉 = 0.

�àâåíñòâî 〈f ′

2, z1〉 = 0 ñïðàâåäëèâî â ñèëó (20).

Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöà H2 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Çàïèøåì

〈H2x, x〉 = 〈H1Q1x,Q1x〉+
〈z1, x〉

2

〈z1, r1〉
> 0.

Ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå, ÷òî 〈z1, r1〉 = 〈z1, Dz1〉 > 0. Åñëè 〈H2x, x〉 = 0, òî
Q1x = O è 〈z1, x〉 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

O = Q1x = x−
r1〈z1, x〉

〈z1, r1〉
= x,

òî åñòü x = O. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü ìàòðèöû H2 óñòàíîâëåíà.
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Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà Q1r1 = O ïîëó÷àåì

H2Dz1 = H2r1 = z1.

Äàëåå

Q1Dz0 =

(

I −
r1z

T
1

〈z1, r1〉

)

Dz0 = Dz0,

QT
1Dz0 =

(

I −
z1r

T
1

〈z1, r1〉

)

z0 = z0 −
〈Dz1, z0〉

〈z1, r1〉
= z0.

ïîýòîìó

H2Dz0 = QT
1H1Q1Dz0 = QT

1H1Dz0 = QT
1 z0 = z0.

Ïðè k = 2 òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò k ê k + 1. Òàê êàê f ′

k 6= O è

Hk � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà, òî pk = −Hkf
′

k 6= O, αk > 0,
zk 6= O. Ìàòðèöà Hk+1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ÷òî ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëü�

íîé îïðåäåë¼ííîñòè ìàòðèöû Hk è óñëîâèÿ zk 6= O.

Ïðè i ∈ 0 : k − 1 â ñèëó óñëîâèé 4) è 2) èìååì

〈Dzi, zk〉 = −αk〈Hkf
′

k, Dzi〉 = −αk〈f
′

k, zi〉 = 0.

Ñîãëàñíî (20), 〈f ′

k+1
, zk〉 = 0. Ïðè i ∈ 0 : k − 1

〈f ′

k+1, zi〉 = 〈f ′

k +Dzk, zi〉 = 〈f ′

k, zi〉 = 0.

Íàêîíåö, òàê æå, êàê ïðè k = 2, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Hk+1Dzk = zk è

Hk+1Dzi = QT
k zi = zi ïðè i ∈ 0 : k − 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

9

◦
. Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü ìåòîä ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè f(x)

ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé D, â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî

çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) è å¼ ãðàäèåíòà f ′(x).
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0. Åñëè f ′(x0) = O, òî

x0 � òî÷êà ìèíèìóìà. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ. Èíà÷å ïîëàãàåì H0 = I.

Îáùàÿ (k + 1)-ÿ èòåðàöèÿ, ïåðåä íà÷àëîì êîòîðîé èìåþòñÿ xk, f
′(xk) 6= O

è Hk, ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

• íàõîäèì íàïðàâëåíèå ñïóñêà pk = −Hkf
′(xk);

• âû÷èñëÿåì αk êàê òî÷êó ìèíèìóìà �óíêöèè ϕk(α) = f(xk + αpk);

• îïðåäåëÿåì zk = αkpk è xk+1 = xk + zk;
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• åñëè f ′(xk+1) = O, òî ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ. Èíà÷å íàõîäèì

rk = f ′(xk+1)− f ′(xk);

• îñóùåñòâëÿåì ïîäãîòîâêó ê ñëåäóþùåìó øàãó

Hk+1 =

(

I −
zkr

T
k

〈zk, rk〉

)

Hk

(

I −
rkz

T
k

〈zk, rk〉

)

+
zkz

T
k

〈zk, rk〉
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû xk+1, f
′(xk+1) 6= O è Hk+1. Îïèñàíèå ìåòîäà

çàâåðøåíî.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â �îðìèðîâàíèè ìàòðèöû Hk+1 íàðÿäó ñ ìàòðèöåé Hk

ó÷àñòâóþò âåêòîðû zk = xk+1 − xk è rk = f ′(xk+1)− f ′(xk).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z0, z1, . . . ïî ñâîéñòâó 5) èç òåîðåìû ñîñòîèò èç D-îðòî-

ãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Èõ êîëè÷åñòâî íå ìîæåò ïðåâûñèòü n. Çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå, f ′(xn) = O.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà ìèíèìóìà áóäåò íàéäåíà íå áîëåå, ÷åì çà n èòåðàöèé.

10

◦
. Îïèñàííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ BFGS-ìåòîäîì ïî èìåíàì åãî àâòîðîâ

Áðîéäåíà [2℄, Ôëåò÷åðà [3℄, �îëüä�àðáà [4℄ è Øàííî [5℄. Îí ìîæåò ïðèìåíÿòü�

ñÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè íå òîëüêî êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé, íî è äëÿ ìèíèìèçàöèè

ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ è äàæå íåãëàäêèõ �óíêöèé. Ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. êíè�

ãó [6℄.
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