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1

◦
. Ïóñòü I � êîíå÷íîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî, αi ïðè i ∈ I è c � ïðîèçâîëü�

íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Â äîêëàäå áóäóò óêàçàíû íåñòàíäàðòíûå ïðèëîæå�

íèÿ ýëåìåíòàðíîãî ðàâåíñòâà

max
i∈I

{αi + c} = max
i∈I

{αi}+ c. (1)

2

◦
. Âíà÷àëå ïðîâåðèì ñàìî ðàâåíñòâî (1). Îáîçíà÷èì A = max

i∈I
{αi}. Ïðè

âñåõ i ∈ I èìååì αi + c 6 A+ c. Çíà÷èò,

max
i∈I

{αi + c} 6 A+ c. (2)

Âìåñòå ñ òåì,

αi = (αi + c)− c 6 max
i∈I

{αi + c} − c,

òàê ÷òî

A 6 max
i∈I

{αi + c} − c

è

A+ c 6 max
i∈I

{αi + c}. (3)

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (2) è (3), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (1).

3

◦
. Â. Ô. Äåìüÿíîâ îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî íàðÿäó ñ î÷åâèäíûì íåðà�

âåíñòâîì

max
i∈I

{αi + βi} 6 max
i∈I

{αi}+max
i∈I

{βi}

âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

max
i∈I

{αi + βi} > max
i∈I

{αi}+max
i∈R

{βi}, (4)
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ãäå R = {i ∈ I | αi = A}. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1),

max
i∈I

{αi + βi} > max
i∈R

{αi + βi} =

= max
i∈R

{A+ βi} = A +max
i∈R

{βi} = max
i∈I

{αi}+max
i∈R

{βi}.

Íåðàâåíñòâî (4) îáîáùàåòñÿ íà á�îëüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Íàïðèìåð

max
i∈I

{αi + βi + γi} > max
i∈R

{A+ βi + γi} = A+max
i∈R

{βi + γi}.

Îáîçíà÷èì B = max
i∈R

{βi} è R1 = {i ∈ R | βi = B}. Ñîãëàñíî (1),

max
i∈R

{βi + γi} > max
i∈R1

{B + γi} = B +max
i∈R1

{γi}.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

max
i∈I

{αi + βi + γi} > max
i∈I

{αi}+max
i∈R

{βi}+max
i∈R1

{γi}.

Ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ â ýòîì ïóíêòå ñîîáðàæåíèé â êíèãå [1, ñ. 69�76℄

âûâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå äèñêðåòíîé �óíêöèè ìàêñèìóìà ïî íàïðàâëåíèþ.

4

◦
. Îáîçíà÷èì fi = αi + βi, i ∈ I.

ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

max
i∈I

{fi} = max
i∈I

{

αi −
∑

j∈I,j 6=i

βj

}

+
∑

i∈I

βi. (5)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

α = (1, 4, 7, 0), β = (2, 1,−3, 1)

ðàâåíñòâî (5) ïðèíèìàåò âèä

max{3, 5, 4, 1} = max{2, 4, 3, 0}+ 1.

Â êíèãå [2, ñ. 116℄ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû çàíèìàåò ïîëòîðû ñòðàíèöû.

Íà ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî (5) ëåãêî ñëåäóåò èç (1). Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì

αi + βi = αi +
(

∑

i∈I

βi −
∑

j∈I,j 6=i

βj

)

=

=
(

αi −
∑

j∈I,j 6=i

βj

)

+
∑

i∈I

βi.

Âçÿâ ìàêñèìóì ïî i ∈ I è âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (1) ïðè c =
∑

i∈I

βi,

ïîëó÷èì (5).
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◦
. Óêàæåì íà åù¼ îäíî ïðèëîæåíèå ðàâåíñòâà (1).

ËÅÌÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

max
i∈I

min
j∈I

{αi + βj} = min
j∈I

max
i∈I

{αi + βj} =

= max
i∈I

{αi}+min
j∈I

{βj}.
(6)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ (1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

min
j∈I

{βj + c} = min
j∈I

{βj}+ c. (7)

Èìååì

max
i∈I

min
j∈I

{αi + βj} = max
i∈I

{

αi +min
j∈I

{βj}
}

.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (1) ïðè c = min
j∈I

{βj}, ïîëó÷èì

max
i∈I

min
j∈I

{αi + βj} = max
i∈I

{αi}+min
j∈I

{βj}.

Àíàëîãè÷íî

min
j∈I

max
i∈I

{αi + βj} = min
j∈I

{

max
i∈I

{αi}+ βj

}

.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (7) ïðè c = max
i∈I

{αi}, ïîëó÷èì

min
j∈I

max
i∈I

{αi + βj} = max
i∈I

{αi}+min
j∈I

{βj}.

Ëåììà äîêàçàíà.
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◦
. Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äèñêðåòíîãî ìàêñèìóìà íå çàâèñèò îò ðàâåí�

ñòâà (1).

Ââåä¼ì ïîëèýäðàëüíóþ �óíêöèþ

ϕ(x) = max
i∈I

{

〈ai, x〉+ bi
}

, x ∈ R
n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî (n+1)-ìåðíûõ âåêòîðîâ fi =

(

ai
bi

)

, i ∈ I, ÷åðåç

G � âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà F , G = co(F ), è ÷åðåç K � ñîâîêóïíîñòü

âñåõ êðàéíèõ òî÷åê âûïóêëîãî ìíîæåñòâà G. ßñíî, ÷òî K ⊂ F .
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Ïóñòü J = {j ∈ I | fj ∈ K}.

ËÅÌÌÀ 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ(x) = max
j∈J

{

〈aj, x〉+ bj
}

.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì ïî I ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìóìó ïî ïîäìíîæåñòâó J .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Êðåéíà-Ìèëüìàíà [3, ñ. 32℄ ëþáîé âåêòîð fi
ïðè i ∈ I \ J äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

fi =
∑

j∈J

λjfj ,

ãäå λj > 0 è
∑

j∈J

λj = 1. Â ïîäðîáíîé çàïèñè:

(

ai
bi

)

=
∑

j∈J

λj

(

aj
bj

)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈ai, x〉+ bi =
∑

j∈J

λj

[

〈aj, x〉+ bj
]

6

6 max
j∈J

{

〈aj, x〉+ bj
}

.

Òåïåðü èìååì

ϕ(x) = max
{

max
j∈J

{

〈aj , x〉+ bj
}

, max
i∈I\J

{

〈ai, x〉+ bi
}

}

=

= max
j∈J

{

〈aj , x〉+ bj
}

.

Ëåììà äîêàçàíà.
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