
ÑÒÓÄÅÍÒÛ �ÅØÀÞÒ ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È. . .

∗

Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ

v.malozemov�spbu.ru

12 �åâðàëÿ 2015 ã.

Ñ 1986 ã. ÿ ÷èòàþ íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ñàíêò-Ïåòåð�

áóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ëåêöèè ïî ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì

äëÿ ñòóäåíòîâ 3-ãî êóðñà îòäåëåíèÿ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè.

Ëåêöèè ñîñòîÿò èç òð¼õ ÷àñòåé:

• ëèíåéíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è,

• íåëèíåéíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è,

• âàðèàöèîííûå çàäà÷è.

Íà ëåêöèÿõ ñòóäåíòàì ïðåäëàãàþòñÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ êàê ñòàí�

äàðòíûå çàäà÷è (ïðîâåðêà ïëàíà îáùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

íà îïòèìàëüíîñòü, ðåøåíèå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîìî�

ùüþ òåîðåìû Êóíà�Òàêêåðà, ðåøåíèå êâàäðàòè÷íûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷),

òàê è ìåíåå ñòàíäàðòíûå. Èíîãäà ñòóäåíòû íàõîäÿò îðèãèíàëüíûå, êðàñèâûå

ðåøåíèÿ íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷. Ïðèìåðû òàêèõ ðåøåíèé âìåñòå ñ êîììåíòà�

ðèÿìè ê íèì ÿ ïðèâåäó â ýòîì äîêëàäå.

ÇÀÄÀ×À 1. Ïóñòü D � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàò�

ðèöà ïîðÿäêà n è c � íåíóëåâîé n-ìåðíûé âåêòîð. Íàéäèòå ãëîáàëüíîå ðåøå�

íèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

f(x) :=〈c, x〉 → max,

〈Dx, x〉 = 1
(1)

è äîêàæèòå, ÷òî îíî åäèíñòâåííî.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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� åøåíè å (Ì. Êîëüöîâ, Å. �æåâñêàÿ, 2014 ã.). Çàïèøåì �îðìàëüíî íåîáõî�

äèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà:

c = uDx, (2)

〈Dx, x〉 = 1. (3)

Òàê êàê c � íåíóëåâîé âåêòîð, òî è u 6= 0.
Óìíîæèì (2) ñêàëÿðíî íà x. Ó÷èòûâàÿ (3), ïîëó÷àåì

〈c, x〉 = u. (4)

Äàëåå, ó ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöû D ñóùåñòâó�

åò îáðàòíàÿ ìàòðèöà D−1
, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæè�

òåëüíî îïðåäåë¼ííîé. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

x =
1

u
D−1c. (5)

Óñëîâèå (3) ïðèíèìàåò âèä

〈c,D−1c〉 = u2,

òàê ÷òî

u = ±
√

〈c,D−1c〉.
Íà îñíîâàíèè (4) è òîãî �àêòà, ÷òî ìû ìàêñèìèçèðóåì �óíêöèþ 〈c, x〉, âûáè�
ðàåì

u =
√

〈c,D−1c〉.
Ñîãëàñíî (5) ïðèõîäèì ê �îðìóëå

x∗ =
D−1c

√

〈c,D−1c〉
. (6)

Ïîêàæåì, ÷òî f(x) < f(x∗) äëÿ ëþáîãî ïëàíà x, îòëè÷íîãî îò x∗. Ýòèì è

çàâåðøèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Âîçüì¼ì ïëàí x, îòëè÷íûé îò x∗, è îáîçíà÷èì h = x− x∗, h 6= O. Èìååì

1 = 〈Dx, x〉 =
〈

D(x∗ + h), x∗ + h
〉

= 〈Dx∗, x∗〉+ 2〈Dx∗, h〉+ 〈Dh, h〉.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

2〈Dx∗, h〉 = −〈Dh, h〉 < 0.

Â ñèëó (6) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

〈c, h〉 < 0.
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f(x) = f(x∗ + h) = 〈c, x∗〉+ 〈c, h〉 < 〈c, x∗〉 = f(x∗),

òî åñòü f(x) < f(x∗).

Ê îìì å í ò à ð èé. ß èìåë â âèäó äðóãîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ñâÿçè çàäà�

÷è (1) ñ âçàèìíîé ïî Ýéëåðó çàäà÷åé

g(x) :=〈Dx, x〉 → min,

〈c, x〉 = 1
(7)

(ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé (1) öåëåâàÿ �óíêöèÿ è �óíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â îãðà�

íè÷åíèå, ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè). Ó çàäà÷è (7) öåëåâàÿ �óíêöèÿ âûïóêëàÿ è

îãðàíè÷åíèå ëèíåéíîå. Å¼ ðåøåíèå x0 íàõîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì ïóò¼ì èç êðè�

òåðèÿ îïòèìàëüíîñòè. Îíî åäèíñòâåííî è èìååò âèä

x0 =
D−1c

〈c,D−1c〉 .

Îáîçíà÷èì

µ = 〈Dx0, x0〉 =
1

〈c,D−1c〉 .

Âåêòîð x∗ =
1√
µ
x0 ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì çàäà÷è (1). Ïðè ýòîì

〈c, x∗〉 =
1√
µ
. (8)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïëàíà x1 çàäà÷è (1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

〈c, x1〉 6
1√
µ
. (9)

Åñëè 〈c, x1〉 6 0, òî ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü 〈c, x1〉 > 0. Âåêòîð

x2 =
x1

〈c, x1〉

óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (7), ïîýòîìó

〈Dx2, x2〉 > 〈Dx0, x0〉 = µ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1
[

〈c, x1〉
]2 > µ è 〈c, x1〉 6

1√
µ
.
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Íà îñíîâàíèè (8) è (9) çàêëþ÷àåì, ÷òî x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñâÿçàíà ñ åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ

çàäà÷è (7).

Îòìå÷ó òàêæå, ÷òî çàäà÷à 1 èìååò ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà

îáîáù¼ííîì íåðàâåíñòâå Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Ââåä¼ì â Rn
îáîáù¼ííîå ñêà�

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈x, y〉D = 〈Dx, y〉
è îáîáù¼ííóþ íîðìó ‖x‖D =

√

〈x, x〉D =
√

〈Dx, x〉. Â êíèãå [1, ñ. 33℄ ïîêàçàíî,

÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

〈x, y〉D 6 ‖x‖D · ‖y‖D, (10)

ïðè÷¼ì ïðè íåíóëåâûõ x, y íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,
êîãäà

x

‖x‖D
=

y

‖y‖D
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì óòâåðæäåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Ñîãëàñíî (10)

äëÿ ëþáîãî ïëàíà x èìååì

f(x) =
〈

D(D−1c), x
〉

6 ‖D−1c‖D · ‖x‖D =
√

〈c,D−1c〉.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

D−1c

‖D−1c‖D
=

x

‖x‖D
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

x =
D−1c

√

〈c,D−1c〉
.

Ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

ÇÀÄÀ×À 2. Íàéäèòå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è

J(x) :=

∫ 1

0

x2(x′)2dt → min,

x(0) = 1, x(1) =
√
2, x ∈ C1[0, 1],

(11)

è äîêàæèòå åãî åäèíñòâåííîñòü.

�åøåíè å (À. Ïåòðîâ, 1998 ã.). Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå

óòâåðæäåíèå.
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ËÅÌÌÀ. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0, 1] �óíêöèè y(t) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

(

∫ 1

0

y(t)dt
)2

6

∫ 1

0

y2(t)dt. (12)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

y(t) ≡ const.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì α èìååì

0 6

∫ 1

0

(y − α)2dt =

∫ 1

0

y2dt− 2α

∫ 1

0

ydt+ α2 =

=
(

α−
∫ 1

0

ydt
)2

−
(

∫ 1

0

ydt
)2

+

∫ 1

0

y2dt.

Ïîëîæèâ α =
∫ 1

0
ydt, ïðèä¼ì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.

Åñëè íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, òî

0 6

∫ 1

0

(y − α)2dt =
(

α−
∫ 1

0

ydt
)2

.

Ïîëîæèâ è çäåñü α =
∫ 1

0
ydt, ïîëó÷èì

∫ 1

0

(y − α)2dt = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y(t) ≡ α.
Òî, ÷òî ïðè y(t) ≡ const íåðàâåíñòâî (12) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, î÷å�

âèäíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (11). Âîçüì¼ì ïëàí x è îáîçíà÷èì y = xx′
.

Â ñèëó (12) èìååì

J(x) =

∫ 1

0

y2dt >
(

∫ 1

0

ydt
)2

=
(

∫ 1

0

xx′dt
)2

=
1

4
x2

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1

4
.

Ïî ëåììå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà xx′ ≡
≡ 1

2
α, òî åñòü ïðè x2 = αt + β. Ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì β = 1,

α = 1. Òàêèì îáðàçîì,

x2(t) = t + 1, t ∈ [0, 1].

Â ÷àñòíîñòè, íà îòðåçêå [0, 1] �óíêöèÿ x2(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Çíà÷èò,

è x(t) íà îòðåçêå [0, 1] íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé îíà

äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Ïîëó÷àåì

x∗(t) =
√
t+ 1.

Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è 2.

Ê îìì å í ò à ð èé. Íåðàâåíñòâà èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëü�

íûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü èçâåñòíû âñå ñëó÷àè, êîãäà íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. â äîêëàäå [2℄.
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ÇÀÄÀ×À 3. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n è B = x0y
T
0 ,

ãäå x0, y0 � íåíóëåâûå n-ìåðíûå âåêòîðû. Íàéäèòå �îðìóëó äëÿ îáðàòíîé

ìàòðèöû (A− B)−1
.

�åøåíè å (À. Ïåòðîâ, 1998 ã.; À. Ïðîñêóðíèêîâ, 2001 ã.). Èìååì

A−B = (E −BA−1)A. (13)

Äàëåå,

(E −BA−1)x0 = x0 − x0y
T
0 A

−1x0.

Îáîçíà÷èì η = yT0 A
−1x0 = 〈y0, A−1x0〉. Òîãäà

(E − BA−1)x0 = (1− η)x0.

Åñëè η = 1, òî ìàòðèöà E −BA−1
íåîáðàòèìà (âìåñòå ñ A−B � ñì. (13)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η 6= 1. Â ýòîì ñëó÷àå

(1− η)−1(E −BA−1)x0y
T
0 A

−1 = x0y
T
0 A

−1 = BA−1 =

= E − (E − BA−1).

Ïîëó÷àåì

(E −BA−1)
(

E + (1− η)−1BA−1
)

= E.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(E − BA−1)−1 = E + (1− η)−1BA−1.

Â ñèëó (13)

(A− B)−1 = A−1 + (1− η)−1A−1BA−1. (14)

Êîìì å í ò à ð èé. Ôîðìóëà (14) õîðîøî èçâåñòíà. Îíà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé

Øåðìàíà�Ìîððèñîíà. Å¼ ñïðàâåäëèâîñòü, êîãäà îíà çàïèñàíà, ëåãêî ïðîâåðèòü

íåïîñðåäñòâåííî. Îäíàêî ìíå áûëî èíòåðåñíî, êàê �îðìóëà (14) âûâîäèòñÿ.

À. Ïåòðîâ è À. Ïðîñêóðíèêîâ áëåñòÿùå ñ ýòèì ðàçîáðàëèñü.

Â äàëüíåéøåì ìû ñ À. Ïåòðîâûì è Ô. Ìîíàêî ïðîäîëæàëè çàíèìàòüñÿ

äàííîé òåìîé è îïóáëèêîâàëè ñòàòüþ [3℄.
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�àññìîòðèì ÷àñòíóþ ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè ñèìïëåêñ�

ìåòîäà. Ó îáðàòèìîé ìàòðèöû A k-é ñòîëáåö Ak çàìåíÿåòñÿ íà ñòîëáåö C. Êàê
ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà?

Íîâàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

S = A− (Ak − C)eTk ,

ãäå ek � k-é îðò. Â äàííîì ñëó÷àå

1− η = 1−
〈

ek, A
−1(Ak − C)

〉

= 〈ek, A−1C〉.

Îáîçíà÷èì z = A−1C. Òîãäà 1− η = z[k]. Êðèòåðèåì îáðàòèìîñòè ìàòðèöû S
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå z[k] 6= 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ â ñèëó (14) ïîëó÷àåì

S−1 = A−1 +
(

z[k]
)−1

A−1(Ak − C)eTkA
−1 =

= A−1 +
(

z[k]
)−1

(ek − z)eTkA
−1.

(15)

Ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (15) ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä, åñëè ðàñïèñàòü åãî ïî ñòðî�

êàì:

S−1[k,N ] =
(

z[k]
)−1

A−1[k,N ];

S−1[i, N ] = A−1[i, N ]− z[i]S−1[k,N ], i ∈ N \ {k}.

Çäåñü N = 1 : n.

ÇÀÄÀ×À 4. Ïóñòü A � (n ×m)-ìàòðèöà, n < m, b � íåíóëåâîé n-ìåðíûé
âåêòîð. �àññìîòðèì äâå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

‖ξ‖∞ → min,

Aξ = b,
(16)

‖ATη‖1 → min,

〈b, η〉 = 1.
(17)

Çäåñü ‖ξ‖∞ = max
j∈1:m

∣

∣ξ[j]
∣

∣

è ‖y‖1 =
m
∑

j=1

∣

∣y[j]
∣

∣

, ãäå y = ATη.

Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (16) íåïó�

ñòî, òî îáå çàäà÷è (16) è (17) èìåþò ðåøåíèÿ; ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûå çíà�

÷åíèÿ µ, ν èõ öåëåâûõ �óíêöèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì µ · ν = 1.

�åøåíè å (À. Äåìüÿíîâ, 2002 ã.). Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (16)

èìååò ðåøåíèå. Çàïèøåì ýêâèâàëåíòíóþ åé çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî�

âàíèÿ:

ρ → min,

Aξ = b,

−ρ 6 ξ[j] 6 ρ, j ∈ 1 : m.

(18)
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Ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (18) íåïóñòî

(

îíî ñîäåðæèò âåêòîð (ξ0, ρ0), ãäå ξ0 �
ïëàí çàäà÷è (16) è ρ0 = max

j∈1:m

∣

∣ξ0[j]
∣

∣

)

è öåëåâàÿ �óíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ

îãðàíè÷åíà ñíèçó íóë¼ì. Ýòî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà

ó çàäà÷è (18). Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ïëàí è ó

çàäà÷è (16). Îáîçíà÷èì åãî ξ∗. Ïî îïðåäåëåíèþ

µ = ‖ξ∗‖∞.

Òàê êàê b 6= O, òî µ > 0.
Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å (17) è çàïèøåì ýêâèâàëåíòíóþ åé çàäà÷ó ëè�

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êîìïîíåíòû y[j] âåêòîðà
y = AT η äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

y[j] = α[j]− β[j], α[j] > 0, β[j] > 0,

ïðè ýòîì

∣

∣y[j]
∣

∣ = α[j] + β[j]. Ïîëó÷èì

m
∑

j=1

(

α[j] + β[j]
)

→ min,

−y[j] + α[j]− β[j] = 0, j ∈ 1 : m;

α[j] > 0, β[j] > 0, j ∈ 1 : m;

〈b, η〉 = 1.

(19)

Ââåä¼ì âåêòîð e = (1, 1, . . . , 1) è ïåðåïèøåì çàäà÷ó (19) â âåêòîðíîì âèäå

〈e, α + β〉 → min,

−AT η + α− β = O,

〈b,η〉 = 1,

α > O, β > O.

(20)

Ïåðåéä¼ì ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å:

v → max,

−Au + vb = O,

u 6 e, −u 6 e.

(21)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîð (u∗, v∗) :=(ξ∗/µ, 1/µ) ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì çà�

äà÷è (21) (ó÷åñòü, ÷òî âòîðàÿ ñòðî÷êà îãðàíè÷åíèé ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

‖u‖∞ 6 1). Áîëåå òîãî, ýòîò ïëàí � îïòèìàëüíûé. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì

ïðîòèâíîå. Òîãäà ó çàäà÷è (21) ñóùåñòâóåò ïëàí (u0, v0) ñ á�îëüøèì çíà÷åíèåì

öåëåâîé �óíêöèè, òî åñòü

v0 >
1

µ
.
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Ïîëîæèì ξ̂ = 1
v0
u0. Âåêòîð ξ̂ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (16) è

‖ξ̂‖∞ =
1

v0
‖u0‖∞ 6

1

v0
< µ.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ µ.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (21) èìååò ðåøåíèå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå å¼

öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî 1/µ. Ïî ïåðâîé òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíîì

ïðîãðàììèðîâàíèè çàäà÷à (20) òàêæå èìååò ðåøåíèå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

å¼ öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî 1/µ. Íàêîíåö, â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷à (17)

èìååò ðåøåíèå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå å¼ öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî 1/µ. Ïî
îïðåäåëåíèþ

v =
1

µ
,

òàê ÷òî µ · ν = 1.

Ê îìì å í ò à ð èé. Íà ëåêöèÿõ ÿ ðàññìàòðèâàë ¾ñèììåòðè÷íóþ¿ ïàðó ýêñòðå�

ìàëüíûõ çàäà÷

‖ξ‖1 → min, ‖ATη‖∞ → min,
è

Aξ = b 〈b, η〉 = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â [4℄.

ÇÀÄÀ×À 5. Ïóñòü u(t) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèÿ è

Cn
0 [a, b] =

{

h ∈ Cn[a, b] | h(k)(a) = h(k)(b) = 0 ∀k ∈ 1 : n− 1
}

.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

∫ b

a

u(t)h(n)(t)dt = 0 ∀h ∈ Cn
0 [a, b] (22)

�óíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå n− 1.

�åøåíè å (Ä. Ïåòðîâ, 1999 ã.). Ïîëîæèì

u0(t) = u(t); uk(t) =

∫ t

a

uk−1(τ)dτ, k = 1, . . . , n.

Ââåä¼ì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà p2n−1(t), èñõîäÿ èç óñëîâèé

p
(k)
2n−1(a) = u(k)

n (a); p
(k)
2n−1(b) = u(k)

n (b), k ∈ 0 : n− 1.
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�àññìîòðèì �óíêöèþ ĥ(t) = un(t) − p2n−1(t). Î÷åâèäíî, ÷òî ĥ ∈ Cn
0 [a, b].

Ïðè ýòîì

ĥ(n)(t) = u(t)− p
(n)
2n−1(t). (23)

Ïîëèíîì gn−1(k) = p
(n)
2n−1(t) èìååò ñòåïåíü íå âûøå n− 1 è

∫ b

a

gn−1(t)ĥ
(n)(t)dt = 0. (24)

Ôîðìóëà (24) ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:

∫ b

a

gn−1ĥ
(n)dt = −

∫ b

a

g′n−1ĥ
(n−1)dt = . . . = (−1)n

∫ b

a

g
(n)
n−1ĥ dt = 0.

Íà îñíîâàíèè (22)�(24) ïîëó÷àåì

∫ b

a

[

u(t)− gn−1(t)
]2
dt =

∫ b

a

[

u(t)− gn−1(t)
]

ĥ(n)(t)dt =

=

∫ b

a

u(t)ĥ(n)(t)dt−
∫ b

a

gn−1(t)ĥ
(n)(t)dt = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u(t) ≡ gn−1(t) íà [a, b], òî åñòü �óíêöèÿ u(t) íà îòðåçêå
[a, b] ñîâïàäàåò ñ àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì gn−1(t) ñòåïåíè íå âûøå n− 1.

Ê îìì å í ò à ð èé. Ýòî çàìå÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïîáóäèëî ìåíÿ íà ëåêöèÿõ ïðè

äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàòü ëè�

íåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ.

ÇÀÄÀ×À 6. �àññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó

J(x) :=

∫ 1

−1

x2(1− x′)2dt → inf,

x(−1) = 0, x(1) = 1, x ∈ C1[−1, 1].

Íàéäèòå èí�èìóì �óíêöèîíàëà J(x) íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ è äîêàæèòå,

÷òî ýòîò èí�èìóì íå äîñòèãàåòñÿ.

�åøåíè å (À. �åðàñèìîâ, 1999 ã.; È. Àíèñèìîâà, 2004 ã.). Î÷åâèäíî, ÷òî

J(x) > 0 íà âñåõ ïëàíàõ x. Íà �óíêöèè

x∗(t) =

{

0 ïðè t ∈ [−1, 0],

t ïðè t ∈ [0, 1]
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âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî J(x∗) = 0. Íî x∗ íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

C1[−1, 1]. Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è â áîëåå øèðîêîì

ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé.

Ïîêàæåì, ÷òî íà C1[−1, 1] çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. Ââåä¼ì ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü �óíêöèé

xn(t) =











0 ïðè t ∈ [−1,− 1
n
],

1
4n
(nt+ 1)2 ïðè t ∈ [− 1

n
, 1
n
],

t ïðè t ∈ [ 1
n
, 1].

Ïîëèíîì p2(t) =
1
4n
(nt + 1)2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

p2(− 1
n
) = 0, p′2(− 1

n
) = 0,

p2(
1
n
) = 1

n
, p′2(

1
n
) = 1.

Çíà÷èò, �óíêöèè xn ïðèíàäëåæàò C1[−1, 1] ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Êðî�
ìå òîãî, âñå xn(t) óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ

�óíêöèîíàëà J íà ïëàíàõ xn:

J(xn) =

∫ 1

−1

x2
n(t)

[

1− x′
n(t)

]2
dt =

=
1

64n2

∫ 1/n

−1/n

(nt + 1)4(nt− 1)2dt =
1

64n3

∫ 1

−1

(u+ 1)4(u− 1)2dt.

Î÷åâèäíî, ÷òî J(xn) → 0 ïðè n → ∞. Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó: èí�è�

ìóì J(x) íà �óíêöèÿõ x ∈ C1[−1, 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

x(−1) = 0, x(1) = 1, ðàâåí íóëþ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò èí�èìóì íå äîñòèãàåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî J(x0) = 0 íà íåêîòîðîì ïëàíå x0. Òîãäà

x0(t)
[

1− x′
0(t)

]

≡ 0 íà [−1, 1]. (25)

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

1 = x0(1)− x0(−1) = 2x′
0(ξ),

ãäå ξ ∈ (−1, 1). Ïîëó÷àåì x′
0(ξ) =

1
2
. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ áóäóò

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

1
4
< x′

0(t) <
3
4
. Ñîãëàñíî (25) â òîé æå îêðåñòíîñòè

x0(t) ≡ 0. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî x′
0(ξ) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

ðàâåíñòâó x′
0(ξ) =

1
2
.

Ïðîòèâîðå÷èå óáåæäàåò íàñ â òîì, ÷òî èí�èìóì �óíêöèîíàëà J(x) íà

ìíîæåñòâå ïëàíîâ íå äîñòèãàåòñÿ.

Ê îìì å í ò à ð èé. Åñëè âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, òî ìîæíî

ïîïûòàòüñÿ ðàñøèðèòü îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåë¼í �óíê�

öèîíàë, òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.
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