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◦
. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Ñèëüâåñòðà � ïî

çàäàííîìó íàáîðó òî÷åê ai ∈ Rn
, i ∈ M = 1 : m, íàéòè íàèìåíüøèé ïî îáú¼ìó

øàð, èõ ñîäåðæàùèé. ×òîáû �îðìàëüíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó, ââåäåì ïåðåìåííóþ

x ∈ Rn
� öåíòð èñêîìîãî øàðà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû øàð BRn(x, r)

ñîäåðæàë âñå çàäàííûå òî÷êè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû åãî ðàäèóñ r óäîâëåòâîðÿë

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∀ i ∈ M ‖ai − x‖ 6 r

Òî åñòü, â çàäà÷å Ñèëüâåñòðà òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó ìèíèìóìà �óíêöèè

max
i∈M

{‖ai − x‖} íà Rn
, ïðè ýòîì ðàäèóñ èñêîìîãî ìèíèìàëüíîãî øàðà áóäåò

ðàâåí çíà÷åíèþ �óíêöèè â ýòîé òî÷êå. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä çíàêîì

ìàêñèìóìà ìîæíî çàìåíèòü íà

1

2
‖ai − x‖2, ÷òî íå ìåíÿåò òî÷êó ìèíèìóìà.

Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü òàê: ðåøåíèå çàäà÷è Ñèëüâåñòðà � ýòî òî÷êà x∗, ÿâëÿ�

þùàÿñÿ ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

ϕ(x) := max
i∈M

{1

2
‖ai − x‖2} → min

x∈Rn

, (1)

à ðàäèóñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîãî øàðà ðàâåí

√

2ϕ(x∗). Äîêàçàòåëü�
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ðåøåíèÿ èìååòñÿ â êíèãå [1℄.

Çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. �àñêðîåì

ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû:

ϕ(x) = 1

2
‖x‖2 +max

i∈M

{−〈ai, x〉+ 1

2
‖ai‖2}

Òåïåðü âûðàæåíèå ïîä ìàêñèìóìîì ëèíåéíî ïî x, à çíà÷èò ñàì ìàêñèìóì

ìîæíî îáîçíà÷èòü çà t è ââåñòè íàáîð îãðàíè÷åíèé. Òî åñòü, èñõîäíàÿ çàäà÷à
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ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1

2
〈Ex, x〉+ t → min

〈ai, x〉+ t >
1

2
‖ai‖2, i ∈ M

2

◦
. Îáùèé âèä çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äâîé�

ñòâåííîé ê íåé. ×òîáû äâèãàòüñÿ äàëüøå, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü

ïîíÿòèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèå è äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Çà�

äà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ýòî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à âèäà

Q(x) =
1

2
〈Dx, x〉+ 〈c, x〉 → min

A[M1, N ]× x[N ] > b[M1]

A[M2, N ]× x[N ] = b[M2]

x[N1] > O[N1]

ãäå D = D[N,N ] � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà.

Êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæíî ââåñòè äâîéñòâåííóþ

çàäà÷ó è ïîëó÷èòü òåîðåìó, ñâÿçûâàþùóþ å¼ ñ èñõîäíîé çàäà÷åé � ïåðâóþ

òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè. Ïðè ýòîì äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à âûãëÿäèò òàê:

−1

2
〈Dv, v〉+ 〈b, u〉 → max

−v[N ]×D[N,N1] + u[M ]× A[M,N1] 6 c[N1]

−v[N ]×D[N,N2] + u[M ]× A[M,N2] = c[N2]

u[M1] > O[M1]

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàáëèöó

c

v −D −1

2
Dv

u A b

Òîãäà öåëåâàÿ �óíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì ïåðâîãî è ïîñëåä�

íåãî ñòîëáöà òàáëèöû, îãðàíè÷åíèÿ � ïåðâîãî è âòîðîãî, à ïðàâûå ÷àñòè îãðà�

íè÷åíèé ñòîÿò â ïåðâîé ñòðîêå, ïðè÷¼ì íåðàâåíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêîâûì îãðàíè÷åíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è. Çíàêîâûå îãðàíè�

÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå (êîìïîíåíòû âåêòîðà u),

ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûì îãðàíè÷åíèÿì-íåðàâåíñòâàì.
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◦
. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ çàäà÷à Ñèëüâåñòðà è å¼ ðåøåíèå.

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å Ñèëüâåñòðà. Èç âåêòîðîâ-ñòðîê ai ñîñòàâèì ìàòðèöó A0 è

ââåä¼ì ñòàíäàðòíûå äëÿ êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îáîçíà÷åíèÿ: ìàòðèöó êâàäðà�

òè÷íîé �îðìû D, âåêòîð êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé �îðìû c, ìàòðèöó îãðà�

íè÷åíèé A è ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé b. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

D =









E[N,N ]
0
.

.

.

0
0 · · · 0 0









c =
(

0 · · · 0 1
)

A =



A0

1
.

.

.

1



 b[i] =
1

2
‖ai‖2

Ïåðåìåííîé â òàêîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ïàðà y = (x, t), à â äâîéñòâåííîé âåêòîð

z = ((v, s), u). ×òîáû çàïèñàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó, âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé

0 · · · 0 1

v[N ] −E[N,N ]
0

−1

2
v[N ]

.

.

.

0
s 0 · · · 0 0 0

u A0

1
b

.

.

.

1

Òîãäà ïî îïèñàííîìó îáùåìó àëãîðèòìó èìååì

g(z) := −1

2
〈v, v〉+ 〈b, u〉 → max

−v + uA0 = 0
∑

i∈M

u[i] = 1

u[M ] > O[M ]

Âèäíî, ÷òî çäåñü ìîæíî èñêëþ÷èòü âåêòîð v è ïîëó÷èòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå

h(u) :=
1

2
‖uA0‖2 − 〈b, u〉 → min
∑

i∈M

u[i] = 1

u[M ] > O[M ]

Äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ïëàí u∗. Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî

â òàêîì ñëó÷àå âåêòîð x∗ = u∗A0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Ñèëüâåñòðà. Òàê
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êàê äâà îïòèìàëüíûõ ïëàíà ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ èìåþò îäíî è òî æå çíà�

÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè, òî ϕ(x∗) = −h(u∗) (íà ïîñëåäíåì øàãå öåëåâàÿ �óíê�

öèÿ áûëà óìíîæåíà íà −1 ÷òîáû ïåðåéòè îò çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ê çàäà÷å

ìèíèìèçàöèè). Çíà÷èò, ðàäèóñ èñêîìîãî ìèíèìàëüíîãî øàðà ðàâåí

√

−2h(u∗).

4

◦
. �åøåíèå çàäà÷è â ñðåäå MATLAB. Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ñèëüâåñòðà áûëà íàïèñàíà �óíêöèÿ sylvester, ïðèíèìàþùàÿ åäèíñòâåííûé

àðãóìåíò � ìàòðèöó A, ñòðîêè êîòîðîé îáðàçîâàíû èñõîäíûì ìíîæåñòâîì

òî÷åê. Àëãîðèòì, ðåàëèçîâàííûé â �óíêöèè, ñëåäóþùèé:

1) Âû÷èñëèòü ìàòðèöó D = AAT
è âåêòîð b, ñîîòâåòñòâóþùèå äâîéñòâåí�

íîé çàäà÷å.

2) Âûçâàòü âñòðîåííóþ �óíêöèþ quadprog äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çà�

äà÷è è ïîëó÷èòü å¼ ðåøåíèå � âåêòîð u∗, è çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè

f íà í¼ì.

3) Âû÷èñëèòü ðàäèóñ ìèíèìàëüíîãî øàðà ïî �îðìóëå r =
√
−2f .

Íàïèñàííàÿ �óíêöèÿ ðàáîòàåò ñ ïðîñòðàíñòâàìè ëþáûõ ðàçìåðíîñòåé, íî

äëÿ íàãëÿäíîñòè îíà áûëà ïðîâåðåíà íà ðàçìåðíîñòè 2. Äëÿ ýòîãî ãåíåðè�

ðîâàëèñü ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè è íà ãðàíèöå êðóãà

(x− 4)2 + (y − 3)2 6 4 è äëÿ íèõ ðåøàëàñü çàäà÷à Ñèëüâåñòðà. Îäíî èç òàêèõ

ðåøåíèé ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê 100 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.
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Sylvester problem solution
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Resulting circle

�èñ. 1. �åøåíèå çàäà÷è Ñèëüâåñòðà äëÿ m = 100
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óæå ïðè ïîïûòêå ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ 200 òî÷åê, ìû

ïîëó÷àåì îøèáêó:

Maximum number of iterations exeeded; inrease options.MaxIter.

To ontinue solving the problem with the urrent solution as the

starting point, set x0 = x before alling quadprog.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïî óìîë÷àíèþ êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, êîòîðûå äåëà�

åò �óíêöèÿ quadprog, îãðàíè÷åíî ÷èñëîì 200. ×òîáû ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó,

ìîæíî ïîäíÿòü îãðàíè÷åíèå. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé

çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà òî÷åê ïðèìåðíî ëèíåéíî (ñì. ðèñ. 2).

Òàêîé ðåçóëüòàò ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïî óìîë÷àíèþ MATLAB âûáè�

ðàåò äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è àëãîðèòì ¾ative-set¿. Åñëè æå çàäàòü èñïîëü�

çîâàíèå àëãîðèòìà ¾interior-point-onvex¿, ïðèãîäíîãî äëÿ ðåøåíèÿ âûïóêëûõ

çàäà÷, òî äëÿ 100 òî÷åê òðåáóåòñÿ 6 èòåðàöèé, à äëÿ 500 � âñåãî 9.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé îò ÷èñëà òî÷åê

Òàêæå ìîæíî ïðîòåñòèðîâàòü ïðîãðàììó â ðàçìåðíîñòè 3. Äëÿ ýòîãî áûëî

ñãåíåðèðîâàíî 100 ñëó÷àéíûõ òî÷åê âíóòðè è íà ãðàíèöå ñòàíäàðòíîãî êóáà

[−1, 1]3. Íà ýòîì íàáîðå òî÷åê ïðîãðàììà âûäàåò îæèäàåìûé îòâåò � öåíòð

øàðà áëèçîê ê 0, à åãî ðàäèóñ � ê

√
3.
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