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◦
. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéòè

max
X∈Rn

F (X)

è

max
X∈Rn

F (X) s.t.







G(X) > 0
èëè

G1(X) > 0, . . . , GK(X) > 0.

Çäåñü F , G, G1, . . . GK � ïîëèíîìû.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ:

• èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ â ñèñòåìàõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé;

• ëîêàëèçàöèÿ ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì ïî ìåòîäó Ýðìèòà.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Íåò ïðåäïîëîæåíèé î âûïóêëîñòè.
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◦
. Ïðèìåðû êîíêðåòíûõ çàäà÷.

A. �àññòîÿíèå ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

�àññòîÿíèå äî êâàäðèêè (ýëëèïñîèäà) â R
n

XT
AX + 2BTX − 1 = 0

• îò òî÷êè X0: max |X0X|2;

• îò ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ CY = H : max |XY |2;

• îò äðóãîé êâàäðèêè.

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè

¾CNSA & NDO¿: http://www.apmath.spbu.ru/nsa/
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B. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè �óíêöèè

F (X) =

N
∑

j=1

mj |XPj|
L

ïðè

{Pj}
N
j=1 ⊂ R

n,
{L, {mj}

N
j=1} ⊂ R.

Èçâåñòíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è:

• L = 2: öåíòð ìàññ (áàðèöåíòð);

• L = 1: îáîáùåííàÿ çàäà÷à Ôåðìà � Òîððè÷åëëè;

• L = −1: êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ çàðÿäîâ èëè

íüþòîíîâñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû òîëüêî çàäà÷è ãðóïïû A.
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◦
. Âèä ðåøåíèÿ. Íà ïðèìåðàõ ïîêàæåì ÷òî áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è.

Ï�ÈÌÅ� 1. Íàéòè

max
x∈R

(−x6 + 12 x2 + 12 x+ 2) .

�åøåíèå. Ïîñòðîèì ïîëèíîì, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå

çíà÷åíèÿ öåëåâîé �óíêöèè:

F(z) = −z5 + 10 z4 + 472 z3 + 16208 z2 − 16272 z − 32800 .

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè

λ1, λ2, . . . � êîðíè F ′(x) = 0,
òî

F (λ1), F (λ2), . . . � êîðíè F(z) = 0.

Òàêèì îáðàçîì:

max = ìàêñèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü F(z), ò.å.
max ≈ 35.6321.
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Ï�ÈÌÅ� 2. Íàéòè

max





−x4 + x3y + x2y2 − 3 y4+
+5 x3 − 2 x2y + 5 xy2−

−2 x2 − 3 xy + 4 y2 − x+ 2 y



 .

�åøåíèå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, â ýòîì ïðèìåðå ïðèõîäèò�

ñÿ ïðîèçâîäèòü äîïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó êîíå÷íîñòè èñêîìîãî max. Â îáùåì

ñëó÷àå, ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âûâîäó óñëîâèé çíàêîîïðåäåëåííîñòè îäíîðîäíî�

ãî ïîëèíîìà (�îðìû) è ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ èçëàãàåìîé â íàñòîÿùåì

äîêëàäå èäåîëîãèè. Íå áóäåì íà íåé çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ.

max = ìàêñèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïîëèíîìà

F(z) = 190437227429888 z9 − 237685826728591360 z8+

+ . . .− 6432682928247872599337 z− 878993901263390670663,

max ≈ 1098.6931.
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◦
. Êàê ýòî ðàáîòàåò? Òåïåðü îáúÿñíèì êàê ïîëó÷èëèñü îòâåòû â ïðèìå�

ðàõ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à.

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè èñêëþ÷åíèÿ (EliminationTheory):

ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

ïðåîáðàçóåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó, â êîòîðîì â îäíîì èç óðàâíåíèé îñòà�

åòñÿ òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ (âñå îñòàëüíûå èñêëþ÷àþòñÿ).

Êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè: ðåçóëüòàíò è äèñêðèìèíàíò ïîëèíîìîâ îä�

íîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Â ñëó÷àå R
1
�îðìàëüíî ðåçóëüòàíò ïîëèíîìîâ F (x) è G(x) îïðåäåëÿåòñÿ

êàê

1

:

R(F (x), G(x)) =

degG
∏

j=1

F (λj),

ãäå λ1, λ2, . . . � êîðíè ïîëèíîìà G(x).
Ôàêòè÷åñêè æå:

R(F (x), G(x)) � ïîëèíîìèàëüíàÿ �óíêöèÿ êîý��èöèåíòîâ.

1

Íà ñàìîì äåëå, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîìíîæèòåëÿ, íî çäåñü òîíêîñòè ïðîèãíîðèðóåì.
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Äåòåðìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå (îäíî èç âîçìîæíûõ) [1℄:

Rx(A0x
N + A1x

N−1 + · · ·+ AN , B0x
M +B1x

M−1 + · · ·+BM) =

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A0 A1 A2 . . . . . . AN 0 . . . 0 0
0 A0 A1 . . . . . . AN−1 AN . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . A0 . . . . . . . . . AN−1 AN

0 0 . . . B0 B1 . . . . . . BM−1 BM

0 0 . . . B0 B1 . . . . . . BM 0
.

.

. . . .
.

.

.

0 B0 . . . . . . BM . . . . . . 0
B0 . . . . . . BM 0 . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣















M























N

Ôîðìàëüíî â ñëó÷àå R
2
ðåçóëüòàíò îïðåäåëÿåòñÿ, òàê:

Rx,y(F (x, y), G1(x, y), G2(x, y)) =

degG1×degG2
∏

j=1

F (αj, βj).

Çäåñü (αj, βj) � êîðíè ñèñòåìû óðàâíåíèé

G1(x, y) = 0, G2(x, y) = 0.

Ôàêòè÷åñêè: R(F (x, y), G1(x, y), G2(x, y)) � ïîëèíîìèàëüíàÿ �óíêöèÿ êî�

ý��èöèåíòîâ.

Ïðàêòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ:

• ïîñòðîåíèåì áàçèñà �ð¼áíåðà;

• ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíàíòíûõ ïîäõîäîâ: â âèäå îïðåäåëèòåëÿ áëî÷íî-ãàí�

êåëåâîé ìàòðèöû (ìíîãîìåðíûå âû÷åòû)

èëè ïî ìåòîäó Áåçó (ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ îïåðàöèè �äåëåíèÿ� ïîëè�

íîìà ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íà ñèñòåìó ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ).

Äèñêðèìèíàíò ïîëèíîìà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðåçóëüòàíò

2

[1℄:

D(F (x)) = R(F, F ′),

D(F (x, y)) = Rx,y(F, ∂F/∂x, ∂F/∂y).

2

Íà ñàìîì äåëå, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîìíîæèòåëÿ, íî çäåñü òîíêîñòè ïðîèãíîðèðóåì.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åñëè F èìååò åäèíñòâåííûé êðàòíûé êîðåíü Λ∗ âòîðîé

êðàòíîñòè, òî

Λ∗ = ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ êîý��èöèåíòîâ F .

Ï�ÈÌÅ� 3. D(A0x
3 + A1x

2 + A2x+ A3) ≡ D(A0, A1, A2, A3) :=

:= A2
1A

2
2 − 4A3

1A3 − 4A0A
3
2 + 18A0A1A2A3 − 27A2

0A
2
3 . (1)

Åñëè ñóùåñòâóåò êðàòíûé êîðåíü Λ∗ êóáè÷åñêîãî ïîëèíîìà, òî äëÿ íåãî èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

1 : Λ∗ : Λ
2
∗ : Λ

3
∗ =

∂D

∂A3

:
∂D

∂A2

:
∂D

∂A1

:
∂D

∂A0

. (2)

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïîëèíîìîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïå�

íè.
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◦
.Ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ êâàäðèê. �àññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ

â R
n
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè X0 äî ìíîãîîáðàçèÿ

X⊤
AX + 2B⊤X − 1 = 0 , (A = A

⊤),

ðàâåí ìèíèìàëüíîìó ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ ðàññòîÿíèé

F(z) = 0 ïðè F(z) := Dµ (Φ(µ, z)) .

Çäåñü

Φ(µ, z) := det

([

A B
B⊤ −1

]

+ µ

[

−E X0

X⊤
0 z −X⊤

0 X0

])

, (3)

à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

óêàçàííûé êîðåíü íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì.

Ï�ÈÌÅ� 4. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x0, y0) äî ýëëèïñà

G(x, y) :=
x2

a2
+

y2

b2
− 1 = 0

ñòðîèì ñíà÷àëà ïîëèíîì (3):

Φ(µ, z) = µ3 + A1µ
2 + A2µ+ A3 .
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Çäåñü

A1 = x2
0 + y20 − a2 − b2 − z

A2 = a2b2
{(

1

a2
+

1

b2

)

z −G(x0, y0)

}

,

A3 = −a2b2 z .

Âû÷èñëÿåì äèñêðèìèíàíò ýòîãî ïîëèíîìà (êàê ïîëèíîìà îò ïåðåìåííîé µ)
ïî �îðìóëå (1). Óðàâíåíèå ðàññòîÿíèé:

F(z) := (a2 − b2)2z4−

−2 (a2 − b2)

{

(a2 − b2)(a2 + b2 + x2
0 + y20) + a2y20 − b2x2

0

}

z3+

+ · · ·+

+a4b4G(x0, y0)
2
{

(x2
0 + y20 − a2 − b2)2 + 4 a2b2G(x0, y0)

}

= 0 .

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Êîîðäèíàòû áëèæàéøåé ê X0 òî÷êè íà êâàäðèêå:

X∗ = ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè (z∗) ,

ãäå z∗ � ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïîëèíîìà F(z).

Ï�ÈÌÅ� 5. Êîîðäèíàòû áëèæàéøåé ê òî÷êå (x0, y0) òî÷êè ýëëèïñà

x2

a2
+

y2

b2
− 1 = 0

îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

x∗ =
a2x0

a2 − µ∗

, y∗ =
b2y0

b2 − µ∗

ïðè µ∗, âû÷èñëÿåìîì ïî �îðìóëå (2):

µ∗ =
9A3 −A1A2

2(A2
1 − 3A2)

ïðè çíà÷åíèÿõ A1, A2, A3 âçÿòûõ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Äðóãèå ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ñ ýëëèïñîèäîì â R
n
:

• ðàññòîÿíèå îò ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ CX = H ;

• ðàññòîÿíèå îò äðóãîé êâàäðèêè;

• ðàññòîÿíèå îò ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé (íàïðèìåð, îò ýëëèïñà â

R
3
).
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Óðàâíåíèå ðàññòîÿíèé äëÿ ëþáîé èç óêàçàííûõ çàäà÷ ñòðî�

èòñÿ ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå ðàññòîÿíèé îò ýëëèïñîèäà äî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðà�

çèÿ

Ck×nX = H

èìååò âèä

F(z) := Dµ









µk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A B C

BT −1 + µz −HT

C
T −H

1

µ
C

T
C

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣









= 0 .

Óðàâíåíèå ðàññòîÿíèé äëÿ äâóõ öåíòðèðîâàííûõ (âëîæåííûõ) ýëëèïñîèäîâ

XT
A1X = 1, XT

A2X = 1

èìååò âèä:

F(z) := Dλ(det {λA1 + (z − λ)A2 − λ(z − λ)A2A1}) = 0 .

Óðàâíåíèå ðàññòîÿíèé äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ýëëèïñîèäîâ

XT
A1X + 2BT

1 X = 1, XT
A2X + 2BT

2 X = 1

èìååò âèä:

F(z) := Dµ1,µ2









det















µ1

[

A1 B1

BT
1 −1

]

+ µ2

[

A2 B2

BT
2 −1

]

−

−

[

A2A1 A2B1

BT
2 A1 BT

2 B1 − µ1µ2z

]























= 0 .
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◦
. Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà.

�Ïëþñû�:

• äîñòîâåðíîñòü (íåò ïðîáëåì ñ òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé è ñî ñõîäèìîñòüþ;

íåò ïðîáëåìû ðàçëè÷åíèÿ ãëîáàëüíûé - ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì);

• âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåò�

ðîâ (âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ);

• èçÿùåñòâî.
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�Ìèíóñû�:

• ñóùåñòâåííà ïîëèíîìèàëüíîñòü çàäà÷è (ìåòîäû òåîðèè èñêëþ÷åíèÿ ðà�

áîòàþò òîëüêî äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé);

• äîðîãîâèçíà;

• íåÿâíîñòü ðåøåíèÿ � êàê êîðíÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ï�ÈÌÅ� 6. Óðàâíåíèå ðàññòîÿíèé äëÿ ýëëèïñîâ

−
1

2
x2
1 +

1

2
x1x2 −

3

2
x2
2 +

5

2
x1 + 4 x2 = 1 è −

1

84
x2
1 −

4

189
x2
2 −

1

3
x1 = 1

èìååò âèä

F(z) := 12866891832025 z12 − 2445505463588880 z11 − 10867111637549652716 z10−

−3123865087697933253136 z9 + . . .+ 60730952901233749068462660878127980941312 = 0 .

È òàêîé ðîñò ðàçìåðîâ êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ðàññòîÿíèé ñðàâíèòåëü�

íî ñ êîý��èöèåíòàìè èñõîäíûõ ìíîãîîáðàçèé � îáû÷íîå äåëî.
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