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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ñõîäèìîñòè èòåðàòèâíûõ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîñòè, â êîòîðîì ïðåäëà�

ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âñþ èìåþùóþñÿ èí�îðìàöèþ äëÿ óëó÷øåíèÿ ñëåäóþùå�

ãî ïðèáëèæåíèÿ â ñìûñëå óìåíüøåíèÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Â êà÷åñòâå òàêîé

èí�îðìàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷àåìàÿ îöåíêà ïîøàãî�

âîé ïîãðåøíîñòè èñõîäíîãî ìåòîäà A âèäà ‖A(x) − α‖ 6 c‖x − α‖p, òàê è

ïîëó÷àåìàÿ â õîäå âû÷èñëåíèé îöåíêà ïîãðåøíîñòè âèäà ‖x−α‖ 6 d, ãäå x �
òåêóùàÿ èòåðàöèÿ, α � èñêîìîå ðåøåíèå, c > 0, p > 1. Ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå

�îðìóëû äëÿ p = 1 è p = 2, êîãäà íîðìà � åñòåñòâåííàÿ íîðìà â ãèëüáåð�

òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ëåãêî îïðåäåëÿåìàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäîåìêîñòü ýòèõ

�îðìóë ïîçâîëÿåò àïðèîðè ðåøèòü âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ

äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ñõîäèìîñòè.

1

◦
. Ïðèíöèï ìèíèìàëüíîñòè.

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïèñàíèå. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå îòîáðàæå�

íèå A : B → B, ãäå B �áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. �àññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä

ïðîñòîé èòåðàöèè xk+1 = A(xk), k = 0, 1, ... ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè α
îòîáðàæåíèÿ A. Îá A ÷àñòî áûâàåò èçâåñòíà íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí�

�îðìàöèÿ I. Íàïðèìåð, òàêàÿ:

‖A(xk)− α‖ 6 c‖xk − α‖, c < 1. (1)

Äëÿ óñêîðåíèÿ ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, à òî÷íåå ñîçäàíèÿ íîâîãî èòåðàòèâ�

íîãî ïðîöåññà ñ áàçîâûì îòîáðàæåíèåì A ïðåäëàãàåòñÿ

Ïðèíöèï ìèíèìàëüíîñòè (ÏÌ). Ââåñòè â ñîñòàâ èòåðàòèâíîé èí�îð�

ìàöèè Ik âåëè÷èíó A(xk) è îöåíêó òåêóùåé ïîãðåøíîñòè dk. Ïóñòü ìíî�

æåñòâî ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîé èí�îðìàöèè, åñòü Ik. Ñëåäóþùåé

∗
Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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èòåðàöèåé íàçíà÷èòü ìèíèìàéçåð âåëè÷èíû ∆k(y) := maxz∈Ik ‖y−z‖, èíûìè
ñëîâàìè,

xk+1 = argmin
y∈B

max
z∈Ik

‖y − z‖.

Èòåðàòèâíûé ìåòîä, ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîñòè

ê êàêîìó-ëèáî ìåòîäó ïðîñòîé èòåðàöèè, áóäåì íàçûâàòü òî÷íîé ðåëàêñàöèåé

(Ò�) ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà.

Â ðàçíîâèäíîñòè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà � â åâêëèäîâîì�ìîæíî äàòü

ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âûøåèçëîæåííîìó. Íåèçâåñòíàÿ íåïî�

äâèæíàÿ òî÷êà α ïîñëå âû÷èñëåíèÿ k-é èòåðàöèè, íàõîäèòñÿ â øàðå Sdk
xk . Ïî�

ñëå âû÷èñëåíèÿ k+1-é èòåðàöèè ñîãëàñíî áàçîâîìó àëãîðèòìó A, îïðåäåëåíî
åùå îäíî ìíîæåñòâî, â êîòîðîì äîëæíà íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ýòî

Ik �ìíîæåñòâî èç α, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1). Äîêàçàíî, ÷òî Ik �øàð. Òàêèì

îáðàçîì, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ A(xk) èçâåñòíî, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äîëæ�

íà ïðèíàäëåæàòü ìåíèñêó � ïåðåñå÷åíèþ äâóõ øàðîâ: Ik ∩ Sdk
xk . Ïðèíöèï

ìèíèìàëüíîñòè ïðåäëàãàåò ñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèåì íàçíà÷èòü íå A(xk),
à öåíòð øàðà ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà, ñîäåðæàùåãî óêàçàííûé ìåíèñê. Ýòî

ìèíèìèçèðóåò íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè èìåþùåéñÿ èí�îð�

ìàöèè.

Èëëþñòðàöèÿ. Ëó÷øåå ïîÿñíåíèå ðàáîòû Ïðèíöèïà Ìèíèìàëüíîñòè

ìîæíî íàéòè íå â â ïðîñòåéøåì ñêàëÿðíîì, à â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,

è íà èñõîäíîì îäíîòî÷å÷íîì èòåðàòèâíîì ìåòîäà � ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè

ñ îöåíêîé (1), ãäå íîðìà � åñòåñòâåííàÿ íîðìà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà:

‖y‖ :=
√

y2.
Ïóñòü P := xk−1, E := A(xk−1). Ïðîâåäåì ïðÿìóþ h â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H ÷åðåç P è E. Îíà � îñü ñèììåòðèè èòåðàòèâíîãî ñîñòîÿíèÿ

íà k-ì øàãå. �àññìîòðèì ñèòóàöèþ â ïðîèçâîëüíîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ñî�

äåðæàùåé EP . Âî âñåõ òàêèõ ïëîñêîñòÿõ â ñèëó èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà

H è â ñèëó ñèììåòðèè êàðòèíà áóäåò îäèíàêîâîé.

�èñóíîê èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé óäàëåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ E îòíîñèòåëüíî

îöåíî÷íîãî êðóãà S
dk−1

p , êîòîðûé èçîáðàæåí êðàñíûì. Çåëåíûì îòìå÷åíà ãðà�

íèöà ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (1) îòíîñèòåëüíî α, îíî, êàê èçâåñòíî,

ÿâëÿåòñÿ êðóãîì Àïîëëîíèÿ (E íå åãî öåíòð). Äëÿ ýòîãî êðóãà õàðàêòåðíî îò�

íîøåíèå EB/PB = c. Åñëè íàçíà÷èòü xk = E, òî èç îöåíêè (1) èçâëåêàåòñÿ

îöåíêà dk 6 dk−1. Ò.å. α ïðèíàäëåæèò êðóãó Scdk
E , ãðàíèöà êîòîðîãî èçîáðà�

æåíà ÷åðíûì. Îäíàêî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå α ìîæåò íàõîäèòüñÿ

ëèøü â ìåíèñêå ïåðåñå÷åíèÿ êðóãà Àïîëëîíèÿ è S
dk−1

p . Íåòðóäíî çàìåòèòü,

÷òî ìèíèìàëüíûé øàð, ñîäåðæàùèé ýòîò ìåíèñê, èìååò ðàäèóñ, ìåíüøèé, ÷åì

cdk−1, è öåíòð, îòëè÷íûé îò E. Ýòîò öåíòð íàõîäèòñÿ íàëåâî îò E íà ïåðåñå�

÷åíèè îáùåé õîðäû ýòèõ êðóãîâ ñ îñüþ ñèììåòðèè. Îí îòìå÷åí íà ðèñóíêå

âåðòèêàëüíîé ñòðåëêîé.
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�èñ. 1. Îöåíî÷íûå êðóãè íà k-é èòåðàöèè

1.2. Îïðåäåëåíèå ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîñòè. Áîëüøàÿ äîëÿ r-òî÷å÷íûõ
èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà íåêîòîðîãî ýëåìåíòà α íîðìèðîâàííîãî ïðî�

ñòðàíñòâà B ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

xk+1 = A(Xk), k = 0, 1, 2, ... (2)

ãäå A � áàçîâûé àëãîðèòì, ñâÿçàííûé ñ èñõîäíîé çàäà÷åé f èç íåêîòîðîãî ñå�

ìåéñòâà F , êîòîðàÿ âõîäèò â íåãî íåÿâíûì ïàðàìåòðîì; Xk := {xk, ..., xk−r+1};
{xi}∞1−r � èòåðàòèâíûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå B; X0 ≡ {x0, ..., x1−r} � íàáîð

íà÷àëüíûõ òî÷åê, âûáèðàåìûé èç êàêèõ-òî âíåøíèõ äëÿ äàííîãî ìåòîäà ñîîá�

ðàæåíèé.

Ïîä ñõîäèìîñòüþ èòåðàöèé èç (2) ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà:

α = limk→∞ xk
. Ïðè r = 1 èòåðàöèè (2) èìåíóþòñÿ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðà�

öèé, à ýëåìåíò α, åñëè â íåì íåïðåðûâåí àëãîðèòì A, � íåïîäâèæíîé òî÷êîé

àëãîðèòìà A.
Êîãäà àëãîðèòì A êîððåêòíî ñâÿçàí ñ èñõîäíîé çàäà÷åé f , ýëåìåíò α, åñëè

ñóùåñòâóåò, äîëæåí áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è f .
Ñîãëàñíî (2) àëãîðèòì A äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàòèâíîé òî÷êè xk+1

èñïîëü�

çóåò èí�îðìàöèþ òîëüêî î íàáîðå Xk. Îäíàêî äîñòóïíîé è ïðèìåíÿåìîé

÷àñòî îêàçûâàåòñÿ åùå äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ Ik, â ÿâíîì âèäå íå âî�

øåäøàÿ â ñïèñîê àðãóìåíòîâ àëãîðèòìà A, à âû÷èñëÿåìàÿ âñïîìîãàòåëüíûì

àëãîðèòìîì:

Ik+1 = A
I

(Xk, Ik), k = 0, 1, ... . (3)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäîáíîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè ìîæíî ïðèâåñòè

îöåíêó ïîãðåøíîñòè dk äëÿ k-ãî ïðèáëèæåíèÿ:

dk > ‖xk − α‖. (4)
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Åñëè îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êðèòåðèÿ îñòàíîâêè èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà:

dk 6 ε, (5)

ãäå ε � çàäàííûé óðîâåíü äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,

òî ê âû÷èñëåíèÿì â (2) äîáàâëÿþòñÿ åùå âû÷èñëåíèÿ dk â (3) êàê îäíîé èç

ñîñòàâíûõ ÷àñòåé Ik. Åñëè ïîìèìî dk íå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé èí�îðìàöèè, òî

Ik = {dk}. È òîãäà ðàñ÷åòíàÿ �îðìóëà (3) ÷àñòî ðåäóöèðóåòñÿ äî (8).

Âìåñòå ñ òåì è áàçîâûé àëãîðèòì ìîæåò çàâèñåòü îò íåêîòîðîé, âîîáùå

ãîâîðÿ, èíîé èí�îðìàöèè. Ïîñëå ïîïîëíåíèÿ åþ Ik è ñîõðàíåíèÿ òîãî æå îáî�

çíà÷åíèÿ, èòåðàòèâíûé ìåòîä ïðèíèìàåò âèä

xk+1 = A(Xk, Ik),
Ik+1 = A

I

(Xk, Ik),

}
k = 0, 1, ... (6)

Áîëåå òîãî, ââåäåì òàêæå âî âñå Ik, ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷åíèé, òó ÷àñòü

äîñòóïíîé áåç âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò èí�îðìàöèè, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî

íå èñïîëüçîâàëàñü â èòåðàöèÿõ (6).

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ïðèìåðîì. Èç îöåíêè òåêóùåé ïîãðåøíîñòè è èí�îð�

ìàöèè î ñæèìàþùèõ ñâîéñòâàõ áàçîâîãî àëãîðèòìà ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè:

(∀x ∈ B) ‖A(x)− α‖ 6 c‖x− α‖p, p > 1, (7)

ëåãêî èçâëåêàåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà äëÿ íåóëó÷øàåìîé ñîãëàñíî èìåþ�

ùåéñÿ èí�îðìàöèè îöåíêè ïîãðåøíîñòè (k+1)-ãî ïðèáëèæåíèÿ:

dk+1 = cdpk. (8)

Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî âîññòàíîâèòü (7) ïî (8) íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â

{(7),dk} èí�îðìàöèè áîëüøå, ÷åì â {(8), dk}. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëàãàåì

Ik := {(7), dk}, A
I

(xk, Ik) := {(7), cdpk}.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû áàçîâîãî àëãîðèòìà A íå ìåíÿ�

åòñÿ ïðè îïèñàííîì âûøå ðàñøèðåíèè èòåðàòèâíîé èí�îðìàöèè. Ïîòðåáóåì

åùå, ÷òîáû âñå Ik, k = 0, 1, ... îáëàäàëè åäèíûì ñòðîåíèåì Ξ.
Èçëîæèì ìåòîäèêó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäëîæèòü

íà îñíîâå áàçîâîãî àëãîðèòìà A èíûå èòåðàöèè, ñõîäÿùèåñÿ ëó÷øå, ÷åì ïðî�

öåññ (6). Êàê ïðàâèëî, îáúåì äîïîëíèòåëüíûõ ê áàçîâîìó àëãîðèòìó âû÷èñ�

ëåíèé äëÿ ïîäîáíîé ìîäè�èêàöèè ëåãêî îöåíèâàåòñÿ.

Ïðèíöèï ìèíèìàëüíîñòè (ÏÌ). Åñëè èòåðàòèâíàÿ èí�îðìàöèÿ Ik
åùå íå ñîäåðæèò îöåíêó ïîãðåøíîñòè dk, ââåäåì åå òóäà ñ ñîõðàíåíèåì îáî�

çíà÷åíèé äëÿ èí�îðìàöèè è åå ñòðóêòóðû (Ik, Ξ). Åñëè íà÷àëüíàÿ îöåíêà

áûëà íåèçâåñòíà, íàçíà÷àåì d0 := +∞.



5

Ïîëîæèì w = A(Xk, Ik).
Åñëè èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (6) èìååò òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñõîäè�

ìîñòè, òî íàáîðó Xk, Ik äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ñîäåðæàùåå ðåøåíèå α
íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

Ik := I(Xk, Ik) ⊂ B,

à ðàñøèðåííîìó íàáîðó Xk, w, Ik, � ñóæåííîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî

I ′
k := I ′(Xk, w, Ik) ⊂ B. (9)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíîãî èòåðàòèâíîãî íàáîðà xk+1, Ik+1 íóæíî èñïîëü�

çîâàòü íàáîð Xk, w, Ik ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èòåðàòèâíîé òî÷êîé xk+1
íà�

çíà÷èòü ìèíèìàéçåð âåëè÷èíû ∆k(y) := maxz∈I′

k
‖y − z‖, ò. å. âåëè÷èíó

argmin
y∈B

max
z∈I′

k

‖y − z‖, (10)

ãäå I ′
k � ìíîæåñòâî èç (9). Î÷åðåäíàÿ èòåðàòèâíàÿ èí�îðìàöèÿ Ik+1

äîëæíà îáëàäàòü ñòðîåíèåì Ξ, âõîäÿùàÿ â íåå îöåíêà ïîãðåøíîñòè åñòü

dk+1 ≡ ∆k(x
k+1), îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü èòåðàòèâíîé èí�îðìàöèè îïðåäåëÿåò�

ñÿ òàê, ÷òîáû

I(xk+1, I) ⊃ I ′
k =⇒ I(xk+1, Ik+1) ⊂ I(xk+1, I),

ãäå I îáëàäàåò ñòðîåíèåì Ξ.
Åñëè ìèíèìàéçåð âåëè÷èíû ∆k(y) èëè î÷åðåäíàÿ èòåðàòèâíàÿ èí�îðìà�

öèÿ íå îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîãëàñíî âûøåèçëîæåííîìó, òî

ýòî ñëåäóåò ñäåëàòü ñ ïðèâëå÷åíèåì êàêèõ-íèáóäü äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðà�

æåíèé îá èõ âûáîðå.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðèìåíåíèå ÏÌ îòìåíÿåò ïðèìåíåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî àë�

ãîðèòìà A
I

â èòåðàòèâíîì ïðîöåññå.

Çàìå÷àíèå 2. ÏÌ ïðèìåíèì òàêæå è ê èòåðàòèâíûì ïðîöåññàì, íå èìåþ�

ùèì èçíà÷àëüíî îòëè÷íîé îò Xk èòåðàòèâíîé èí�îðìàöèè (Ik = ∅). Â ýòèõ

ñëó÷àÿõ ñîãëàñíî ÏÌ ñòðîåíèå Ξ �îðìèðóåòñÿ èç îäíîãî ÷èñëà � îöåíêè ïî�

ãðåøíîñòè òåêóùåé èòåðàöèè: Ik = dk. Ïðè ýòîì, åñëè íåò îöåíêè ïîãðåø�

íîñòè d0, òî ìîæíî ïîëîæèòü d0 = +∞. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíà ïîëüçà îò

ïîïîëíåíèÿ èòåðàòèâíîé èí�îðìàöèè îöåíêîé ïîãðåøíîñòè.

Ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà A ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîñòè åñòü íî�

âûé àëãîðèòì M(X, I,A(X)). Åãî åñòåñòâåííî èìåíîâàòü òî÷íîé ðåëàêñà�

öèåé (Ò�) àëãîðèòìà A, èáî îí îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì îöåíêè ïîãðåøíîñòè

ñëåäóþùåé èòåðàòèâíîé òî÷êè â ðàìêàõ èìåþùåéñÿ èí�îðìàöèè.



6

Òî÷íûå ðåëàêñàöèè ïîðîæäàþò èòåðàòèâíûé ïðîöåññ

{xk+1, Ik+1} = M (Xk, Ik,A(Xk)) , k = 0, 1, ... . (11)

Çäåñü íà÷àëüíûå òî÷êè xi, i = 1− r, ..., 0, è íà÷àëüíàÿ èòåðàòèâíàÿ èí�îð�

ìàöèÿ I0 (áåç d0) òå æå, ÷òî è äëÿ èñõîäíîãî èòåðàòèâíîãî ìåòîäà (6). Äëÿ

ïðî÷èõ èíäåêñîâ k = 1, 2, ... èòåðàòèâíûå òî÷êè è èòåðàòèâíûå èí�îðìàöèè,

âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íû îò òåõ, ÷òî ïîÿâëÿþòñÿ â ìåòîäå (6). Ïîñëåäíåå ïðåä�

ëîæåíèå âåðíî è äëÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé dk, k = 1, 2, ..., åñëè îíè âõîäèëè

â ñîñòàâ èòåðàòèâíîé èí�îðìàöèè ìåòîäà (6).

Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ ê èñêîìîìó ýëåìåíòó α ñ ïîìîùüþ

Ò� íàçîâåì ìåòîäîì òî÷íûõ ðåëàêñàöèé.

2

◦
. Òî÷íûå ðåëàêñàöèè äëÿ ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé. Åñòåñòâåí�

íî îæèäàòü, ÷òî ðàçëè÷èÿ â íîðìàõ è â ñòðîåíèÿõ èòåðàòèâíîé èí�îðìàöèè

ïðèâåäóò ê ðàçëè÷èÿì â âû÷èñëèòåëüíûõ �îðìóëàõ ìåòîäà òî÷íûõ ðåëàêñà�

öèé ëþáîãî èòåðàòèâíîãî ìåòîäà, è â ÷àñòíîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé.

Äîáàâèì êîíêðåòíîñòè.

Ê1. Â êà÷åñòâå B âîçüìåì ïðåäãèëüáåðòîâî (â ÷àñòíîñòè, è åâêëèäîâî)

ïðîñòðàíñòâî, à ïîä ‖ · ‖ áóäåì ïîíèìàòü åñòåñòâåííóþ íîðìó â íåì:

‖x‖ :=
√
x · x.

Ê2. Èòåðàòèâíàÿ èí�îðìàöèÿ � îöåíêà (7) è îöåíêà òåêóùåé ïîãðåøíî�

ñòè dk. Îöåíêà íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè d0 > ‖x0 − α‖ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Â

÷àñòíîñòè, äîïóñòèìî d0 = +∞.

Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ Ik ñîñòîèò èç ïîñòîÿííîé

÷àñòè (îöåíêè (7)) è ïåðåìåííîãî ÷èñëà dk � îöåíêè òåêóùåé ïîãðåøíîñòè

(ñì. (4)).

Òîãäà, îïóñêàÿ ïîñòîÿííûé êîìïîíåíò èòåðàòèâíîé èí�îðìàöèè, (11) ïðè�

íèìàåò [5℄ âèä:

(xk+1, dk+1) = M(xk, dk,A(xk, dk)), k = 0, 1, ... . (12)

Ïî ñâîåìó äóõó ïðåäëàãàåìàÿ ìîäè�èêàöèÿ M èìååò îòäàëåííîå ñõîäñòâî

ñ ðåëàêñàöèÿìè â èòåðàòèâíûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(â îñíîâíîì â ìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ òèïà ìåòîäà �àóññà�Çåéäåëÿ) êàê â ¾÷è�

ñòîì âèäå¿, òàê è â ñîñòàâå èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ, òðåáóþùèõ ðåøåíèÿ ëèíåé�

íûõ ñèñòåì, íàïðèìåð â ìåòîäå Íüþòîíà [10℄ èëè â ìåòîäå ñåòîê [11℄.

Äàëåå, ãäå âîçìîæíî, èíäåêñ òåêóùåé èòåðàöèè ó îöåíîê ïîãðåøíîñòåé è

èòåðàòèâíûõ òî÷åê áóäåò îïóñêàòüñÿ, à âìåñòî èíäåêñà ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè

(k + 1) áóäåò ∗, ò. å. : x := xk, d := dk, x∗ := xk+1, d∗ := dk+1.

Êîãäà c < 1 ∧ p = 1, èòåðàöèè (2) ñîãëàñíî (7) ïîðîæäàþò ãëîáàëüíî

ñõîäÿùóþñÿ ê α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞1 , ò. å. ñõîäèìîñòü ïðîèñõîäèò èç

ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà B.
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Êîãäà p > 1, ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè èç îöåíêè

(7) íå ñëåäóåò íè ïðè êàêîì c. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî d = d0,
÷òî cdp > d, î÷åâèäíî. ßñíî òàêæå, ÷òî è x = x0

, óäîâëåòâîðÿþùèé

‖x−α‖ = d, ñóùåñòâóåò. Èç (7) ëó÷øå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñëåäóþùåé èòåðà�

öèè, ÷åì d∗ < cdp, íå ïîëó÷èòü. Òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèÿ d∗ ∈ (d, cdp) âïîëíå

âîçìîæíà, ò. å. ïîãðåøíîñòü ñëåäóþùåé èòåðàöèè ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå òå�

êóùåé.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñæàòèÿ ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïðè p > 1, ñâÿçàí�
íîå ñ îãðàíè÷åíèåì íà íà÷àëüíóþ ïîãðåøíîñòü, ëåãêî ïîëó÷èòü èç (7):

1 > cdp−1 ⇐⇒ d > cdp > d∗.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî óñëîâèå (1 > cdp−1
) äëÿ ëþáîãî c > 0 âñåãäà ìîæíî

óäîâëåòâîðèòü äîñòàòî÷íî ìàëûì d. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

âñåãäà èìååò ëîêàëüíóþ ñõîäèìîñòü ïðè p > 1 íåçàâèñèìî îò c.

Îêàçûâàåòñÿ, óñëîâèÿ Ê1 è Ê2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò î÷åðåäíûå èòåðà�

òèâíûå òî÷êó x∗
è èí�îðìàöèþ d∗ äëÿ òî÷íîé ðåëàêñàöèè. Ïîêàæåì êàê.

Îïðåäåëèì çîíó Àïîëëîíèÿ (î ïðîèñõîæäåíèè íàçâàíèÿ íåñêîëüêî ïîçä�

íåå) è îöåíî÷íûé øàð:

S(x,A) := {α
∣∣ ‖A(x)− α‖ 6 c‖x− α‖p},

Sd
x := {y

∣∣ ‖y − x‖ 6 d}.
(13)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå α äîëæíî íàõîäèòüñÿ êàê â S(x,A), òàê è â Sd
x, è ýòî

åäèíñòâåííîå óñëîâèå äëÿ �îðìèðîâàíèÿ I ′
k,

1)
èìååì

I ′
k = S(x,A)

⋂
Sd
x. (14)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìèíèìàëüíîñòè (k + 1)-é èòåðàòèâíîé òî÷êîé ñëåäóåò íà�

çíà÷èòü öåíòð ìèíèìàëüíîãî øàðà (ò. å. øàðà ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà), ñîäåð�

æàùåãî ìíîæåñòâî I ′
k. Ëó÷øàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè d∗ èòåðàòèâíîé òî÷êè x∗

òîãäà áóäåò ðàâíà ðàäèóñó ìèíèìàëüíîãî øàðà. ×èñëà, áîëüøèå ÷åì ýòîò ðà�

äèóñ, äàëè áû áîëüøèé îöåíî÷íûé øàð íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Ñëåäîâàòåëü�

íî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìèíèìàëüíîñòè â (k + 1)-þ èòåðàòèâíóþ èí�îðìàöèþ

íóæíî âêëþ÷èòü d∗.
Òàê êàê ìèíèìàëüíûé øàð åäèíñòâåí äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà, ïðèâëå÷åíèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé, äëÿ óñòðàíåíèÿ íååäèíñòâåííîñòè â ðàññìàòðè�

âàåìîé òî÷íîé ðåëàêñàöèè, íå òðåáóåòñÿ.

1)
Äîáàâëåíèå ê ñîñòàâó äâóõ óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî I ′

k, ñòàíäàðòíîé îöåíêè:

||A(x) − α|| 6 cd
p
íå ñóçèò ìíîæåñòâà I ′

k, òàê êàê îíà âûòåêàåò èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè d0 = +∞ áóäåò Sd
x = B è I ′

k = S(x,A). Åñëè çîíà

Àïîëëîíèÿ îãðàíè÷åíà, òî îíà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìèíèìàëüíîì øàðå,

ðàäèóñ êîòîðîãî áóäåò îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè ñîãëàñíî

Ò�. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå Ò� íå íóæäàåòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêå

íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè. Îäíàêî åå íàëè÷èå, åñëè d0 < ∞, ïîâûøàåò ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè Ò�.

Áîëåå òîãî, ïðè p = 1, êàê èçâåñòíî, çîíà Àïîëëîíèÿ ÿâëÿåòñÿ øàðîì,

ò. å. âñåãäà îãðàíè÷åíà. Òîãäà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäâàðèòåëüíûå èçûñêàíèÿ

äëÿ ïðèìåíåíèÿ Ò� íà îñíîâå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ìîæíî îãðàíè÷èòü

ëèøü óñòàíîâëåíèåì �àêòà c < 1.
Ñõîäèìîñòü, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, òåêóùèå ïîãðåøíîñòè, óäîáñòâî èñïîëü�

çîâàíèÿ ìåòîäà òî÷íîé ðåëàêñàöèè åñòåñòâåííî ñðàâíèâàòü ñ òàêèìè æå õàðàê�

òåðèñòèêàìè ïîðîäèâøåãî åãî ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè.

�àñïðîñòðàíåííûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ïîãðåøíîñòè òåêóùåé èòåðàöèè

x â ìåòîäå ïðîñòûõ èòåðàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè (7) çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîëó÷åíèè îöåíêè d0 ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (||x0 − α|| 6 d0)
è ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè âûòåêàþùåé èç (7) �îðìóëû dk+1 6 cdpk :

dk 6 c1+p+p2+...+pk−1

d0 = (Cd0)
pk/C, (15)

ãäå C = p−1
√
c. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå (p = 1):

dk 6 cdk−1 6 ... 6 ckd0. (16)

Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî òèïà îöåíîê äëÿ îñòàíîâêè èòåðàòèâíîãî ïðîöåñ�

ñà ïî äîñòèæåíèè çàäàííîé òî÷íîñòè �àêòè÷åñêè ïðåâðàùàåò ìåòîä ïðîñòûõ

èòåðàöèé â ìåòîä âèäà (6).

Ïîâåäåíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòåé â ìåòîäå Ò� íîñèò ñîâñåì èíîé õàðàêòåð

â ñèëó èõ çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ Ò�

íà êàæäîì øàãå. Òî åñòü àïðèîðè ýòè îöåíêè íîñÿò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð

è êîððåêòíîå ñðàâíåíèå èõ ïîâåäåíèé ñëåäóåò ïðîâîäèòü ïðèâëåêàÿ òó èëè

èíóþ ñòàòèñòèêó. Âìåñòå ñ òåì, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìèíèìàëüíîñòè îöåíêè ïî�

ãðåøíîñòåé èòåðàöèé ìåòîäà Ò� âñåãäà íå áîëüøå îöåíîê ìîäè�èöèðóåìîãî

ìåòîäà, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî äëÿ ïîãðåøíîñòè ñëåäóþùåé èòå�

ðàöèè ïî Ò� ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîé òåêóùåé èòåðàöèè

áóäåò ñòðîãî ìåíüøå îöåíêè ñëåäóþùåé èòåðàöèè â èñõîäíîì àëãîðèòìå.

3

◦
. Òî÷íûå ðåëàêñàöèè â ñêàëÿðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàèáîëåå íà�

ãëÿäíî ïðîÿâëåíèå ìåòîäà Ò� â ñêàëÿðíîì ïðîñòðàíñòâå. Øàð Sd
x ïðåâðàùà�

åòñÿ â ñåãìåíò [x− d, x+ d]. Äëÿ îïèñàíèÿ çîíû Àïîëëîíèÿ ââåäåì îáîçíà�

÷åíèÿ:

~r := A(x)− x, r := |~r |. (17)
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3.1. Ëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü (p = 1). Òàêîâîé ñõîäèìîñòüþ îáëàäàåò,

íàïðèìåð, óïðîùåííûé ìåòîä Íüþòîíà

xk+1 = xk − g′(x0)g(xk)

ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ g(x) = 0, ãäå g : D ⊆ R1 → R1
.

Òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îöåíêà (7) ïðè p = 1 èìååò öåííîñòü, ëèøü

êîãäà c < 1. Áóäåì è çäåñü ïîêà ïîëàãàòü c < 1. Òîãäà â ëèíåéíîì ñëó÷àå

çîíà Àïîëëîíèÿ åñòü ñåãìåíò:

S(x,A) :=

[
x+

~r

1 + c
, x+

~r

1− c

]
. (18)

(Çäåñü äîïóùåíà íåáîëüøàÿ âîëüíîñòü ðå÷è: êîãäà

r < 0, òî ëåâûé êîíåö

ïîñëåäíåãî ñåãìåíòà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ïðàâîãî.)

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñåãìåíòîâ Sd
x è S(x,A) åñòü ñåãìåíò. Åãî öåíòð, ñîãëàñíî

Ò�, íàçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùåé èòåðàòèâíîé òî÷êîé, à ïîëîâèíà åãî äëèíû �

îöåíêîé dk+1 ïîãðåøíîñòè òî÷êè xk+1
.

Âûâîä ðàñ÷åòíûõ �îðìóë äëÿ x∗
è d∗ íåñëîæåí:

x∗ =





x+ sgn ~r
(
d+

r

1 + c

)/
2 ∧ d 6

r

1− c
,

x+
~r

1− c2
∧ d >

r

1− c
,

(19)

d∗ =





(
d− r

1 + c

)/
2 ∧ d 6

r

1− c
,

rc

1− c2
∧ d >

r

1− c
.

(20)

Âòîðûå ñòðîêè â �îðìóëàõ (19), (20) ñîîòâåòñòâóþò ñòîëü áîëüøîìó d,
÷òî çîíà Àïîëëîíèÿ S(x,A) öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â Sd

x. Åñëè íåèçâåñòíà îöåíêà

ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ d0, òî îíà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé +∞, ÷òî

ïðèâîäèò íà ïåðâîì øàãå ê èñïîëüçîâàíèþ èìåííî âòîðûõ ñòðîê â �îðìóëàõ

(19), (20):

x1 = x+ ~r/(1− c2) ∧ d1 = rc/(1− c2).

Äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà èòåðàöèþ òî÷íîé ðåëàêñà�

öèè îïðåäåëÿþòñÿ èç �îðìóë (19), (20). Ýòî � îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ r íà

1/(1− c), îäíà îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ, çàòåì, êîãäà d > r/(1− c), äâå îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ: r íà c/(1 − c2) è r íà 1/(1 − c2), à êîãäà d 6 r/(1 − c)�îäíî

óìíîæåíèå r íà 1/(2 + 2c), îäíî äåëåíèå d íà 2 è äâà ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ.

Èòîãî: îäíà îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ ïëþñ 3-4 àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèè.
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Èç ïåðâîé ñòðîêè �îðìóë (20) ïîëó÷àåì

d∗ =
(
d− r

1 + c

)/
2 6

(
d− d− dc

1 + c

)/
2 =

dc

1 + c
.

Èç âòîðîé ñòðîêè:

d∗ =
rc

1− c2
<

dc

1 + c
.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà

d∗ 6
dc

1 + c
. (21)

�àâåíñòâî â îöåíêå (21) âîçìîæíî ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ‖A(x)−
x‖ ≡ r = d − dc. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ìîäè�èêàöèè âûøå, ÷åì

êîý��èöèåíò c/(1 + c) â (21) âìåñòî c â (16).
Ïðè âîçðàñòàíèè c ê 1, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ò� óìåíüøàåòñÿ. Òåì

íå ìåíåå, âñåãäà ãàðàíòèðóåòñÿ óìåíüøåíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè áîëåå ÷åì â

äâà ðàçà íà øàãå.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî åñëè îöåíêà íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè èçâåñòíà, òî ìå�

òîä Ò� ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ è êîãäà c = 1. Òîãäà çîíà Àïîëëîíèÿ åñòü ïîëó�

áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë, êîòîðûé ñîäåðæèò A(x) è èìååò êîíå÷íóþ ãðàíèöó â

òî÷êå (A(x) + x)/2. �àñ÷åòíûå �îðìóëû Ò� óïðîùàþòñÿ äî

x∗ = x+ sgn ~r
(
d+ ~r/2

)/
2 ∧ d∗ =

(
d− r/2

)/
2.

Ïðè ýòîì íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ r 6 2d è ïîãðåøíîñòü

ïðîäîëæàåò óìåíüøàòüñÿ áîëåå ÷åì â äâà ðàçà.

3.2. Êâàäðàòè÷íàÿ ñõîäèìîñòü (p = 2). Òàêîâîé ñõîäèìîñòüþ îáëàäà�

åò, íàïðèìåð, ìåòîä Íüþòîíà

x∗ = x− J (−1)(x)g(x)

äëÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ g(x) = 0.
Â êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå ãðàíèöû çîíû Àïîëëîíèÿ S(x,A) ñóòü âåùåñòâåí�

íûå êîðíè ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî α:

|A(x)− α| = c|x− α|2.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ÷èñåë x, A(x), c èõ ìîæåò áûòü 2, 3, 4. Ïî�

ìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó x è íàïðàâèì êîîðäèíàòíóþ îñü òàê, ÷òîáû

0 < A(x) ≡ r. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ãðàíèö çîíû Àïîëëîíèÿ

èìååì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî γ:

|r − γ| = cγ2. (22)
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Åãî êîðíè, ìåíüøèå r, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ r − γ = cγ2
, âñåãäà èìåþ�

ùåìó äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ:

γ0,1 =
−1 ∓

√
1 + 4rc

2c
.

Îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ è êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (22), èáî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ r, c ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî −1 +
√
1 + 2rc <

2rc, ýêâèâàëåíòíîå γ1 < r. Íó à γ0 < γ1 î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, γ0, γ1 ∈
∂S(x,A) è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (γ0, γ1) 6⊂ S(x,A).

Êîðíè óðàâíåíèÿ (22) á�îëüøèå, ÷åì r, îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî:

γ − r = cγ2 =⇒ γ2,3 =
1∓

√
1− 4rc

2c
.

Åñëè 1 > 4rc > 0, òî àíàëîãè÷íî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî γ2 > r. È
î÷åâèäíî, ÷òî γ3 > γ2 ñ äîñòèæåíèåì ðàâåíñòâà ïðè rc = 1/4. Ïîýòîìó âåùå�
ñòâåííûå γ2, γ3 òàêæå ÿâëÿþòñÿ è êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (22), ñëåäîâàòåëüíî,

γ2, γ3 ∈ ∂S(x,A). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (γ2, γ3) 6⊂ S(x,A). Òàêèì îáðàçîì,

çîíà Àïîëëîíèÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

S(x,A) =

{
(−∞, γ0]

⋃
[γ1,+∞), 4rc > 1,

(−∞, γ0]
⋃

[γ1, γ2]
⋃

[γ3,+∞), 4rc 6 1.
(23)

Çäåñü â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ðàâåíñòâà 4rc = 1 âûïîëíÿåòñÿ γ2 = γ3 è ìíîæå�

ñòâî âî âòîðîé ñòðîêå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èç ïåðâîé ñòðîêè.

Îãðàíè÷åíèå íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè d < 1/c � îáû÷íîå òðåáîâàíèå ê

îöåíêàì |A(x)− α| 6 c|x − α|2. Òîãäà, ïîñêîëüêó |γ0| > 1/c, âåðíî |γ0| > d
äëÿ âñåõ r. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóáåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (−∞, γ0] íå ó÷àñòâóåò
â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà I ′

k. Âìåñòå ñ òåì, r 6 d+ cd2 è ïîýòîìó

γ1 6
−1 +

√
1 + 4cd+ 4c2d2

2c
= d.

Îòíîñèòåëüíî γ2 è γ3 âåëè÷èíà d ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà ïðîèçâîëüíî. Òà�

êèì îáðàçîì, òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ, êîãäà 4rc > 1, à òàêæå êîãäà 4rc < 1, â
ñëó÷àÿõ d > γ3 è d 6 γ2, ïðè ïðîèçâîëüíîì x èìååò âèä





x∗ = x+
γ1 + d

2
sgn~r = x+

(
d

2
− 1−

√
1 + 4rc

4c

)
sgn~r,

d∗ =
d− γ1

2
=

d

2
+

1−
√
1 + 4rc

4c
.
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Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, ò. å. êîãäà 4rc < 1 ∧ d ∈ (γ2, γ3):





x∗ = x+
γ1 + γ2

2
sgn~r = x+

√
1 + 4rc−

√
1− 4rc

4c
sgn~r,

d∗ =
γ2 − γ1

2
=

2−
√
1− 4rc−

√
1 + 4rc

4c
.

4

◦
. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé (p = 1). Ýòîò ñëó÷àé èìååò îáùåå ñ íåêîòî�

ðûìè ðåçóëüòàòàìè èç äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ.

4.1. Ñâÿçü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ñ äè��åðåíöèàëüíûìè èã�

ðàìè. Ïóñòü Ïðåñëåäîâàòåëü P è Óáåãàþùèé E � äâîå èãðîêîâ-òî÷åê � îá�

ëàäàþò ïðîñòûì äâèæåíèåì:

||Ṗ || 6 1, ||Ė|| 6 c, c < 1. (24)

Òî÷êè P è E åñòü ýëåìåíòû âåùåñòâåííîãî ãèëüáåðòîâà èëè åâêëèäîâà ïðî�

ñòðàíñòâà B. Ïîä íîðìîé ýëåìåíòà z ∈ B ïîíèìàåòñÿ

√
z · z. Èãðîêè P

è E ìîãóò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûáèðàòü ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå

ñêîðîñòè ñâîåãî äâèæåíèÿ è âåëè÷èíó ñêîðîñòè, ïîä÷èíåííóþ îãðàíè÷åíèþ

(24).

Åñëè Óáåãàþùèé âûáèðàåò ðàâíîìåðíîå ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ñ ìàê�

ñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ íà âñþ èãðó, è Ïðåñëåäîâàòåëü çíàåò ýòî, à òàêæå âûáè�

ðàåìóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü Ė(0) è íà÷àëüíûå ïîçèöèè E(0) 6= P (0), òî îí

ìîæåò äâèãàòüñÿ íà ïåðåõâàò, ò. å. ïðÿìîëèíåéíî è ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ

òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T çàõâàò Óáåãàþùåãî, ïîä ÷åì

ïîíèìàåòñÿ ïîòî÷å÷íîå ñîâïàäåíèå èãðîêîâ â ýòîò ìîìåíò: P (T ) = E(T ) =: Z.
ßñíî, ÷òî

|E(0)Z| = c|P (0)Z|. (25)

Òàêîìó òèïó èãð ïîñâÿùåíî ìíîãî èññëåäîâàíèé, â ÷àñòíîñòè â ðàáîòàõ [1, 3,

21, 16℄. Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî çàõâàòîâ îáðàçóåò çàìêíóòóþ ãëàäêóþ ãè�

ïåðïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîãî îäíîñâÿçíîãî ìíîæåñòâà,

íàçûâàåìîãî çîíîé áåçîïàñíîñòè (èëè îáëàñòüþ äîñòèæèìîñòè) [12℄. Â äâó�

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíà èçâåñòíà êàê êðóã Àïîëëîíèÿ

2)
. Â ìíîãîìåðíîì ïðî�

ñòðàíñòâå áóäåì íàçûâàòü åãî øàðîì Àïîëëîíèÿ. Ñäåëàåì èçâëå÷åíèÿ èç óïî�

ìÿíóòûõ ðàáîò:

2)
Àïîëëîíèþ â III â. äî í. ý. äè��åðåíöèàëüíûå èãðû åùå íå áûëè èçâåñòíû. Îí èññëå�

äîâàë ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé êîòîðûõ äî äâóõ �èêñèðîâàííûõ

òî÷åê åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, è äîêàçàë, ÷òî ýòî îêðóæíîñòü.
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ËÅÌÌÀ 1. Èç äâóõ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ãè�

ïåðïîâåðõíîñòüþ çàõâàòîâ, øàðîì Àïîëëîíèÿ, ò. å. îäíîñâÿçíûì è îãðàíè�

÷åííûì, ïðè c < 1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

SE(0),P (0),c := {Z
∣∣|E(0)Z| 6 c|P (0)Z|}. (26)

ËÅÌÌÀ 2. Øàð (êðóã) Àïîëëîíèÿ SE(0),P (0),c åñòü äåéñòâèòåëüíî øàð

(êðóã), è åãî öåíòð íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç E(0) è P (0).

ËÅÌÌÀ 3. Åñëè P èìååò òåêóùóþ èí�îðìàöèþ î Ė(t) ∀t > 0 è âûáèðà�

åò ñâîþ ñêîðîñòü Ṗ (t) ∀t > 0, êàê ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íà ïåðåõâàò ïðè

ïðÿìîëèíåéíîé ñòðàòåãèè Óáåãàþùåãî, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ìîìåíòà t, ò. å.
Ė(τ) = Ė(t) ∀τ > t, òî çàõâàò Óáåãàþùåãî ïðîèçîéäåò âíóòðè øàðà Àïîë�

ëîíèÿ.

Âîçâðàùàåìñÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Ïðè p = 1 çîíà Àïîëëîíèÿ (13)

ïðèíèìàåò âèä

S(x,A) := {α
∣∣ ‖A(x)− α‖ 6 c‖x− α‖}. (27)

Ñîïîñòàâëåíèåì x è P (0), A(x) è E(0), α è Z äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ãðà�

íèöû øàðà Àïîëëîíèÿ SE(0),P (0),c, ò. å. ìíîæåñòâà òî÷åê Z, óäîâëåòâîðÿþùèõ

(25), ìíîæåñòâó {α
∣∣∣‖A(x) − α‖ = c‖x − α‖}. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû

2 çîíà Àïîëëîíèÿ S(x,A) åñòü øàð Àïîëëîíèÿ, öåíòð êîòîðîãî ëåæèò íà

ïðÿìîé ℓ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x è A(x).

ËÅÌÌÀ 4. Åñëè èòåðàöèÿ x íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé àëãîðèòìà

A, òî x 6∈ S(x,A).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíà÷å, ïîëîæèâ â (27) ïåðåìåííóþ α ðàâíîé x ∈
S(x,A), ïîëó÷èëè áû ‖A(x) − x‖ 6 0, ò. å. A(x) = x, ò. å. èòåðàöèÿ x
ñóòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àëãîðèòìà A.

Èç ëåììû 4, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî åñëè α � èñêîìîå ðåøåíèå, òî

x 6= α =⇒ S(x,A) 6⊃ Sd
x. (28)

ËÅÌÌÀ 5. Åñëè ñåãìåíò s êðóãà Sd
x, îòñåêàåìûé õîðäîé Q, íå ñîäåðæèò

öåíòðà x êðóãà Sd
x, òî s ñîäåðæèòñÿ â êðóãå S

|Q|/2
C

ñ öåíòðîì C â ñåðåäèíå

õîðäû Q, êîòîðàÿ äëÿ S
|Q|/2
C

ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì.
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Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà, îñòàâèâ áåç âíèìàíèÿ î÷åâèä�

íîå, íî òðåáóþùåå äëÿ ïðîâåðêè ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê.

Ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîëþñ ðàçìåñòèì â x, à ïîëÿðíóþ

îñü ïðîâåäåì ÷åðåç C. Â ñèëó ñèììåòðèè è óñëîâèÿ ëåììû, êîíöû õîðäû èìå�

þò ïîëÿðíûå óãëû ±ϕ
Q

è ϕ
Q

∈ (0, π/2), à âñå óãëû òî÷åê äóãè ñåãìåíòà ëåæàò

â [−ϕ
Q

, ϕ
Q

]. Ñîãëàñíî òåîðåìå êîñèíóñîâ êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ρ îò C äî ëþáîé

òî÷êè σ := (d, ϕ) äóãè ñåãìåíòà åñòü

ρ(ϕ) ≡ |σx|2 = |Cx|2 + d2 − 2 cosϕ. (29)

Òàê êàê cosϕ > cosϕ
Q

∀ϕ ∈ (−ϕ
Q

, ϕ
Q

), ìàêñèìóì ρ(ϕ), ðàâíûé |Q|/2,
äîñòèãàåòñÿ íà êðàéíèõ òî÷êàõ äóãè. Ïîýòîìó âñÿ äóãà ëåæèò â øàðå S

|Q|/2
C ,

çíà÷èò è âåñü ñåãìåíò s â S
|Q|/2
C

.

Íàéäåì äèàìåòð è öåíòð ìèíèìàëüíîãî ïî âåëè÷èíå

3)
äèàìåòðà øàðà S,

ñîäåðæàùåãî ïåðåñå÷åíèå îöåíî÷íûõ ìíîæåñòâ, ò. å. ïåðåñå÷åíèå øàðà Sd
x :=

{z
∣∣ ||z − x|| 6 d} ñ øàðîì Àïîëëîíèÿ S(x,A). (Îíî, êîíå÷íî, íå ïóñòî, åñëè

îáå îöåíêè èñòèííû.)

Â ñèëó ñèììåòðèè ñèòóàöèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ öåíòð øàðà S äîëæåí

ëåæàòü íà ýòîé ïðÿìîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî öåíòðà è ðàäèóñà (ò. å. âåëè÷èí

x∗
è d∗) ðàññìîòðèì ñîäåðæàùóþ ℓ ïðîèçâîëüíóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü. Â íåé

ñå÷åíèÿ èññëåäóåìûõ òðåõ øàðîâ èìåþò âèä êðóãîâ, äèàìåòðû êîòîðûõ ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî äèàìåòðàì ýòèõ òðåõ øàðîâ. Â ñèëó (28), åñëè A(x) 6= x, òî

ëèáî S(x,A) ⊂ Sd
x, ëèáî êðóãè S(x,A), Sd

x èìåþò îáùóþ õîðäó Q ⊥ ℓ. ßñíî,
÷òî Qℓ := Q ∩ ℓ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé (öåíòðîì) õîðäû Q.

Ïðîâåäåì â êðóãå Àïîëëîíèÿ äèàìåòð D ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé ℓ. È
çàòåì,

1) êîãäà ýòîò äèàìåòð ïðèíàäëåæèò êðóãó Sd
x, ñëåäóåò ïîëîæèòü S = S(x,A),

èáî íåò ìåíüøåãî êðóãà, êîòîðûé áû ñîäåðæàë D;

2) êîãäà D 6⊂ Sd
x, íàéäåì îáùóþ õîðäó Q êðóãîâ S(x,A) è Sd

x.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åñëè D 6⊂ Sd
x, òî

1) öåíòðû øàðîâ Sd
x, S(x,A) ëåæàò íà ïðÿìîé ℓ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò Qℓ;

2) øàð, â êîòîðîì Q ñóòü äèàìåòð, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì øàðîì, ñîäåð�

æàùèì Sd
x

⋂
S(x,A).

3)
Â ðóññêîì ÿçûêå ñëîâî ¾äèàìåòð¿ ìîæåò èìåòü ñìûñë îòðåçêà è ñìûñë âåëè÷èíû ýòî�

ãî îòðåçêà. �àçëè÷åíèå ïðîèñõîäèò îáû÷íî ïî êîíòåêñòó. Äàëåå â ýòîé ðàáîòå ðàñïîçíàâàòü

çíà÷åíèÿ ýòîãî òåðìèíà òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ â îñíîâíîì ïî êîíòåêñòó. Îäíàêî â îáîçíà÷å�

íèÿõ áóäåò ðàçíèöà: D è |D|.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â ïðîèç�

âîëüíîì äâóìåðíîì ñå÷åíèè ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåì ïðÿìóþ ℓ.
1. Ïóñòü òî÷êà CA ∈ ℓ åñòü öåíòð êðóãà S(x,A). Ïàðàìåòðèçóåì ïðÿìóþ ℓ:

C(t) := CA − CA − x

‖CA − x‖ t. Âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð ê ℓ â C(t). Äîïóñòèì,

îí ïåðåñåêàåò ãðàíèöó êðóãà Àïîëëîíèÿ â òî÷êå Y (t). Ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà

‖x− Y (t)‖2 =
(√

|D|2/4− t2
)2

+
(
‖CA − x)‖ − t

)2
=

= |D|2/4 + (CA − x)2 − 2‖CA − x‖t.
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖x − Y (t)‖ ìîíîòîííî óáûâàåò äî 0 ñ ðîñòîì t îò 0. Íî

D 6⊂ Sd
x îçíà÷àåò, ÷òî êîíöû äèàìåòðà D, êàê ñàìûå óäàëåííûå îò x, íå ïðè�

íàäëåæàò êðóãó Sd
x, ò. å. ‖x−Y (0)‖ > d, ÷òî ïðè t < 0 âëå÷åò ‖x−Y (t)‖ > d.

Ïîýòîìó Y (t) ïðè t 6 0 íå ìîæåò áûòü êîíöîì õîðäû Q, è, ñëåäîâàòåëüíî,
(∄t < 0) Qℓ = C(t). Òî åñòü CA, ðàâíûé C(0), íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ìåæäó

x = C(‖CA − x‖) è Qℓ. Ïî ëåììå 4 x 6∈ S(x,A), ñëåäîâàòåëüíî, x íå ìî�

æåò áûòü ìåæäó CA è Qℓ (òîãäà áû âûïîëíÿëîñü ‖CA − x‖ 6 ‖CA − Qℓ‖ <
< D/2, ÷òî âëå÷åò x ∈ S(x,A)). Îñòàåòñÿ îäíà âîçìîæíîñòü:

Qℓ � ìåæäó CA è x.
2. Ïîñêîëüêó öåíòðû êðóãîâ Sd

x è S(x,A) íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû

îò èõ îáùåé õîðäû Q, èõ ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñåãìåíòîâ,
îòñåêàåìûõ õîðäîé Q îò ýòèõ êðóãîâ. Ïðè÷åì íè îäèí èç òàêèõ ñåãìåíòîâ íå

ñîäåðæèò öåíòðà êðóãà, îò êîòîðîãî îí îòñå÷åí, ïîýòîìó êàæäûé èç ñåãìåíòîâ

íàõîäèòñÿ â êðóãå, äëÿ êîòîðîãî Q � äèàìåòð (ëåììà 5). Ñëåäîâàòåëüíî, è

îáúåäèíåíèå ýòèõ ñåãìåíòîâ òàêæå ëåæèò â ýòîì êðóãå.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëèòåëüíûì �îðìóëàì äëÿ öåíòðà è ðàäèóñà øàðà S.

4.2. Âûâîä ðàñ÷åòíûõ �îðìóë. Ïóñòü

~r := A(x)− x, r := ||~r||. (30)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (27), èìååì

r 6 ‖x− α‖+ ‖A(x)− α‖ 6 d+ dc. (31)

Íàéäåì ïàðàìåòðû êðóãà Àïîëëîíèÿ: âåëè÷èíó åãî äèàìåòðà D è öåíòð O.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.7 ïîèñê ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîìó íà ïðÿìîé ℓ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç x è A(x). Òàì S(x,A) èìååò âèä (18). Ïîýòîìó

O = x+
~r

1− c2
=

A(x)− xc2

1− c2
, (32)
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|D| = r

1− c
− r

1 + c
=

2cr

1− c2
. (33)

�àññìîòðèì äèàìåòð D êðóãà Àïîëëîíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ℓ. Íà ïåð�

ïåíäèêóëÿðå ê ïðÿìîé ℓ, âîññòàíîâëåííîì â öåíòðå O, òî÷êè, áîëåå áëèçêèå ê
öåíòðó, áëèæå òàêæå è ê èòåðàöèè x. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïðîâåðèòü áóäåò

ëè äèàìåòð D ïðèíàäëåæàòü øàðó Sd
x, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü áóäóò ëè åãî

êîíöû â øàðå Sd
x, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

√
(O − x)2 + |D|2/4 6 d.

Íàéäåì r, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò çäåñü ðàâåíñòâî:

(O − x)2 +
D2

4
≡ r2

(1− c2)2
+

c2r2

(1− c2)2
= d2.

Îòñþäà èñêîìîå çíà÷åíèå r åñòü

r̂ = (1− c2)

√
d2

1 + c2
=

d(1− c2)√
1 + c2

. (34)

Â ñèëó �îðìóë (32), (33) âûðàæåíèÿ (O−x)2 è D2
ðàñòóò ñ ðîñòîì âåëè÷èíû

r, ïîýòîìó D ⊂ Sd
x ⇐⇒ r 6 r̂.

Ñëó÷àé r 6 r̂. Òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ è îöåíêà åå ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ

ïî �îðìóëàì:

x∗ = O = x+
~r

1− c2
, (35)

d∗ =
D

2
=

cr

1− c2
. (36)

Ñëó÷àé r > r̂. Ïóñòü z � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êðóãà Àïîëëîíèÿ

è îáùåé õîðäû Q. Âíà÷àëå íàéäåì öåíòð x∗ = x + h~r/r îáùåé õîðäû, ãäå

ðàññòîÿíèå

h ∈ (0, r)
(31)
⊂ (0, d+ cd)

îò ýòîãî öåíòðà äî x óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

{
h+ z = ||O − x||,
D2/4− z2 = d2 − h2 ≡ d2∗

Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ �îðìóë (32) è (33):





h+ z =
r

1− c2
,

(h− z)
r

1 − c2
= d2 − D2

4
= d2 − c2r2

(1− c2)2
.
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Îòñþäà

h =
1

2

(
r

1− c2
+

d2(1− c2)

r
− c2r

1− c2

)
=

1

2

(
r +

d2(1− c2)

r

)
, (37)

x∗ = x+ ~r

(
1

2
+

d2(1− c2)

2r2

)
. (38)

Ïîëîâèíà äëèíû õîðäû Q åñòü

d∗ =
1

2
|Q| =

√
d2 − h2. (39)

Èòàê, ðàñ÷åòíûå �îðìóëû â ïåðâîì ñëó÷àå áóäóò (35) è (36), âî âòîðîì �

(37)�(39).

Îöåíèì îöåíêó d∗ ÷åðåç îöåíêó d.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2.

max
r6r̂

d∗(r) = d∗(r̂) =
dc√
1 + c2

. (40)

max
r>r̂

d∗(r) = d∗(ř) = cd. (41)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå (40) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âû÷èñëèòåëü�

íûõ �îðìóë (34) è (36) [4℄.

Â ñëó÷àå r > r̂ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îöåíêè d∗, êàê âèäíî èç (39),

ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåìó çíà÷åíèþ h. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (37), ãäå çàäà�

åòñÿ h, ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî h(r) ñòðîãî âûïóêëà è ñòðåìèòñÿ ê +∞
ïðè r → +0 è r → +∞. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé àáñîëþòíûé

ìèíèìóì, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êîðíþ ïðîèçâîäíîé:

0 = h′
r =

1

2

(
1− d2(1− c2)

r2

)
,

íàõîäèìîìó áåç òðóäà: ř := d
√
1− c2. Î÷åâèäíî, ÷òî ř > r̂ è

d+ cd = d
√
1 + c

√
1 + c > d

√
1 + c

√
1− c = ř.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè r = ř, òî îãðàíè÷åíèå (31) íå áóäåò íàðóøåíî è ðåàëè�

çóåòñÿ ñëó÷àé r > r̂. Ïîýòîìó

hmin := h(ř) =
d
√
1− c2

2
+

d2(1− c2)

2d
√
1− c2

≡ d
√
1− c2,

d∗ 6
√

d2 − h2
min = c d. (42)
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Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ||A(x) − x|| = d
√
1− c2 , òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ íå

çàìåíÿåò çíà÷åíèå A(x) èíûì è, åñòåñòâåííî, äàåò îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñëå�

äóþùåé èòåðàöèè òó æå (cd), ÷òî è áàçîâûé àëãîðèòì. Âî âñåõ ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ
îíà îáåñïå÷èâàåò d∗ 6 sd ñ s < c. Âåëè÷èíà s íà êàæäîé èòåðàöèè ñâîÿ, ïðè

æåëàíèè åå ìîæíî èçâëå÷ü êàê �óíêöèþ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà δ èç �îðìóëû
(36) èëè èç �îðìóë (37), (39), ïîëàãàÿ δ = r/d:

s
(36)
=

cδ

1− c2
, δ ∈

(
0,

1− c2√
1 + c2

]
,

s
(39)
=

√
1− (h/d)2

(37)
=

√

1− 1

4

(
δ +

1− c2

δ

)2

,

δ ∈
(

1− c2√
1 + c2

, 1 + c

]
.

Ïðè r = r̂ ≡ d(1 − c2)/
√
1 + c2 (36) äàñò d∗ = dc/

√
1 + c2. Âû÷èñëèâ

h(r̂) â ñèëó (37), à çàòåì d∗ â ñèëó (39), òàêæå ïîëó÷èì dc/
√
1 + c2. Òàêèì

îáðàçîì, �îðìóëû (36), (37), (39) îïðåäåëÿþò íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ d∗(r),
r ∈ [0, d+ dc].

Îáúåäèíÿÿ (30) ñ (34), (35) ñ (38) è (36) ñ (37), (39), ïîëó÷èì ñâîäíûå

�îðìóëû äëÿ òî÷íîé ðåëàêñàöèè M:

~r := A(x)− x, r := ‖~r ‖, r̂ = d(1− c2)/
√
1 + c2, (43)

x∗ :=




x+ ~r(1/2 + d2(1− c2)/2r2) ∧ r̂ < r,

x+
~r

1− c2
∧ r̂ > r,

(44)

d∗ :=





√
d2 − (r + d2(1− c2)/r)2/4 ∧ r̂ < r,

cr

1− c2
∧ r̂ > r .

(45)

4.3. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäîåìêîñòü òî÷íîé ðåëàêñàöèè. Ñ âû÷èñ�

ëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìíåå èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {d2k}
âìåñòî {dk}. Òîãäà âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà îäèí øàã òî÷íîé ðåëàêñàöèè

åñòü:

1) âû÷èòàíèå â ïðîñòðàíñòâå B: ~r = A(x∗)− x;

2) âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà r2 = ~r 2
;

3) óìíîæåíèå d2 íà (1− c2)2(1 + c2)−1
(ò. å. âû÷èñëåíèå r̂2);

4) óìíîæåíèå ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà íà ÷èñëî è ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ ñî�

ãëàñíî �îðìóëå (35) ëèáî, è òîãäà åùå 3 àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ñîãëàñíî

�îðìóëå (38);
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5) îäíî óìíîæåíèå â (36) ëèáî îäíî óìíîæåíèå (h2
) è îäíî âû÷èòàíèå â

(39) äëÿ âû÷èñëåíèÿ d2∗.

Èòîãî: 2 ÷ 6 àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è (÷òî ñóùåñòâåííåå) âû÷èòàíèå

ýëåìåíòîâ + âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ + ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ +

óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà ÷èñëî.

5

◦
. Äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû. 1. Îñòàëîñü íåèññëåäîâàííûì ïðèìåíå�

íèå ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîñòè ê èòåðàòèâíûì ìåòîäàì, äåéñòâóþùèõ â áàíà�

õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè ñ øèðîêî ïðèìåíÿåìûìè íîðìàìè ‖ · ‖∞ è

‖ · ‖1.
2. Ïîëó÷åíû [13℄ ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ ìíîãîòî÷å÷íûõ ìåòîäîâ â ñêà�

ëÿðíîì ñëó÷àå (â ýòîì äîêëàäå îíè íå ïðèâîäÿòñÿ). Îòêðûò âîïðîñ î ïîäîáíûõ

�îðìóëàõ â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

3. Ñàì Ïðèíöèï Ìèíèìàëüíîñòè âîçìîæíî îáîáùèòü íà óëó÷øåíèå ïîñëå�

äóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå ïîñëå ïðèíÿòèÿ íåêîòîðûõ

ðàçóìíûõ ãèïîòåç î ðàñïðåäåëåíèè èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Íåêîòîðîå ïðîäâèæå�

íèå â ýòîì íàïðàâëåíèå ñäåëàíî â [6℄.
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