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1

◦
. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â äîêëàäå [1℄ àíàëèçèðîâàëîñü ðåøåíèå çàäà÷è Ñèëüâåñòðà �

çàäà÷è íàõîæäåíèÿ øàðà ìèíèìàëüíîãî îáú¼ìà, êîòîðûé ñîäåðæèò çàäàííîå ìíîæåñòâî

òî÷åê. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî îáîáùèòü: èñêàòü íå øàð, à ýëëèïñîèä ìèíèìàëüíîãî îáú¼ìà. Â

îòëè÷èå îò çàäà÷è Ñèëüâåñòðà, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü òî÷íî ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà óäà¼òñÿ ðåøèòü ëèøü

ïðèáëèæ¼ííî. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îäíîìó àëãîðèòìó, ñòðîÿùåìó òàêîå ïðèáëèæ¼ííîå

ðåøåíèå.

Òåïåðü ïîñòàâèì çàäà÷ó �îðìàëüíî. Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê cj ∈ RN
, j ∈ 1 : m. Òðåáó�

åòñÿ ïîñòðîèòü ýëëèïñîèä E ⊂ RN
ìèíèìàëüíîãî îáú¼ìà, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå òî÷êè cj.

Ýëëèïñîèä E áóäåì çàäàâàòü òàêèì ñïîñîáîì:

E = {x ∈ R
n| 〈M(x− c), x− c〉 6 1} ,

ãäå c ∈ RN
� öåíòð ýëëèïñîèäà, àM � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà n.
Èçâåñòíî, ÷òî îáú¼ì ýëëèïñîèäà âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

V = wn (detM)−1/2 ,

ãäå wn � îáú¼ì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî øàðà. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëü�

íîãî ýëëèïñîèäà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü êàê ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

V := wn (detM)−1/2 → min

〈M(cj − c), cj − c〉 6 1, j ∈ 1 : m

M ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà

Îòáðîñèì ìíîæèòåëü wn, âîçâåä¼ì öåëåâóþ �óíêöèþ â ñòåïåíü −2 è ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å

ìàêñèìèçàöèè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû M . Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

f := detM → max

〈M(cj − c), cj − c〉 6 1, j ∈ 1 : m

M ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà

(1)

Åñëè ñðåäè cj íàéäóòñÿ n+1 à�èííî íåçàâèñèìûõ òî÷åê, òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî (ñì ñòàòüþ [2℄). Íàñ æå ïîêà èíòåðåñóåò òîëüêî àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ.
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◦
. Îïåðàòîð ñæàòèÿ ïðîñòðàíñòâà. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëëèïñîè�

äà èñïîëüçóåò îïåðàòîð ñæàòèÿ ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñíà÷àëà åãî ñâîéñòâà.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ. Ïóñòü ξ ∈ R
n
, ‖ξ‖ = 1 è γ ∈ (0, 1). Òîãäà îïåðàòîð ñæàòèÿ Rγ îïðåäå�

ëÿåòñÿ �îðìóëîé

Rγ = E − (1 − γ)ξξT

Çäåñü ξξT � ýòî ìàòðèöà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïðÿìóþ x = λξ, λ ∈ R. Âû÷èñëåíèå çíà÷å�

íèÿ Rγ íà êîíêðåòíîì âåêòîðå y ∈ Rn
ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, êàê äåéñòâóåò ýòîò îïåðàòîð:

Rγy = (E − (1− γ)ξξT )y = y − (1− γ)ξξT y = y − (1 − γ) · 〈ξ, y〉 · ξ

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ Rγ î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) Rγ � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà

2) Rγξ = γξ

3) Rγp = p, åñëè 〈ξ, p〉 = 0

Çíà÷èò, Rγ èìååò ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ0 = γ êðàòíîñòè 1 ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ξ è ñîá�

ñòâåííîå ÷èñëî λ1 = 1 êðàòíîñòè n− 1 ñ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, îðòîãîíàëüíûì ξ.
Åñëè y = αξ + p, ãäå 〈ξ, p〉 = 0, òî Rγy = γαξ + p.

Êðîìå ýòîãî, ìàòðèöà Rγ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè âñåõ γ ∈ (0, 1).

O

ξ

y〈ξ, y〉 · ξ

(1− γ) 〈ξ, y〉 · ξ

Rγy

�èñ. 1. Îïåðàòîð ñæàòèÿ ñ γ = 0.2

ËÅÌÌÀ 1. Îïåðàòîð Rγ îáðàòèì è îáðàòíûé ê íåìó îïåðàòîð çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

R−1
γ = E +

1− γ

γ
ξξT

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå Rγ · R−1
γ :

(
E − (1− γ)ξξT

)
(

E +
1− γ

γ
ξξT

)

=

= E +
1− γ

γ
ξξT − (1− γ)ξξT −

(1− γ)2

γ
ξ ξT ξ
︸︷︷︸

=1

ξT =

= E +
1− γ

γ

(
ξξT − γξξT − (1− γ)ξξT

)
= E
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Ê îáðàòíîìó îïåðàòîðó ïðèìåíèìû òå æå ðàññóæäåíèÿ î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ è ñîáñòâåí�

íûõ âåêòîðàõ, â ÷àñòíîñòè, âåêòîð ξ ñîáñòâåííûé ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì

1
γ .

Òåïåðü ïîéì¼ì, êàê îïåðàòîð ñæàòèÿ äåéñòâóåò íà øàðû è ýëëèïñîèäû â Rn
. Ïóñòü, äëÿ

íà÷àëà, èìååòñÿ øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå c è ðàäèóñîì r, êîòîðûé çàäàí óðàâíåíèåì

〈x− c, x− c〉 6 r2

Ïîäåéñòâóåì íà íåãî îïåðàòîðîì Rγ , ïîëó÷èâ íîâûå òî÷êè y = Rγx è íîâûé öåíòð a = Rγc.
Òàê êàê Rγ îáðàòèì, òî x = R−1

γ y è c = R−1
γ a. Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå øàðà

〈x− c, x− c〉 6 r2
〈
R−1

γ (y − a), R−1
γ (y − a)

〉
6 r2

〈
(R−2

γ )(y − a), y − a
〉
6 r2

〈

R−2
γ

r2
(y − a), y − a

〉

6 1

Ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà ñ öåíòðîì â òî÷êå a = Rγc è ìàòðèöåé M :=
R−2

γ

r2 .

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, ìàòðèöà M èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð ξ, êîòîðîìó ñîîòâåò�

ñòâóåò ñîáñòâåííîå ÷èñëî

1
r2γ2 , à îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû ξ è èìåþò

ñîáñòâåííûå ÷èñëà

1
r2 . Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ñæàòèÿ ïðåâðàùàåò øàð ðàäèóñà r â ýë�

ëèïñîèä, îäíîé èç ïîëóîñåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ξ ñ äëèíîé rγ, à äëèíû îñòàëüíûõ ïîëóîñåé

ðàâíû r � øàð ¾ñïëþùèâàåòñÿ¿ â íàïðàâëåíèè ξ.
�àçîáðàâøèñü ñ øàðîì, ïîäåéñòâóåì òåïåðü îïåðàòîðîì Rγ íà ýëëèïñîèä, çàäàííûé

óðàâíåíèåì

〈M(x− c), x− c〉 6 1

Ïîëîæèì àíàëîãè÷íî x = R−1
γ y, c = R−1

γ a è ïîëó÷èì íîâîå óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà â âèäå

〈
R−1

γ MR−1
γ (y − a), y − a

〉
6 1

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ðàáîòå îïåðàòîðà ñæàòèÿ äà¼ò ðèñ. 2.

3

◦
. Èòåðàòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà. Äëÿ çàäà÷è

î ìèíèìàëüíîì ýëëèïñîèäå èçâåñòåí èòåðàòèâíûé àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïîñëåäîâàòåëüíûå

ïðèáëèæåíèÿ ê îòâåòó. Ýòîò àëãîðèòì, îïèñàííûé Í.Ç. Øîðîì â ñòàòüå [3℄, îñíîâàí íà

äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ èäåÿõ.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: âëîæèì ìíîæåñòâî òî÷åê cj â ãèïåðïëîñêîñòü xn+1 = 1

ïðîñòðàíñòâà Rn+1
. Îáîçíà÷èì c̃j =

(
cj
1

)

. Â íîâîì ïðîñòðàíñòâå áóäåì èñêàòü ìèíèìàëü�

íûé ýëëèïñîèä ñ �èêñèðîâàííûì öåíòðîì â íóëå. Â ñòàòüå [3℄ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñå÷åíèå

òàêîãî ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòüþ xn+1 = 1 è áóäåò ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (ñì ðèñ. 3).

Ïîñòàâèì �îðìàëüíî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ ìàòðèöû B̃ ïîðÿäêà n+ 1:

f := det B̃ → max
〈

B̃c̃j , c̃j

〉

6 1, j ∈ 1 : m

B̃ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà

(2)
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(a) Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � ñæàòèå åäèíè÷íîãî êðóãà â íàïðàâëåíèè (1, 1) ñ γ = 0.2
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(b) Ñæàòèå êðóãà â íàïðàâëåíèè (1, 1)
ñ γ = 0.2
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() Ñæàòèå ýëëèïñà â íàïðàâëåíèè (0, 1)
ñ γ = 0.4

�èñ. 2. Äåéñòâèå îïåðàòîðà ñæàòèÿ íà ìíîæåñòâî, âûäåëåííîå êðàñíîé ëèíèåé. �åçóëüòàò

âûäåëåí çåë¼íûì öâåòîì
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x1

x2

1

�èñ. 3. Ñå÷åíèå ýëëèïñà ñ öåíòðîì â íóëå ïðÿìîé x2 = 1

�àññìîòðèì âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ ïîäðîáíåå. Èòàê, ïóñòü

Ẽ =
{

x̃ ∈ R
n+1|

〈

B̃x̃, x̃
〉

6 1
}

� ìèíèìàëüíûé ýëëèïñîèä, ñîäåðæàùèé òî÷êè c̃j , j ∈ 1 : m. Âîçüì¼ì äâå ðàçëè÷íûå òî÷�

êè c̃j0 è c̃j1 . Îòìåòèì, ÷òî

〈

B̃(c̃j0 + c̃j1), c̃j0 + c̃j1

〉

+
〈

B̃(c̃j0 − c̃j1), c̃j0 − c̃j1

〉

= 2
〈

B̃c̃j0 , c̃j0

〉

+ 2
〈

B̃c̃j1 , c̃j1

〉

(3)

Îáîçíà÷èì

x̃0 =
1

2
(c̃j0 + c̃j1) =

(
x0

1

)

, x̃1 =
1

2
(c̃j0 − c̃j1) =

(
x1

0

)

Ïîäåëèâ ðàâåíñòâî (3) íà 4, ïîëó÷èì

〈

B̃x̃0, x̃0

〉

=
1

2

〈

B̃c̃j0 , c̃j0

〉

+
1

2

〈

B̃c̃j1 , c̃j1

〉

−
〈

B̃x̃1, B̃x̃1

〉

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷êè c̃j0 è c̃j1 ïðèíàäëåæàò Ẽ è x̃1 6= O, ïîýòîìó

〈

B̃x̃0, x̃0

〉

< 1 (4)

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó B̃ â âèäå

B̃ =

(
B b

bT b̂

)

,

ãäå B � ãëàâíûé ìèíîð ïîðÿäêà n. Î÷åâèäíî, ÷òî B ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäå�

ëåíà (ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà). Àêêóðàòíî ðàñêðîåì ñêîáêè â (4):

〈

B̃x̃0, x̃0

〉

=

〈(
Bx0 + b

〈b, x0〉+ b̂

)

,

(
x0

1

)〉

= 〈Bx0 + b, x0〉+ 〈b, x0〉+ b̂ =

=
〈
B(x0 +B−1b), x0 +B−1b

〉
−
〈
B(x0 +B−1b), B−1b

〉
+ 〈b, x0〉+ b̂ =

=
〈
B(x0 +B−1b), x0 +B−1b

〉
−
〈
B−1b, b

〉
+ b̂ < 1

(5)
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ËÅÌÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 < −
〈
B−1b, b

〉
+ b̂ < 1

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü, âî-ïåðâûõ, x̃ =

(
−B−1b

1

)

6= O. Ìàòðèöà B̃ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà, òàê ÷òî

〈

B̃x̃, x̃
〉

> 0. �àññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (5), ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

〈

B̃x̃, x̃
〉

= −
〈
B−1b, b

〉
+ b̂, ÷òî äîêàçûâàåò ëåâîå íåðàâåíñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðàâîãî íåðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî â íåðàâåíñòâå (5) ñëàãàåìîå

〈
B(x +B−1b), x+B−1b

〉
íåîòðèöàòåëüíîå â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè B. Òîãäà

èìååì

1 >
〈
B(x+B−1b), x+B−1b

〉
−
〈
B−1b, b

〉
+ b̂ > −

〈
B−1b, b

〉
+ b̂

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Òåïåðü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èç (5) ïîäåëèì íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 1+
〈
B−1b, b

〉
− b̂,

ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

c := −B−1b, M := B/(1 +
〈
B−1b, b

〉
− b̂) (6)

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

〈M(x− c), x− c〉 6 1 � óðàâíåíèå ìèíèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà â R
n

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òåêóùåå ìíîæåñòâî òî�

÷åê c̃
(k)
j õðàíèòñÿ â âèäå ñòîëáöîâ ìàòðèöû Xk, òåêóùàÿ ìàòðèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïå�

ðàòîðîâ ñæàòèÿ îáîçíà÷àåòñÿ Ak. Èçíà÷àëüíî X0 ñîñòîèò èç èñõîäíûõ òî÷åê c̃j ∈ Rn+1
, à

A0 = En+1. Îäèí øàã ðàáîòû àëãîðèòìà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ äåéñòâèé:

• Íàéòè ñðåäè âåêòîðîâ c̃
(k)
j âåêòîð c̃

(k)
jk

ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé τk+1 = ‖c̃
(k)
jk

‖

• Âû÷èñëèòü åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ñæàòèÿ ξk+1 =
c̃
(k)
j0

τk+1

• Ïîñòðîèòü îïåðàòîð ñæàòèÿ Rk+1 âäîëü âåêòîðà ξk+1 ñ êîý��èöèåíòîì αk+1

• Âû÷èñëèòü íîâûå òî÷êè c̃
(k+1)
j , óìíîæèâ ìàòðèöó Rk+1 íà ìàòðèöó Xk, è ñîõðàíèòü

ðåçóëüòàò â Xk+1

• Äîáàâèòü ìàòðèöó Rk+1 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ ñæàòèÿ, óìíîæèâ å¼ íà

ìàòðèöó Ak, è ñîõðàíèòü ðåçóëüòàò â Ak+1

Êîý��èöèåíòû αk â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòüåé [3℄ âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèé

αk = 1− βk, βk > 0, βk −−−−→
k→∞

0,

∞∑

k=1

βk = ∞

Ïóñòü âû÷èñëåíèÿ îñòàíîâëåíû ïîñëå øàãà m. Òîãäà èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñëåäóåò,

÷òî

Xm = Rm · Rm−1 · · ·R1 ·X0 = Am ·X0

Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè c̃
(m)
j ëåæàò âíóòðè ñ�åðû ñ ðàäèóñîì τm è öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Ñ ó÷¼òîì ýòèõ äâóõ �àêòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó èñêîìîãî ýëëèïñîèäà:

〈

c̃
(m)
j , c̃

(m)
j

〉

6 τ2m

〈Amc̃j , Amc̃j〉 6 τ2m
〈
AT

mAmc̃j , c̃j
〉
6 τ2m

〈
AT

mAm

τ2m
c̃j , c̃j

〉

6 1
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Ìàòðèöà B̃ := AT
mAm/τ2m ñèììåòðè÷íà, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ (ïðèáëè�

æ¼ííûì) ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì ýëëèïñîèäå. Îêîí÷àòåëüíîå

ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïî �îðìóëàì (6).

4

◦
.Ïðàêòè÷åñêîå èñïûòàíèå àëãîðèòìà.Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå MATLAB

è èñïûòàí íà òåñòîâûõ äàííûõ. Êîý��èöèåíòû βk áûëè ðàâíû 1/(k+1). Â êà÷åñòâå òåñòî�

âûõ äàííûõ áûëî ñãåíåðèðîâàíî ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ òî÷åê âíóòðè ýëëèïñîèäà ñ öåíòðîì

â òî÷êå (1, 2) ñ ïîëóîñÿìè 2, 1, êîòîðûé âûòÿíóò â íàïðàâëåíèè (−1, 1).

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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4

�èñ. 4. Òåñòîâîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ñèíèì îòìå÷åíà ãðàíèöà ìèíèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà

Àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äîñòàòî÷íî õîðîøî, óæå ïîñëå 50-òè øàãîâ ïîñòðîåííûé

ýëëèïñîèä áëèçîê ê èñêîìîìó.
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(a) 10 øàãîâ
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(b) 30 øàãîâ
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() 50 øàãîâ

�èñ. 5. �åçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà. Çåë¼íûì îáîçíà÷åí ïîñòðîåííûé ýëëèïñîèä
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