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Аннотация. В докладе обсуждаются вопросы сходимости метода ги-
подифференциального спуска в простейшей задаче вариационного исчисле-
ния [1–3]. Показывается, что метод гиподифференциального спуска для дан-
ной задачи совпадает с методом проекции градиента, и приводятся общие тео-
ремы о сходимости данного метода, содержащие оценки скорости сходимости.

1◦. Постановка задачи. Рассмотрим классическую задачу вариационно-
го исчисления

J(x) =

∫ b

a

F (x(t), x′(t), t) dt → inf, (1)

x(a) = A, x(b) = B, x ∈ W 1
2 [a, b]. (2)

Здесь F (x, z, t) — функция трёх переменных, заданная и непрерывно диф-
ференцируема на R

2 × [a, b], а W 1
2 [a, b] — пространство Соболева на отрез-

ке [a, b] (см., например, [4, 5]). Как обычно, мы будем считать, что простран-
ство W 1

2 [a, b] состоит из всех абсолютно непрерывных функций x : [a, b] → R

таких, что x′ ∈ L2[a, b].
Следует отметить, что в качестве основного пространства в задаче (1), (2)

было выбрано пространство Соболева, поскольку в этом пространстве суще-
ственно упрощается анализ сходимости метода гиподифференциального спус-
ка. Кроме того, использование пространства Соболева позволяет при есте-
ственных предположениях гарантировать существование оптимального плана
задачи (1), (2). Однако, у данного подхода имеются свои ограничения. Для то-
го чтобы гарантировать, что функционал J(x) корректно определён и всюду
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конечен (т.е. не принимает значений +∞ и −∞), необходимо налагать условия
роста на подынтегральную функцию F (x, z, t). Действительно, если, напри-
мер, [a, b] = [0, 1] и F (x, z, t) = z4, то для функции x(t) = t3/4, принадлежащей
пространству W 1

2 [0, 1], будет

J(x) :=

∫ 1

0

x′(t)4 dt =
81

256

∫ 1

0

1

t
dt = +∞.

Поэтому везде далее мы будем предполагать, что функция F (x, z, t) удовле-
творяет следующему условию: для любого M > 0 существуют c1, c2 > 0 такие,
что

|F (x, z, t)| 6 c1|z|2 + c2 ∀x ∈ [−M,M ], z ∈ R, t ∈ [a, b].

Нетрудно проверить, что при выполнении данного условия функционал J(x)
будет определён и конечен для всех x ∈ W 1

2 [a, b].
Поскольку при исследовании метода гиподифференциального спуска нам

потребуется рассматривать производную Гато функционала J(x), то помимо
условия роста для функции F (x, z, t), нам потребуются также условия роста и
для производных этой функции, гарантирующие, что функционал J(x) диф-
ференцируем по Гато. А именно, далее мы будем предполагать, что для любого
M > 0 существуют di > 0, i ∈ 1: 4 такие, что для всех x ∈ [−M,M ], z ∈ R и
t ∈ [a, b] справедливы неравенства:

∣

∣

∣
F ′

x(x, z, t)
∣

∣

∣
6 d1|z|2 + d2,

∣

∣

∣
F ′

z(x, z, t)
∣

∣

∣
6 d3|z|+ d4.

Можно проверить, что при выполнении этого условия функционал J(x) диф-
ференцируем по Гато в каждой точке x ∈ W 1

2 [a, b] и его производная Гато
имеет вид

J ′(x;h) =

∫ b

a

(

F ′

x(x(t), x
′(t), t)h(t) + F ′

z(x(t), x
′(t), t)h′(t)

)

dt ∀h ∈ W 1
2 [a, b].

(см., например, [6], Теорема 4.12).

2◦. Метод гиподифференциального спуска для классической за-

дачи вариационного исчисления. Опишем, как строится метод гиподиф-
ференциального спуска для решения задачи (1), (2). Для этого, следуя идеям
В.Ф. Демьянова [1], «перейдём в пространство производных», то есть сделаем
замену переменных x′ → z. Учитывая граничное условие x(a) = A, получим,
что

x(t) = A+

∫ t

a

z(τ) dτ ∀t ∈ [a, b].
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Поэтому граничное условие x(b) = B принимает вид

∫ b

a

z(t) dt = B − A.

Следовательно, задача (1), (2) преобразуется к виду

I(z) =

∫ b

a

F
(

A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z(t), t
)

dt → inf, (3)

∫ b

a

z(t) dt = B − A, z ∈ L2[a, b]. (4)

Будем решать данную задачу с помощью теории точных штрафных функ-
ций [1]. Для этого введём штрафную функцию

Φλ(z) = I(z) + λϕ(z),

где λ > 0 — штрафной параметр и

ϕ(z) = |ϕ1(z)|, ϕ1(z) =

∫ b

a

z(t) dt+ A−B.

Можно показать, что при некоторых дополнительных предположениях штраф-
ная функция Φλ(z) является точной, то есть найдётся λ∗ > 0 такое, что для
любого λ > λ∗ задача (3), (4) эквивалента следующей задаче безусловной ми-
нимизации штрафной функции:

Φλ(z) → inf, z ∈ L2[a, b]. (5)

Поэтому далее мы будем строить численный метод решения задачи (5).
Нетрудно проверить, что штрафная функция Φλ(z) является гиподиффе-

ренцируемой [1, 7] в каждой точке пространства L2[a, b], то есть для любых z,
h ∈ L2[a, b] справедливо разложение:

Φλ(z + αh)− Φλ(z) = max
[a,v]∈dΦλ(z)

(

a+ α〈v, h〉
)

+ o(α),

где o(α)/α → 0 при α → +0, 〈·, ·〉 — скалярное произведение в L2[a, b] и

dΦλ(z) = co
{

(

0, Q[z] + λ signϕ1(z)
)

,
(

− 2λϕ(z), Q[z]− λ signϕ1(z)
)

}

,

Q[z](t) =

∫ b

t

F ′

x

(

A+

∫ τ

a

z(ξ) dξ, z(τ), τ
)

dτ + F ′

z

(

A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z(t), t
)

.

Заметим, что оператор Q[z] является градиентом Гато функционала I(z) в
точке z (см. [1]).
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Множество dΦλ(z) называется гиподифференциалом функции Φλ(z) в точ-
ке z, а его элементы называются гипоградиентами данной функции в рассмат-
риваемой точке. Необходимое условие минимума штрафной функции Φλ(z)
можно записать в терминах гиподифференциала данной функции [1, 7]. А
именно, если z∗ ∈ L2[a, b] является точкой локального минимума функциона-
ла Φλ(z), то

(0,O) ∈ dΦλ(z
∗). (6)

Легко видеть, что данное условие эквивалентно уравнению Эйлера в инте-
гральной форме.

Если в точке z ∈ L2[a, b] не выполнено необходимое условие минимума (6),
то найдём наименьший по L2-норме гипоградиент функционала Φλ в данной
точке, то есть решим задачу

a2 + 〈v, v〉 → inf
[a,v]∈dΦλ(z)

.

Оптимальный план данной задачи можно легко найти аналитически [2]. В
случае когда ϕ(z) = 0, оптимальный план имеет вид (0, G[z]), где

G[z](t) = Q[z](t)− 1

b− a

∫ b

a

Q[z](τ) dτ ∀t ∈ [a, b]. (7)

Можно показать [7], что направление v = −G[z] является направление спуска
функционала Φλ(z), то есть Φλ(z + βv) < Φλ(z) для всех достаточно малых
β > 0. Кроме того, заметим, что

∫ b

a

(

z(t)− βG[z](t)
)

dt =

∫ b

a

z(t) dt ∀β ∈ R.

Поэтому, в частности, направление G[z] не выводит из множества планов за-
дачи (3), (4).

Теперь мы можем записать теоретическую схему метода гиподифференци-
ального спуска для минимизации функционала Φλ(z).

1) Выберем z0 ∈ L2[a, b] такое, что
∫ b

a
z0(t) dt = B − A.

2) Переход от k-го приближения к (k+1)-му осуществляется в следующем
порядке (k > 0):

(a) Вычислим направление спуска G[zk].

(b) Найдём βk > 0 такое, что

min
β>0

Φλ(zk − βG[zk]) = Φλ(zk − βkG[zk]).

(c) Положим zk+1 = zk − βkG[zk].
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Заметим, что в качестве начального приближения в методе гиподифферен-
циального спуска выбирается некоторый план z0 задачи (3), (4). Поскольку
направление G[zk] не выводит из множества планов данной задачи, то для лю-
бого k ∈ N точки zk также будут планами задачи (3), (4) и Φλ(zk − βG[zk]) =
= I(zk − βG[zk]) для всех β > 0.

3◦. Сходимость метода гиподифференциального спуска. Перейдём
теперь к вопросу сходимости метода гиподифференциального спуска, описан-
ного выше. Данный метод был построен, как метод минимизации негладкой
штрафной функции для задачи (3), (4), которая по построению эквивалент-
на исходной классической задаче вариационного исчисления. Для того чтобы
исследовать сходимость метода гиподифференциального спуска необходимо
посмотреть на этот метод с другой стороны.

Зафиксируем произвольный план z0 задачи (3), (4), и введём линейное
подпространство

Z =
{

z ∈ L2[a, b]
∣

∣

∣

∫ b

a

z(t) dt = 0
}

.

Ясно, что множество планов задачи (3), (4) совпадает с линейным многообра-
зием z0 + Z. Поэтому задачу (3), (4) можно переписать в следующем виде:

I(z) → inf, z ∈ z0 + Z.

Будем решать данную задачу методом проекции градиента. В качестве началь-
ного приближения возьмём точку z0. Для того чтобы совершить один шаг по
методу проекции градиента необходимо найти ортогональную проекцию гра-
диента Гато функционала I(z) на линейное подпространство Z. Напомним,
что оператор

Q[z](t) =

∫ b

t

F ′

x

(

A+

∫ τ

a

z(ξ) dξ, z(τ), τ
)

dτ + F ′

z

(

A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z(t), t
)

является градиентом Гато функционала I(z). Кроме того, заметим, что опе-
ратор ортогонального проектирования на подпространство Z имеет вид

PrZ [v](t) = v(t)− 1

b− a

∫ b

a

v(τ) dτ ∀v ∈ L2[a, b].

(см. [3], пункт 6). Следовательно, проекция градиента функционала I[z] на
подпространство Z совпадает с направлением G[z], используемым на каждой
итерации метода гиподифференциального спуска (см. (7)). Таким образом, ме-
тод гиподифференциального спуска для классической задачи вариационного
исчисления совпадает с методом проекции градиента для функционала I(z)
при условии, что в качестве начального приближения в методе гиподиффе-
ренциального спуска выбирается план задачи (3), (4).
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З а м е ч а н и е. Следует отметить, что совпадение метода гиподифференци-
ального спуска для минимизации негладкой штрафной функции и метода про-
екции градиента для решения исходной задачи не обусловлено какими-либо
особенностями конкретной задачи, а является общим фактом для всех задач с
линейными ограничениями-равенствами [8]. Помимо этого отметим, что метод
проекции градиента для решения классической задачи вариационного исчис-
ления был рассмотрен Б.Т. Поляком ещё в начале 60-х годов [9].

Поскольку метод гиподифференциального спуска совпадает с методом про-
екции градиента, то для исследования сходимости данного метода можно ис-
пользовать общие теоремы о сходимости градиентных методов для функцио-
налов, определённых на банаховых пространствах [9, 10] (см. также [11], гла-
ва XV).

Пусть везде далее {zk}, k > 0 — последовательность, построенная по ме-
тоду гиподифференциального спуска (или, что тоже самое, по методу проек-
ции градиента). Обозначим через ‖ · ‖2 — норму пространства L2[a, b], а через
‖ · ‖∞ — равномерную норму на отрезке [a, b] (т.е. стандартную норму про-
странства C[a, b]). Воспользовавшись общими теоремами из [9–11], нетрудно
проверить, что справедливы следующие утверждения.

ТЕОРЕМА 1. Пусть множество
{

z ∈ Z
∣

∣

∣
I(z + z0) 6 I(z0)

}

ограничено в L2[a, b], и оператор z → Q[z], действующий из L2[a, b] в L2[a, b],
удовлетворяет условию Липшица на любом ограниченном множестве. Тогда
‖G[zk]‖2 → 0 при k → ∞.

ТЕОРЕМА 2. Пусть множество
{

z ∈ Z
∣

∣

∣
I(z + z0) 6 I(z0)

}

(8)

ограничено в L2[a, b], и оператор z → Q[z] удовлетворяет условию Липши-
ца на любом ограниченном множестве. Предположим также, что функ-
ционал I(z) является выпуклым. Тогда существует оптимальный план z∗

задачи (3), (4) и

I(zk)− I(z∗) = O

(

1

k

)

. (9)

Обозначим

xk(t) =

∫ t

a

zk(τ) dτ ∀k > 0.

Заметим, что функции xk являются планами задачи (1), (2).
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ТЕОРЕМА 3. Пусть множество
{

z ∈ Z
∣

∣

∣
I(z + z0) 6 I(z0)

}

ограничено в L2[a, b], и оператор z → Q[z] удовлетворяет условию Липшица
на любом ограниченном множестве. Предположим также, что функцио-
нал I(z) является сильно выпуклым. Тогда существует единственный оп-
тимальный план z∗ задачи (3), (4) и найдутся C1, C2 > 0 и q ∈ (0, 1) такие,
что

‖zk − z∗‖2 6 C1q
k, ‖xk − x∗‖∞ 6 C2q

k ∀k > 0.

Для того чтобы применять приведённые выше теоремы к конкретным
функционалам, необходимо уметь проверять ограниченность множества

{

z ∈ Z
∣

∣

∣
I(z + z0) 6 I(z0)

}

,

липшицевость отображения z → Q[z] и выпуклость функционала I(z). Ни-
же мы приводим простые достаточные условия, гарантирующие выполнение
указанных предположений.

ЛЕММА 1 ([6], теорема 4.1). Предположим, что существуют 0 6 p < 2,
α1 > 0 и α2, α3 ∈ R такие, что

F (x, z, t) > α1z
2 + α2|x|p + α3 ∀(x, z, t) ∈ R

2 × [a, b]. (10)

Тогда для любого плана z0 задачи (3), (4) множество
{

z ∈ Z
∣

∣

∣
I(z + z0) 6 I(z0)

}

ограничено в L2[a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное z ∈ L2[a, b] и положим
x(t) = A+

∫ t

a
z(τ) dτ . Воспользовавшись неравенством (10), получим

F (x(t), z(t), t) > α1z(t)
2 + α2|x(t)|p + α3 для п.в. t ∈ [a, b].

Интегрируя данное неравенство по t от a до b, имеем

I(z) > α1

(

‖z‖2
)2 − |α2|

∫ b

a

|x(t)|p dt+ α3(b− a).

Из определения функции x(t) следует, что

|x(t)| 6
∣

∣A
∣

∣+

∫ b

a

|z(t)| dt ∀t ∈ [a, b].



8

Отсюда, воспользовавшись неравенством Коши-Буняковского, получим

‖x‖∞ 6
∣

∣A
∣

∣+
√
b− a‖z‖2. (11)

Следовательно

I(z) > α1

(

‖z‖2
)2 − |α2|(b− a)

(

|A|+
√
b− a‖z‖2

)p

+ α3(b− a).

Поскольку 0 6 p < 2, то из предыдущего неравенства вытекает, что I(z) →
+∞ при ‖z‖2 → +∞. Поэтому множество

{

z ∈ Z
∣

∣

∣
I(z + z0) 6 I(z0)

}

ограни-

чено в L2[a, b].

ЛЕММА 2. Пусть для любого M > 0 существует L > 0 такое, что для
любых t ∈ [a, b], x1, x2 ∈ [−M,M ] и z1, z2 ∈ R справедливы неравенства

∣

∣

∣
F ′

x(x1, z1, t)− F ′

x(x2, z2, t)
∣

∣

∣
6 L|x1 − x2|+ L|z1 − z2|, (12)

∣

∣

∣
F ′

z(x1, z1, t)− F ′

z(x2, z2, t)
∣

∣

∣
6 L|x1 − x2|+ L|z1 − z2|. (13)

Тогда оператор z → Q[z] удовлетворяет условию Липшица на любом ограни-
ченном подмножестве пространства L2[a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K ⊂ L2[a, b] — непустое ограниченное множество.
Из ограниченности множества K и неравенства (11) следует, что найдётся
такое M > 0, что

‖x‖∞ 6 M ∀x ∈
{

x ∈ W 1
2 [a, b]

∣

∣

∣
x(t) = A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z ∈ K
}

.

Для данного M найдётся L > 0, для которого выполнены неравенства (12) и
(13).

Зафиксируем произвольные z1, z2 ∈ K и обозначим xi(t) = A +
∫ t

a
zi(τ) dτ ,

i ∈ {1, 2}. Воспользовавшись неравенствами (12) и (13), а также неравенства-
ми Минковского и Коши-Буняковского, получим, что
√

∫ b

a

(

F ′

z(x1(t), z1(t), t)− F ′

z(x2(t), z2(t), t)
)2

dt 6 L‖x1−x2‖2+L‖z1−z2‖2 (14)

и
∣

∣

∣

∣

∫ b

t

(

F ′

x(x1(τ), z1(τ), τ)− F ′

x(x2(τ), z2(τ), τ)
)

dτ

∣

∣

∣

∣

6

6

∫ b

a

∣

∣

∣
F ′

x(x1(t), z1(t), t)− F ′

x(x2(t), z2(t), t)
∣

∣

∣
dt 6

6 L

∫ b

a

|x1(t)− x2(t)| dt+ L

∫ b

a

|z1(t)− z2(t)| dt 6

6 L
√
b− a‖x1 − x2‖2 + L

√
b− a‖z1 − z2‖2. (15)
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Напомним, что

Q[z](t) =

∫ b

t

F ′

x

(

A+

∫ τ

a

z(ξ) dξ, z(τ), τ
)

dτ + F ′

z

(

A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z(t), t
)

.

Применяя неравенство Минковского и неравенства (14), (15), имеем

‖Q[z1]−Q[z2]‖2 6

6

√

√

√

√

∫ b

a

(

∫ b

t

[

F ′

x(x1(τ), z1(τ), τ)− F ′

x(x2(τ), z2(τ), τ)
]

dτ

)2

dt+

+

√

∫ b

a

(

F ′

z(x1(t), z1(t), t)− F ′

z(x2(t), z2(t), t)
)2

dt 6

6 L
(

b− a+
√
b− a

)

(

‖x1 − x2‖2 + ‖z1 − z2‖2
)

.

С помощью неравенства Коши–Буняковского нетрудно показать, что

‖x1 − x2‖2 6 (b− a)‖z1 − z2‖2,

откуда

∥

∥Q[z1]−Q[z2]
∥

∥

2
6 L

(

b− a+
√
b− a

)

(b− a+ 1)‖z1 − z2‖2.

Следовательно, оператор Q[z] удовлетворяет условию Липшица на множе-
стве K.

ЛЕММА 3. Пусть функция F (x, z, t) дважды непрерывно дифференцируема,
и пусть существует µ0 > 0 такое, что для любых (x, z, t) ∈ R

2 × [a, b] и
h1, h2 ∈ R справедливо неравенство

F ′′

xx(x, z, t)h
2
1 + 2F ′′

xz(x, z, t)h1h2 + F ′′

zz(x, z, t)h
2
2 > µ0h

2
2 (16)

(в частности, достаточно предполагать, что для любого t ∈ [a, b] функция
(x, z) → F (x, z, t) сильно выпукла с константой сильной выпуклости µ > µ0).
Предположим также, что для любого M > 0 найдутся αi > 0, i ∈ 1: 5 та-
кие, что для любых x ∈ [−M,M ], z ∈ R и t ∈ [a, b] справедливы неравенства

∣

∣F ′′

xx(x, z, t)
∣

∣ 6 α1z
2 + α2,

∣

∣F ′′

xz(x, z, t)
∣

∣ 6 α3|z|+ α4,
∣

∣F ′′

zz(x, z, t)
∣

∣ 6 α5. (17)

Тогда функционал I(z) является сильно выпуклым.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для краткости мы приведём лишь общую идею доказа-
тельства. Воспользовавшись неравенствами (17) и теоремой Лебега о мажори-
руемой сходимости, можно показать, что функционал I(z) является дважды
дифференцируемым по Гато в каждой точке z ∈ L2[a, b] и его вторая произ-
водная Гато имеет вид

I ′′[z](h, h) =

∫ b

a

[

F ′′

xx(t)
(

∫ t

a

h(τ) dτ
)2

+2F ′′

xz(t)
(

∫ t

a

h(τ) dτ
)

h(t)+F ′′

zz(t)h(t)
2
]

dt,

где

F ′′

xx(t) = F ′′

xx

(

x(t), z(t), t
)

, F ′′

xz(t) = F ′′

xz

(

x(t), z(t), t
)

,

F ′′

zz(t) = F ′′

zz

(

x(t), z(t), t
)

.

и x(t) = A+
∫ t

a
z(τ) dτ . Теперь применяя неравенство (16), получим, что

I ′′[z](h, h) > µ0(‖h‖2)2 ∀z, h ∈ L2[a, b],

откуда заключаем, что функционал I(z) является сильно выпуклым.

Приведём простой пример функционала, удовлетворяющего всем указан-
ным выше условиям. Пусть

J(x) =

∫ b

a

(

γ(t)x′(t)2 + ω(t)x′(t) + f(x(t), t)
)

dt,

где функции γ(t) и ω(t) непрерывны и γ(t) > 0 на [a, b], а функция f(x, t)
дважды непрерывно дифференцируема и выпукла по x при каждом t ∈ [a, b].
Нетрудно проверить, что для этого функционала выполнены все предполо-
жения лемм 1–3. Поэтому с помощью теоремы 3 можно заключить, что в
данном случае существует единственный оптимальный план x∗ исходной за-
дачи, и для любого начального приближения z0 ∈ L2[a, b], удовлетворяющего

ограничению
∫ b

a
z0(t) dt = B − A, найдутся C1, C2 > 0 и q ∈ (0, 1) такие, что

‖zk − z∗‖2 6 C1q
k, ‖xk − x∗‖∞ 6 C2q

k ∀k > 0,

где z∗ = dx∗/dt, то есть метод гиподифференциального спуска сходится со
скоростью геометрической прогрессии.
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