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Аннотация. В докладе обсуждается дифференцируемость по Фреше од-
ного нелинейного функционала, возникающего в задачах вариационного ис-
числения в связи с изучением точных штрафных функций и метода наиско-
рейшего спуска.

1◦. Первый и второй дифференциалы интегрального функциона-

ла. Рассмотрим интегральный функционал вида

J(x) =

∫ b

a

F
(

t, x(t), x′(t)
)

dt. (1)

Здесь F (t, y, z) — функция трёх переменных, заданная и непрерывная на неко-
тором открытом связном множестве U ⊂ R

3. Функционал J(x) определён на
функциях x = x(t), непрерывно дифференцируемых на отрезке [a, b], и таких,
что параметрическая кривая

Γ(x) =
{

(

t, x(t), x′(t)
)

∣

∣

∣
t ∈ [a, b]

}

содержится в U . Множество таких функций x обозначим через Ωo и назовём
естественной областью определения функционала J(x).

В линейном пространстве C1[a, b] непрерывно дифференцируемых на от-
резке [a, b] функций введём норму

‖x‖1,∞ = max
t∈[a,b]

∣

∣x(t)
∣

∣+ max
t∈[a,b]

∣

∣x′(t)
∣

∣.

В стандартном курсе вариационного исчисления доказывается справедли-
вость следующих утверждений (см., например, доклад [1]).
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ТЕОРЕМА 1. Естественная область определения Ωo функционала J(x) от-

крыта в C1[a, b].

ТЕОРЕМА 2. При F ∈ C1(U) интегральный функционал J(x) дифферен-

цируем по Фреше в каждой точке x0 своей естественной области определе-

ния Ωo и

dJ(x0;h) =

∫ b

a

[

F ′

x

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

h(t) + F ′

x′

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

h′(t)
]

dt.

При этом справедливо разложение

J(x0 + h) = J(x0) + dJ(x0;h) + o(‖h‖1,∞),

где o(‖h‖1,∞)/‖h‖1,∞ → 0 при ‖h‖1,∞ → 0.

ТЕОРЕМА 3. При F ∈ C2(U) функционал J(x) дважды дифференцируем

по Фреше в каждой точке x0 своей естественной области определения Ωo и

d2J(x0;h) =

∫ b

a

[

F ′′

xxh
2 + 2F ′′

xx′hh′ + F ′′

x′x′(h′)2
]

dt,

где

F ′′

xx = F ′′

xx

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

, F ′′

xx′ = F ′′

xx′

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

,

F ′′

x′x′ = F ′′

x′x′

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

.

При этом справедливо разложение

J(x0 + h) = J(x0) + dJ(x0;h) +
1
2
d2J(x0;h) + o(‖h‖21,∞),

где o(‖h‖21,∞)/‖h‖21,∞ → 0 при ‖h‖1,∞ → 0.

2◦. Дифференцируемость по Фреше одного нелинейного функци-

онала. В книге [2] был разработан альтернативный подход к исследованию
задач вариационного исчисления, основанный на применении теории точных
штрафных функций. В рамках данного подхода рассматривается интеграль-
ный функционал вида

I(z) =

∫ b

a

F
(

t, A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z(t)
)

dt,

где A — константа, соответствующая граничному условию при t = a.
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Функционал I(z) получается из интегрального функционала J(x) вида (1)
с помощью замены x′ → z. Данный переход позволяет преобразовать стан-
дартные граничные условия

x(a) = A, x(b) = B

в линейное ограничение–равенство вида

∫ b

a

z(t) dt = B − A,

которое проще учитывать при построении численных методов [3, 4]. Однако,
следует отметить, что аналогичные численные методы можно построить и без
перехода от функционала J(x) к функционалу I(z) (см., например, [5]).

В книге [2] и последующих работах по применению точных штрафных
функций к задачам вариационного исчисления доказывалась лишь диффе-
ренцируемость по Гато функционала I(z). В данном разделе мы покажем,
что при естественных предположениях функционал I(z) является дифферен-
цируемым по Фреше, как и функционал J(x).

Напомним, что F (t, y, z) — функциях трёх переменных, заданная и непре-
рывная на некотором открытом связном множестве U ⊂ R

3. Функционал I(z)
определён на функциях z = z(t), непрерывных на отрезке [a, b], и таких, что
параметрическая кривая

Γ0(z) =
{(

t, A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z(t)
) ∣

∣

∣
t ∈ [a, b]

}

содержится в U . Множество таких функций z обозначим через Zo и назовём
естественной областью определения функционала I(z). Отметим, что если
функции x и z связаны соотношением x(t) = A+

∫ t

a
z(τ) dτ , то Γ(x) = Γ0(z).

В линейном пространстве C[a, b] непрерывных на отрезке [a, b] функций
введём норму

‖z‖∞ = max
t∈[a,b]

∣

∣z(t)
∣

∣.

Определим также линейный интегральный оператор

(

Tz
)

(t) =

∫ t

a

z(τ) dτ.

Нам потребуется следующее вспомогательное утверждение.

ЛЕММА 1. Оператор T является линейным непрерывным оператором из

C[a, b] в C1[a, b]. При этом ‖T‖ 6 (b− a+ 1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что для любого z ∈ C[a, b] будет Tz ∈ C1[a, b].
Поскольку

‖Tz‖1,∞ = max
t∈[a,b]

∣

∣

∣

∫ t

a

z(τ) dτ
∣

∣

∣
+ max

t∈[a,b]

∣

∣z(t)
∣

∣ 6 (b− a+ 1)‖z‖∞,

то оператор T непрерывен и ‖T‖ 6 (b− a+ 1).

Покажем, что естественная область определения функционала I(z) откры-
та в C[a, b]. Для этого зафиксируем функцию z0 ∈ Zo и докажем, что найдёт-
ся δ > 0 такое, что z0 + h ∈ Zo для любого h ∈ C[a, b], удовлетворяющего
неравенству ‖h‖∞ < δ.

Определим x0(t) = A+
∫ t

a
z0(τ) dτ . Как было отмечено выше, Γ(x0) = Γ0(z0).

Поэтому x0 ∈ Ωo. Следовательно, по теореме 1 найдётся r > 0 такое, что
для любого η ∈ C1[a, b], удовлетворяющего неравенству ‖η‖1,∞ < r, будет
x0 + η ∈ Ωo.

Положим δ = r/(b−a+1). Тогда для любой функции h ∈ C[a, b] такой, что
‖h‖∞ < δ будет ‖Th‖1,∞ < r и x0 + Th ∈ Ωo, то есть Γ(x0 + Th) ⊂ U . Заметим,
что Γ0(z0 + h) = Γ(x0 + Th). Поэтому z0 + h ∈ Zo. Значит, множество Zo

открыто в C[a, b].
Таким образом, справедливо следующее утверждение.

ТЕОРЕМА 4. Естественная область определения Zo функционала I(z) от-

крыта в C[a, b].

Докажем теперь дифференцируемость по Фреше функционала I(z).

ТЕОРЕМА 5. При F ∈ C1(U) интегральный функционал I(z) дифферен-

цируем по Фреше в каждой точке z0 своей естественной области определе-

ния Zo и

dI(z0;h) =

∫ b

a

Q(z0, t)h(t) dt,

где

Q(z, t) =

∫ b

t

F ′

x

(

τ, A+

∫ τ

a

z(ξ) dξ, z(τ)
)

dτ + F ′

x′

(

t, A+

∫ t

a

z(τ) dτ, z(t)
)

.

При этом справедливо разложение

I(z0 + h) = I(z0) + dI(z0;h) + o(‖h‖∞),

где o(‖h‖∞)/‖h‖∞ → 0 при ‖h‖∞ → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем функцию z0 ∈ Zo и положим

x0(t) = A+

∫ t

a

z0(τ) dτ.
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Выберем произвольное ε > 0. По теореме 2 существует δ > 0 такое, что для
любого v ∈ C1[a, b], удовлетворяющего неравенству 0 < ‖v‖1,∞ < δ, будет

1

‖v‖1,∞

∣

∣

∣
J(x0 + v)− J(x0)− dJ(x0; v)

∣

∣

∣
< ε.

Поэтому для любого h ∈ C[a, b] такого, что 0 < ‖h‖∞ < δ/(b− a+ 1), справед-
ливо неравенство

1

‖Th‖1,∞

∣

∣

∣
J(x0 + Th)− J(x0)− dJ(x0;Th)

∣

∣

∣
< ε.

Отсюда, учитывая, что ‖Th‖1,∞ > ‖h‖∞ и J(x0 + Th) = I(z0 + h), получаем,
что

1

‖h‖∞

∣

∣

∣
I(z0 + h)− I(z0)− dJ(x0;Th)

∣

∣

∣
< ε,

для любого h ∈ C[a, b], удовлетворяющего неравенству 0 < ‖h‖∞ < δ/(b−a+1).
Таким образом, справедливо разложение

I(z0 + h) = I(z0) + dJ(x0;Th) + o(‖h‖∞),

где o(‖h‖∞)/‖h‖∞ → 0 при ‖h‖∞ → 0.
По теореме 2 имеем

dJ(x0;Th) =

∫ b

a

[

F ′

x

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

·

∫ t

a

h(τ)dτ + F ′

x′

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

h(t)
]

dt. (2)

Проинтегрируем первое слагаемое по частям. Обозначим

u(t) =

∫ b

t

F ′

x

(

τ, x0(τ), x
′

0(τ)
)

dτ.

Тогда

∫ b

a

[

F ′

x

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

·

∫ t

a

h(τ)dτ
]

dt =

∫ b

a

[

(−u′(t)) ·

∫ t

a

h(τ)dτ
]

dt =

=
(

(−u(t)) ·

∫ t

a

h(τ)dτ
)∣

∣

∣

b

a
+

∫ b

a

u(t)h(t) dt =

∫ b

a

u(t)h(t) dt.

Теперь формула (2) принимает вид

dJ(x0;Th) =

∫ b

a

[

∫ b

t

F ′

x

(

τ, x0(τ), x
′

0(τ)
)

dτ + F ′

x′

(

t, x0(t), x
′

0(t)
)

]

h(t) dt =

=

∫ b

a

Q(z0, t)h(t) dt =: dI(z0;h),

что и требовалось доказать.
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Рассуждая аналогичным образом и используя теорему 3, нетрудно прове-
рить, что справедливо следующее утверждение.

ТЕОРЕМА 6. При F ∈ C2(U) функционал I(z) дважды дифференцируем по

Фреше в каждой точке z0 своей естественной области определения Zo и

d2I(z0;h) = d2J(x0;Th) =

∫ b

a

[

F ′′

xx(Th)
2 + 2F ′′

xx′(Th)h+ F ′′

x′x′h2
]

dt,

где

F ′′

xx = F ′′

xx

(

t, x0(t), z0(t)
)

, F ′′

xx′ = F ′′

xx′

(

t, x0(t), z0(t)
)

,

F ′′

x′x′ = F ′′

x′x′

(

t, x0(t), z0(t)
)

и x0(t) = A+ Tz0. При этом справедливо разложение

I(z0 + h) = I(z0) + dI(z0;h) +
1
2
d2I(z0;h) + o(‖h‖2

∞
),

где o(‖h‖2
∞
)/‖h‖2

∞
→ 0 при ‖h‖∞ → 0.
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