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Аннотация. В докладе обсуждается субградиентный метод минимиза-
ции негладкой выпуклой функции на выпуклом множестве, предложенный
Ю.Е. Нестеровым (см. видео-лекцию [1]).

1◦. Субградиентные методы минимизации выпуклых функций.

Рассмотрим задачу выпуклой оптимизации вида

f(x) → min
x∈Q

, (1)

где f : Rn → R — заданная выпуклая функция, а Q ⊂ R
n — замкнутое выпук-

лое множество. Требуется построить численный метод решения данной зада-
чи. При этом предполагается, что в каждой точке x ∈ Q мы можем вычислять
один из субградиентов функции f в этой точке, который мы обозначим v(x).

Для того чтобы понять идею, лежащую в основе метода Нестерова (так-
же называемого субградиентным методом с двойным усреднением), необхо-
димо проследить историю развития субградиентных методов минимизации
негладких выпуклых функций. Первым субградиентным методом минимиза-
ции негладких выпуклых функций был метод Шора [2]. Данный метод опре-
деляется следующим соотношением:

xk+1 = PrQ(xk − αkv(xk)), k ∈ {0} ∪ N,

где PrQ — оператор проектирования на множество Q, x0 ∈ Q — начальное при-
ближение, а αk — заданные положительные числа, определяющие величину
шага на каждой итерации.

Обозначим через x∗ произвольный оптимальный план задачи (1) (мы пред-
полагаем, что он существует). Следующее утверждение, содержит важную
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оценку, которая позволяет установить условия сходимости метода Шора. От-
метим, что схожие оценки будут появляться при исследовании всех остальных
субградиентных методов, обсуждаемых в данном докладе.

ТЕОРЕМА 1. Пусть последовательность {xk} построена по методу Шора

и

Ak =
k∑

i=0

αi.

Тогда для любого k ∈ N справедливо неравенство

1

Ak

k∑

i=0

αif(xi)− f(x∗) 6
1

Ak

(
1

2
‖x0 − x∗‖2 + 1

2

k∑

i=0

α2

i ‖v(xi)‖2
)
, (2)

где ‖ · ‖ — евклидова норма. Отсюда, в частности, следует, что если после-

довательность {v(xk)} ограничена, αk → 0 при k → ∞ и

∞∑

k=0

αk = +∞,

то

lim
k→∞

1

Ak

k∑

i=0

αif(xi) = f(x∗), lim inf
k→∞

f(xk) = f(x∗). (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого i ∈ {0} ∪ N обозначим ri = ‖xi − x∗‖2. По
определению последовательности {xk} будет

ri+1 = ‖PrQ(xi − αkv(xi))− x∗‖2.

Заметим, что для любых y ∈ R
n и x ∈ Q справедливо неравенство

‖PrQ(y)− x‖2 6 ‖y − x‖2.

Поэтому

ri+1 6 ‖xi − αiv(xi)− x∗‖2 =
= ri − 2αi〈v(xi), xi − x∗〉+ α2

i ‖v(xi)‖2 ∀i ∈ {0} ∪ N.

Данное неравенство зависит от i. Просуммируем его по всем i от 0 до k, где
k ∈ {0} ∪ N фиксировано. Получим

rk+1 − r0 6 −2
k∑

i=0

αi〈v(xi), xi − x∗〉+
k∑

i=0

α2

i ‖v(xi)‖2.
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Так как v(xi) — субградиент функции f в точке xi, то

f(x)− f(xi) > 〈v(xi), x− xi〉 ∀x ∈ R
n,

Поэтому

k∑

i=0

αi(f(xi)− f(x∗)) 6
k∑

i=0

αi〈v(xi), xi − x∗〉 6

6
1

2
r0 −

1

2
rk+1 +

1

2

k∑

i=0

α2

i ‖v(xi)‖2 6
1

2
r0 +

1

2

k∑

i=0

α2

i ‖v(xi)‖2,

откуда следует, что

1

Ak

k∑

i=0

αif(xi)− f(x∗) 6
1

Ak

(
1

2
‖x0 − x∗‖2 + 1

2

k∑

i=0

α2

i ‖v(xi)‖2
)
.

Таким образом, неравенство (2) доказано.
Предположим теперь, что последовательность {v(xk)} ограничена, αk → 0

при k → ∞ и
∞∑

k=0

αk = +∞.

Покажем, что в этом случае

lim
k→∞

1

Ak

(
1

2
‖x0 − x∗‖2 + 1

2

k∑

i=0

α2

i ‖v(xi)‖2
)

= 0.

Отсюда и из неравенства (2) следуют соотношения (3).
Достаточно проверить, что

lim
k→∞

1

Ak

k∑

i=0

α2

i = 0.

Для этого зафиксируем произвольное ε > 0. По предположению αk → 0 при
k → ∞, поэтому найдётся k0 ∈ N такое, что

αk <
ε

2
∀k > k0.

Следовательно,

α2

k = αkαk <
ε

2
αk ∀k > k0.
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Отсюда имеем
k∑

i=k0

α2
i

k∑
i=k0

αi

<
ε

2
∀k > k0.

Значит для всех k > k0

1

Ak

k∑

i=k0

α2

i 6

k∑
i=k0

α2
i

k∑
i=k0

αi

<
ε

2
. (4)

По условию Ak → +∞ при k → ∞, поэтому найдётся k1 ∈ N такое, что

1

Ak

k0−1∑

i=0

α2

i <
ε

2
∀k > k1. (5)

Объединив неравенств (4) и (5), получим, что для всех k > max{k0, k1}

1

Ak

k∑

i=0

α2

i =
1

Ak

k0−1∑

i=0

α2

i +
1

Ak

k∑

i=k0

α2

i <
ε

2
+
ε

2
= ε

Так как ε > 0 было выбрано произвольно, то

lim
k→∞

1

Ak

k∑

i=0

α2

i = 0,

что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е 1. Заметим, что в предыдущей теореме можно избавиться
от условия ограниченности последовательности v(xk), если в методе Шора
нормировать субградиент v(xk), т.е. положить

xk+1 = PrQ

(
xk − αk

v(xk)

‖v(xk)‖

)
∀k ∈ {0} ∪ N.

Следующим шагом в развитии субградиентных методов, после метода Шо-
ра, стал метод зеркального спуска, предложенный Немировским и Юдины-
ми [3]. Метод зеркального спуска определяется следующим соотношением

xk+1 = argmin
x∈Q

{〈 k∑

i=0

αiv(xi), x
〉
+

1

2
‖x− x0‖2

}
, k ∈ {0} ∪ N,
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где x0 ∈ Q — начальное приближение, а αk — положительные числа. Как и
в случае метода Шора, можно показать, что для метода зеркального спуска
справедливо неравенство

1

Ak

k∑

i=0

αif(xi)− f(x∗) 6
1

Ak

(
1

2
‖x0 − x∗‖2 + 1

2

k∑

i=0

α2

i ‖v(xi)‖2
)
, (6)

где Ak =
k∑

i=0

αk. Следовательно, для того чтобы гарантировать сходимости

метода зеркального спуска необходимо потребовать, чтобы αk → 0 при k → ∞
и

∞∑

k=0

αk = +∞.

Заметим, что из условия αk → 0 следует, что субградиенты v(xi) входят в
сумму

〈 k∑

i=0

αiv(xi), x
〉
+

1

2
‖x− x0‖2,

на основе которой определяется каждая итерация метода зеркального спуска,
с уменьшающимися весами. Однако, метод зеркального спуска можно моди-
фицировать так, чтобы субградиенты v(xi) входили с одинаковыми весами.
Такая модификация метода зеркального спуска, предложенная Ю.Е. Нестеро-
вым [4], называется субградиентным методом с двойственным усреднением.

Субградиентный метод с двойственным усреднением определяется следу-
ющим соотношением

xk+1 = argmin
x∈Q

{
1

Ak

〈 k∑

i=0

αiv(xi), x
〉
+

γk
2Ak

‖x− x0‖2
}

k ∈ {0} ∪ N,

где x0 ∈ Q — начальное приближение, αk — положительные числа, а
{γk} — неубывающая последовательность положительных шкалирующих ко-
эффициентов. Заметим, что при γk ≡ 1 субградиентный метод с двойственным
усреднением преобразуется в метод зеркального спуска.

Следующая теорема содержит достаточные условия сходимости субгради-
ентного метода с двойственным усреднением.

ТЕОРЕМА 2 (Нестеров, [4]). Пусть последовательность {xk} построена

по субградиентному методу с двойственным усреднением. Тогда для любого

k ∈ N справедливо неравенство

1

Ak

n∑

k=1

αkf(xk)− f(x∗) 6
1

Ak

(
γk
2
‖x0 − x∗‖2 +

k∑

i=0

α2
i

2γi
‖v(xi)‖2

)
. (7)
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Отсюда, в частности, следует, что если последовательность v(xk) ограни-

чена и

lim
k→∞

γk
Ak

= 0, lim
k→∞

1

Ak

k∑

i=0

α2
i

γi
= 0, (8)

то

lim
k→∞

1

Ak

n∑

k=1

αkf(xk) = f(x∗), lim inf
k→∞

f(xk) = f(x∗).

З а м е ч а н и е 2. Заметим, что соотношения (8) будут выполнены, если по-
ложить αk ≡ 1 и γk =

√
k + 1. В этом случае сумма

1

Ak

〈 k∑

i=0

αiv(xi), x
〉
+

γk
2Ak

‖x− x0‖2,

на основе которой определяются итерации субградиентного метода с двой-
ственным усреднением, принимает вид

1

k + 1

〈 k∑

i=0

v(xi), x
〉
+

1

2
√
k + 1

‖x− x0‖2.

Таким образом, данная сумма содержит усреднение (среднее арифметическое)
всех субградиентов вычисленных за предыдущие итерации.

2◦. Субградиентный метод с двойным усреднением. В основных
оценках (см. (2), (6) и (7)), с помощью которых доказывается сходимость суб-
градиентных методов, участвует не значение целевой функции f в точке xk,
а лишь выпуклая комбинация

1

Ak

k∑

i=0

αif(xi).

Вследствие этого для субградиентных методов не удаётся установить сходи-
мость последовательности {f(xk)} к оптимальному значению f(x∗). Удаётся
лишь доказать более слабое утверждение: lim inf

k→∞

f(xk) = f(x∗). Таким обра-

зом, субградиентные методы (по крайней мере с теоретической точки зрения)
не являются сходящимися.

Заметим, что поскольку функция f выпукла, то

f(yk) 6
1

Ak

k∑

i=0

αif(xi), yk =
1

Ak

k∑

i=0

αixi.
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Поэтому, если выполнены достаточные условия сходимости, указанные вы-
ше, то f(yk) → f(x∗) при k → ∞. Однако, сходящаяся (по функции) после-
довательность выпуклых комбинаций {yk} не используется при построении
исходной последовательности {xk} ни в одном из субградиентные методов,
описанных в предыдущем разделе.

Так как последовательность {yk} является сходящейся по функции, то воз-
никает желание каким-то образом использовать эту последовательность при
построении субградиентного метода. Самый простой и естественный способ ис-
пользования последовательности {yk}, заключается в том, чтобы в качестве
результата очередной итерации субградиентного метода брать не точку xk+1,
а точку yk+1, то есть полагать в качестве нового приближения вектор

x̂k+1 =
1

Ak+1

k+1∑

i=0

αixi.

Заметим, что в этом случае

x̂k+1 =
Ak

Ak+1

( 1

Ak

k∑

i=0

αixi

)
+
αk+1

Ak+1

xk+1 =
Ak

Ak+1

x̂k +
αk+1

Ak+1

xk+1.

Если обозначить τk = αk+1/Ak+1, то получим

x̂k+1 = (1− τk)x̂k + τkxk+1.

Таким образом, мы приходим к следующей схеме субградиентного метода:

1) вычислим

x+k = argmin
x∈Q

{
1

Ak

〈 k∑

i=0

αiv(xi), x
〉
+

γk
2Ak

‖x− x0‖2
}
,

2) положим τk = αk+1/Ak+1 и xk+1 = (1− τk)xk + τkx
+

k .

Здесь {αk} — заданная последовательность положительных чисел, а
{γk} — неубывающая последовательность положительных шкалирующих ко-
эффициентов.

Описанный выше метод называется субградиентным методом с двойным

усреднением [5], т.к. в нём применяется как усреднение субградиентов, так и
усреднение исходной последовательности (при αk ≡ 1). Исследуем сходимость
данного метода.

Получим сначала несколько вспомогательных оценок последовательности
{f(xk)}.
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ЛЕММА 1. Пусть последовательность {xk} построена по субградиентно-

му методу с двойным усреднением. Тогда для любого k ∈ {0}∪N справедливо

неравенство

Akf(xk) 6
k∑

i=0

αi

[
f(xi) + 〈v(xi), x− xi〉

]
+
γk
2
‖x− x0‖2 + Bk ∀x ∈ Q, (9)

где

Bk =
1

2

k∑

i=0

α2
i

γi−1

‖v(xi)‖2

и γ−1 = γ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим

`k(x) =
k∑

i=0

αi

[
f(xi) + 〈v(xi), x− xi〉

]

и
ψ∗

k = min
x∈Q

(
`k(x) +

γk
2
‖x− x0‖2

)
.

С учётом данных обозначений неравенство (9) принимает вид

Akf(xk) 6 ψ∗

k + Bk ∀k ∈ {0} ∪ N. (10)

Для того чтобы доказать это неравенство воспользуемся методом математи-
ческой индукции.

База индукции. Пусть k = 0. По определению

ψ∗

0 = min
x∈Q

(
α0

[
f(x0) + 〈v(x0), x− x0〉

]
+
γ0
2
‖x− x0‖2

)
.

Легко видеть, что функция h0(x) := α0〈v(x0), x−x0〉+(γ0/2)‖x−x0‖2 достигает
глобального минимума на R

n в точке

x = x0 −
a0
γ0
v(x0),

причём

h0(x) = − a20
2γ0

‖v(x0)‖2.

Отсюда, учитывая, что A0 = a0 и γ−1 = γ0, имеем

ψ∗

0 = min
x∈Q

(
a0f(x0) + h0(x)

)
> a0f(x0) + h0(x) = A0f(x0)−

a20
2γ−1

‖v(x0)‖2
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или, что эквивалентно

A0f(x0) 6 ψ∗

0 +
a20

2γ−1

‖v(x0)‖2 =: ψ∗

0 + B0.

Таким образом база индукции доказана.
Индукционный переход. Предположим, что неравенство (10) выполнено

для некоторого k. Покажем, что тогда это неравенство выполнено и для k+1.
По определению

ψ∗

k+1 = min
x∈Q

(
`k+1(x) +

γk+1

2
‖x− x0‖2

)
=

= min
x∈Q

(
`k(x) +

γk+1

2
‖x− x0‖2 + αk+1

[
f(xk+1) + 〈v(xk+1), x− xk+1〉

])
.

Напомним, что последовательность шкалирующих коэффициентов {γk} не
убывает. Поэтому

ψ∗

k+1 > min
x∈Q

(
`k(x) +

γk
2
‖x− x0‖2 + αk+1

[
f(xk+1) + 〈v(xk+1), x− xk+1〉

])
. (11)

Обозначим

hk(x) = `k(x) +
γk
2
‖x− x0‖2 :=

:=
( k∑

i=0

αi〈v(xi), x〉+
γk
2
‖x− x0‖2

)
+

k∑

i=0

αi

[
f(xi)− 〈v(xi), xi〉

]
.

Заметим, что функция hk(x) является сильно выпуклой с константой сильной
выпуклости γk, так как h′′k(x) = γkIn, где In — единичная матрица размер-
ности n. Поэтому, как хорошо известно, для любых x, y ∈ R

n выполняется
неравенство

hk(x) > hk(y) + 〈∇hk(y), x− y〉+ γk
2
‖x− y‖2. (12)

Из определения субградиентного метода с двойным усреднением следует, что
функция hk(x) достигает глобального минимума на множестве Q в точке x+k ,
причём hk(x

+

k ) = ψ∗

k. По необходимому и достаточному условию минимума
гладкой выпуклой функции на выпуклом множестве будет

〈∇hk(x+k ), x− x+k 〉 > 0 ∀x ∈ Q.

Отсюда, с учётом (12), имеем

hk(x) > ψ∗

k +
γk
2
‖x− x+k ‖2.
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Воспользовавшись данным неравенством в (11), получим

ψ∗

k+1 > min
x∈Q

(
ψ∗

k +
γk
2
‖x− x+k ‖2 + αk+1

[
f(xk+1) + 〈v(xk+1), x− xk+1〉

)
. (13)

Поскольку мы предполагаем, что неравенство (10) выполнено для k, то

ψ∗

k > Akf(xk)− Bk.

По определению субградиента выпуклой функции будет

f(xk)− f(xk+1) > 〈v(xk+1), xk − xk+1〉.

Поэтому
ψ∗

k > Ak

[
f(xk+1) + v(xk+1), xk − xk+1〉

]
−Bk.

Следовательно, учитывая (13), имеем

ψ∗

k+1 > min
x∈Q

(
Ak

[
f(xk+1) + v(xk+1), xk − xk+1〉

]
−Bk +

γk
2
‖x− x+k ‖2+

+ αk+1

[
f(xk+1) + 〈v(xk+1), x− xk+1〉

)
. (14)

Из определения субградиентного метода с двойным усреднением следует, что

(Ak + αk+1)xk+1 := Ak+1xk+1 := Akxk + αk+1x
+

k .

Значит

Ak

[
f(xk+1) + 〈v(xk+1), xk − xk+1〉

]
+ αk+1

[
f(xk+1) + 〈v(xk+1), x− xk+1〉

]
=

= Ak+1f(xk+1) + αk+1〈v(xk+1), x− x+k 〉.

Отсюда получаем, что неравенство (14) преобразуется к виду

ψ∗

k+1 > Ak+1f(xk+1)− Bk +min
x∈Q

(
αk+1〈v(xk+1), x− x+k 〉+

γk
2
‖x− x+k ‖2

)
. (15)

Заметим, что функция

gk(x) := αk+1〈v(xk+1), x− x+k 〉+
γk
2
‖x− x+k ‖2

достигает глобального минимума на R
n в точке

x̂ = x+k − αk+1

γk
v(xk+1),
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причём

gk(x̂) = −α
2
k+1

γk
‖v(xk+1)‖2.

Следовательно, с учётом неравенства (15) получаем нижнюю оценку для ψ∗

k+1

вида

ψ∗

k+1 > Ak+1f(xk+1)− Bk +min
x∈Q

gk(x) >

> Ak+1f(xk+1)−Bk −
α2
k+1

γk
‖v(xk+1)‖2 := Ak+1f(xk+1)− Bk+1.

Таким образом,
Ak+1f(xk+1) 6 ψ∗

k+1 + Bk+1,

что и требовалось доказать.

Введём несколько дополнительных обозначений. Положим

sk =
1

Ak

k∑

i=0

αiv(xi).

Для произвольного множества C ⊂ Q обозначим

ξC(s) = max
x∈C

〈s, x〉 ∀s ∈ R
n.

ЛЕММА 2. Пусть последовательность {xk} построена по субградиентно-

му методу с двойным усреднением. Тогда для любого k ∈ N справедливо нера-

венство

f(xk) + f ∗(sk) + ξC(−sk) 6
1

Ak

(Bk + γkDC), (16)

где f ∗(s) = sup
x

{〈s, x〉 − f(x)} — функция, сопряжённая (в смысле выпуклого

анализа) с функцией f и

DC =
1

2
max
x∈C

‖x− x0‖2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По Лемме 1 для любого x ∈ Q справедливо неравенство

Akf(xk) 6
k∑

i=0

αi

[
f(xi) + 〈v(xi), x− xi〉

]
+
γk
2
‖x− x0‖2 + Bk.



12

Преобразуем данное неравенство. Перенесём слагаемые αi〈v(xi, x−xi〉 в левую
часть. Получим

Akf(xk) +
k∑

i=0

αi〈v(xi), xi − x〉 6
k∑

i=0

αif(xi) +
γk
2
‖x− x0‖2 + Bk.

Прибавляя и отнимая αi〈v(xi), y〉 для всех i ∈ {0, . . . , k}, где y ∈ R
n — произ-

вольный вектор, имеем

Akf(xk) + Ak〈sk, y − x〉+
k∑

i=0

αi〈v(xi), xi − y〉 6

6

k∑

i=0

αif(xi) +
γk
2
‖x− x0‖2 + Bk.

По определению субградиента будет

f(y)− f(xi) > 〈v(xi), y − xi〉.

Поэтому для любых x ∈ Q и y ∈ R
n справедливо неравенство

Akf(xk) + Ak〈sk, y − x〉+
k∑

i=0

αif(xi)− Akf(y) 6

6

k∑

i=0

αif(xi) +
γk
2
‖x− x0‖2 +Bk

или, что эквивалентно,

f(xk) +
[
〈sk, y〉 − f(y)

]
+ 〈−sk, x〉 6

1

Ak

(γk
2
‖x− x0‖2 + Bk

)
.

Поскольку данное неравенство выполнено для всех y ∈ R
n, то

f(xk) + f ∗(sk) + 〈−sk, x〉 6
1

Ak

(γk
2
‖x− x0‖2 + Bk

)
∀x ∈ Q.

Беря супремум по всем x ∈ C ⊂ Q, получаем, что справедливо неравен-
ство (16).

Теперь мы можешь получить достаточные условия сходимости субгради-
ентного метода с двойным усреднением.

ТЕОРЕМА 3. Пусть последовательность {xk} построена по субградиент-

ному методу с двойным усреднением. Тогда для любого k ∈ N справедливо

неравенство

f(xk)− f(x∗) 6
1

Ak

(
γk
2
‖x0 − x∗‖2 + 1

2

k∑

i=0

α2
i

γi−1

‖v(xi)‖2
)
,
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где γ−1 = γ0. Отсюда, в частности, следует, что если последовательность

{v(xk)} ограничена и

lim
k→∞

(
γk
Ak

+
1

Ak

k∑

i=0

α2
i

γi−1

)
= 0,

то lim
k→∞

f(xk) = f(x∗).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По Лемме 2 для любого множества C и для всех
k ∈ {0} ∪ N справедливо неравенство

f(xk) + f ∗(sk) + ξC(−sk) 6
1

Ak

(Bk + γkDC), (17)

где

DC =
1

2
max
x∈C

‖x− x0‖2.

Положим C = {x∗}. Тогда неравенство (17) преобразуется к виду

f(xk) + f ∗(sk)− 〈sk, x∗〉 6
1

Ak

(γk
2
‖x0 − x∗‖2 + Bk

)
.

Заметим, что

f ∗(sk)− 〈sk, x∗〉 = sup
x∈Rn

(
〈sk, x〉 − f(x)

)
− 〈sk, x∗〉 >

> 〈sk, x∗〉 − f(x∗)− 〈sk, x∗〉 = −f(x∗).

Поэтому

f(xk)− f(x∗) 6
1

Ak

(γk
2
‖x0 − x∗‖2 + Bk

)
,

что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е 3. Заметим, что достаточные условия сходимости субгради-
ентного метода, указанные в предыдущей теореме, будут выполнены, если
положить αk ≡ 1 и γk =

√
k + 1. Следует отметить, что при таком выборе

параметров αk и γk будет

f(xk)− f(x∗) = O

(
1√
k

)
,

если предполагать, что последовательность {v(xk)} ограничена.
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