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1◦. Постановка задачи. Часто значение какой-либо функции известно
лишь в заданных точках с некоторой точностью. То есть, вместо самой функ-
ции известна лишь таблица её значений на сетке. Например, раньше широко
применялись таблицы тригонометрических функций, таблицы логарифмов.
В статистике особенно важны и до сих пор используются таблицы функций
нескольких стандартных распределений.

Естественным образом возникает желание заменить большую таблицу ка-
ким-либо более кратким представлением функции, дающим, тем не менее, та-
кую же точность приближения. Одним из способов добиться этого являются
наилучшие дробно-рациональные приближения.

Будем рассматривать приближающие функции H : [a, b] → R вида

H(x, y, t) =
C(x, t)

D(y, t)
=

∑n
i=0 x[i]ui(t)

∑m
j=0 y[j]vj(t)

.

где ui и vj — два набора базисных функций. Среди функций H(x, y, t) будем
искать наилучшее приближение к непрерывной функции f : [a, b] → R в смыс-
ле C-нормы на [a, b]. Следовательно, требуется решить задачу минимизации

η(x, y) := max
t∈[a,b]

∣

∣H(x, y, t)− f(t)
∣

∣ → inf
x,y

.

Введём ограничения
‖y‖∞ = 1

D(y, t) > 0 на [a, b].
(1)
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2◦. Метод дифференциальной коррекции. Выберем на отрезке [a, b]
сетку T = {t0, t1, . . . , tq}, в узлах которой значение функции f(t) известно
(например, из таблицы). Задачу (1) на множестве T будем решать с помо-
щью итерационного процесса, который называется методом дифференциаль-
ной коррекции (см. [1, стр. 144]).

Пусть на шаге k имеется план {xk, yk}, удовлетворяющий условиям (1), и
пусть ηk = η(xk, yk). Рассмотрим вспомогательную задачу

∆k(x, y) := max
t∈T

∣

∣C(x, t)− f(t)D(y, t)
∣

∣− ηkD(y, t)

D(yk, t)
→ inf

x,y
(2)

при единственном ограничении

‖y‖∞ = 1.

Обозначим через {x∗

k, y
∗

k} решение этой вспомогательной задачи. Возмож-
ны два случая:

1) ∆k(x
∗

k, y
∗

k) = 0. Тогда пара xk, yk является решением исходной задачи;

2) ∆k(x
∗

k, y
∗

k) < 0. Положим xk+1 = x∗

k, yk+1 = y∗k и перейдём к следующему
шагу.

Задача (2) эквивалентна задаче линейного программирования

w → inf

D(yk, ti)w + C(x, ti) +
(

ηk − f(ti)
)

D(y, ti) > 0, i ∈ 0 : q;

D(yk, ti)w − C(x, ti) +
(

ηk − f(ti)
)

D(y, ti) > 0, i ∈ 0 : q;

−1 6 y[j] 6 1, j ∈ 0 : m.

Значит, нахождение наилучшего дробно-рационального приближения на сетке
сводится к решению последовательности задач линейного программирования.

На практике вычисления останавливаются, когда |∆k(xk, yk)| < ε, где ε —
заданная точность. Полученная на последнем шаге дробь H(xk, yk, t) будет
хорошим приближением для f(t) в точках множества T .

Если есть возможность вычислять значения функции f и её производной
в произвольных точках отрезка [a, b], и если дробь наилучшего приближения
обладает полным альтернансом, то можно воспользоваться методом выравни-
вания максимумов (см. [2]) и получить решение задачи наилучшего прибли-
жения на всём отрезке.

В случае приближения алгебраическими дробями, то есть при ui(t) = ti,
vj(t) = tj, полный альтернанс состоит из n + m + 2 точек. Это означа-
ет, что на отрезке [a, b] существуют n + m + 2 точки, в которых разность
r(t) = H(x, y, t) − f(t), где H(x, y, t) — дробь наилучшего приближения, до-
стигает своего наибольшего по модулю значения с чередующимися знаками.



3

Такое условие можно записать как систему нелинейных уравнений

H(x, y, ti)− f(ti) = ε(−1)iη, i ∈ 0 : n+m+ 1

H ′(x, y, ti)− f ′(ti) = 0, i ∈ 0 : n+m+ 1 и ti 6= a, ti 6= b.

Переменными здесь являются векторы x, y, точки альтернанса ti и максималь-
ное уклонение η = η(x, y). Константа ε = ±1 задаёт порядок чередования зна-
ков. В качестве начального приближения для решения такой системы удобно
взять решение, полученное методом дифференциальной коррекции на сетке T .

3◦. Практическое испытание метода. Комбинация метода дифферен-
циальной коррекции и метода выравнивания максимумов была реализована в
виде программы в среде MATLAB. В качестве примера используем эту про-
грамму для приближения с помощью алгебраических дробей достаточно про-
стой функции — экспоненты — на отрезке [0, 1].

На этом отрезке введём сетку из n + m + 2 точек вида ti =
i

n+m+1
,

i ∈ 0 : n+m+ 1, и запустим метод дифференциальной коррекции. По пово-
ду мотивации выбора сетки из n+m+ 2 точек см. [3].

После завершения работы метода дифференциальной коррекции вычис-
лялись значения функции r(t) = H(xk, yk, t) − f(t) на мелкой сетке (из
3(n+m+2)+ 5 точек). Находились аргументы последовательных локальных
экстремумов, которые в дальнейшем использовались как начальное прибли-
жение для альтернанса в методе выравнивания максимумов.

При n = m = 2 метод дифференциальной коррекции даёт точность прибли-
жения 9.6 · 10−6, которая с помощью выравнивания максимумов улучшается
до 4.5 · 10−6 (рис. 1). Само приближение выглядит как

et ≈ 1.0000045 + 0.5431055t+ 0.1090284t2

1− 0.4567100t+ 0.0644987t2
.

Таким образом, информация об экспоненте на отрезке [0, 1] с точностью до
пяти верных знаков после запятой сохранена в пяти коэффициентах дроби.

Приведём также точки альтернанса этого приближения:

0, 0.1144887, 0.3921377, 0.6978404, 0.9201618, 1.

Кроме экспоненты, была также приближена функция стандартного нор-
мального распределения

Φ(t) =
1√
2π

t
∫

−∞

e−x2/2dx.
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Рис. 1. Приближение et с n = m = 2

Вычисление значения функции Φ(t) часто требуется при решении задач
статистики и обычно для этого используются таблицы. Попробуем подобрать
для этой функции дробно-рациональное представление, которое существенно
сокращает объём информации.

Обе функции Φ(t) и Φ′(t) содержатся в стандартной библиотеке Matlab,
так что можно считать, что их значения известны в каждой точке. Рассмат-
ривался отрезок [−3, 3]. Снова использовалась сетка из n + m + 2 точек с
последующим поиском приближения альтернанса на более мелкой.
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Рис. 2. Приближение с n = m = 2

В случае n = m = 2 метод дифференциальной коррекции даёт погреш-
ность 7.2 · 10−3, последующее применение метода выравнивания максимумов
улучшает её до 6 · 10−3 (см. рис. 2). Такое незначительное изменение объясня-
ется тем, что начальное приближение уже почти имеет полный альтернанс.
Аналогичная ситуация наблюдается и при n = m = 3 и 5. В этих трёх случаях
выполняется 7, 8 и 9 шагов дифференциальной коррекции соответственно.

Приведём приближение при n = m = 5:

Φ(t) ≈ 0.5 + 0.398801t+ 0.155246t2 + 0.057937t3 + 0.016557t4 + 0.001930t5

1 + 0.310491t2 + 0.033115t4
.
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Точность этого приближения равна 4.7 · 10−5. Точки альтернанса выглядят
как

− 3, −2.776541, −2.236893, −1.589832, −0.940818, −0.310817

0.310818, 0.940819, 1.589832, 2.236893, 2.776541, 3.

Метод также успешно работает при неравных n и m. На рис. 3 приведён
пример приближения с n = 5, m = 8.
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Рис. 3. Приближение с n = 5, m = 8
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