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В докладе [1] сравнивалось понятие экзостеров и квазидифференциалов.
Было показано, что класс функций, имеющих экзостеры, включает в себя
класс квазидифференцируемых функций, а также что исследовать квазидиф-
ференцируемые функции удобнее с помощью экзостеров. В данной заметке
показывается, что класс функций, имеющих экзостеры, шире класса квази-
дифференцируемых функций.

1◦. Необходимые сведения. Рассмотрим функцию f : X → R, где X ⊂
⊂ R

n — открытое множество. Обозначим h(g) = f ′(x, g), где f ′(x, g) — произ-
водная по направлению.

Поведение функции f в окрестности точки x определяется поведением
функции h в окрестности точки 0 (производная f в точке x по направлению g

совпадает с производной функции h в нуле по направлению g). Поэтому везде
далее будем работать с функцией h в окрестности нуля.

Функция h называется квазидифференцируемой (в точке 0), если она диф-
ференцируема по любому направлению g ∈ R

n (в точке 0), и представима в
виде

h(g) = max
v∈∂h

〈v, g〉+ min
w∈∂h

〈w, g〉 ∀g ∈ R
n, (1)

где ∂h ⊂ R
n, ∂h ⊂ R

n — выпуклые компакты. Пара множеств Dh =
[
∂h, ∂h

]

называется квазидифференциалом функции h в точке 0. Это понятие впервые
появилось в работах [2, 3].
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Отметим, что если h квазидифференцируема, то она липшицева. Действи-
тельно, для произвольных g1, g2 из R

n имеем

|h(g1)− h(g2)| =
∣∣∣∣ max
v∈∂h−∂h

〈v, g1 − g2〉+ min
w∈∂h−∂h

〈w, g1 − g2〉
∣∣∣∣ ≤ 2L‖g1 − g2‖,

где
L = max

v∈(∂h−∂h)
⋃
(∂h−∂h)

‖v‖.

Пусть функция h(g) липшицева. Тогда она может быть представлена
(см. [4, 5]) как в форме

h(g) = min
C∈E∗

max
v∈C

〈v, g〉,

так и в форме
h(g) = max

C∈E∗

min
v∈C

〈v, g〉,

где E∗, E∗ — семейства выпуклых компактов в R
n, называемых верхним и

нижним экзостером соответственно. Понятие экзостеров было введено в [4, 6].
Так как квазидифференциальное и экзостерное представления являются

положительно однородными, можно рассматривать h(g) лишь на единичной
сфере S = {g ∈ R

n | ‖g‖ = 1}.
2◦. Основная часть. Класс квазидифференцируемых функций содержит

гладкие функции и замкнут относительно алгебраических операций, а также
операций максимума, минимума и композиции. Любая квазидифференцируе-
мая функция имеет экзостер.

ТЕОРЕМА 1. Пусть функция h квазидифференцируема. Тогда существу-

ют верхний и нижний экзостеры вида

E∗ =
{
C = w + ∂h

∣∣ w ∈ ∂h
}
,

E∗ =
{
C = v + ∂h

∣∣ v ∈ ∂h
}
,

где [∂h, ∂h] — квазидифференциал функции h в точке 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть квазидифференцируема в точке x0. Тогда произ-
водная по направлению функции f в точке x0 имеет вид

h(g) = min
w∈∂h

〈w, g〉+max
v∈∂h

〈v, g〉 =

= min
w∈∂h

[
〈w, g〉+max

v∈∂h
〈v, g〉

]
= min

w∈∂h
max
v∈∂h

〈w + v, g〉 =

= min
w∈∂h

max
v∈w+∂h

〈v, g〉 = min
C∈E∗

max
v∈C

〈v, g〉.
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Отсюда получаем верхний экзостер функции h.
Аналогично, строим нижний экзостер функции h

h(g) =max
v∈∂h

〈v, g〉+ min
w∈∂h

〈w, g〉 =

=max
v∈∂h

[
〈v, g〉+ min

w∈∂h
〈w, g〉

]
= max

v∈∂h
min
w∈∂h

〈v + w, g〉 =

=max
v∈∂h

min
w∈v+∂h

〈w, g〉 = max
C∈E∗

min
v∈C

〈v, g〉.

Рассмотрим функцию [7, 8] f : R2 → R (см. рис. 1)

f(x) = ‖x‖ 1

2

=
(√

|x1|+
√

|x2|
)2

.

Рис. 1. Линии уровня функции f(x) = ‖x‖ 1

2

Она является непрерывной и положительно однородной. Ее производная в
нуле

h(g) = f ′(0, g) = f(g) =
(√

|g1|+
√
|g2|

)2

, g = (g1, g2) ∈ R
2

совпадает с самой функцией f , которая не является локально липшицевой в
окрестности любой точки, лежащей на любой из координатных осей. Пока-
жем, например, что f не является локально липшицевой в первом квадранте,
в окрестности любой точки, лежащей на положительной части оси Ox2.
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Выберем и зафиксируем произвольные малые δ > 0, µ > 0, большое M > 0
и точки z1 = (x1

1, x
1
2), z

2 = (x2
1, x

2
2) такие, что x1

1 = µ, x1
2 = M x2

1 = x1
1 + δ,

x2
2 = x1

2 + δ.

Рис. 2. Построение точек z1, z2

Так как функция f непрерывно дифференцируема во внутренности первого
квадранта, то по теореме о среднем можем записать

|f(z2)− f(z1)| = f(z2)− f(z1) =
〈
∇f(ẑ), z2 − z1

〉
, (2)

где ẑ = (x̂1, x̂2) = z1 + θ(z2 − z1), θ ∈ [0, 1], то есть ẑ ∈ co {z1, z2}. Имеем

∇f(ẑ) =

(
1 +

√
x̂2

x̂1

, 1 +
√

x̂1

x̂2

)
.

Очевидно, что (см. рис. 2)

x2

x1

∈
[
M+δ
µ+δ

, M
µ

]
∀(x1, x2) ∈ co

{
z1, z2

}
.

Поэтому
〈
∇f(ẑ), z2 − z1

〉
= 2δ + δ

(√
x̂2

x̂1

+
√

x̂1

x̂2

)
> δ

√
M+δ
µ+δ

и, значит, за счет выбора M � µ, можно последнее выражение сделать больше
любого наперед заданного числа. Учитывая (2), заключаем, что f не может
удовлетворять условию Липшица в первом квадранте в окрестности любой
точки, лежащей на положительной части оси Ox2.
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Так как производная по направлению любой квазидифференцируемой
функции липшицева, то рассматриваемая функция квазидифференцируемой
не является.

В [7, 8] утверждается, что

f ′(0, g) = min
t∈(0,1)

{ |g1|
t

+
|g2|
1− t

}
= min

C∈E∗

max
v∈C

〈v, g〉, (3)

где E∗ = {C = C(t) | t ∈ (0, 1)},

C(t) = co
{(

−1
t
,− 1

1−t

)
,
(
1
t
,− 1

1−t

)
,
(
−1

t
, 1
1−t

)
,
(
1
t
, 1
1−t

)}
.

Второе равенство в (3) очевидно. Убедимся в справедливости первого, то
есть что (√

|g1|+
√
|g2|

)2

= min
t∈(0,1)

{ |g1|
t

+
|g2|
1− t

}
.

Для удобства введем обозначения |g1| = a, |g2| = b. Приравняв производную
функции

a

t
+

b

1− t

к нулю, получим t1,2 =
√
a√

a±
√
b
. Вторая производная рассматриваемой функции

в точке t1 больше нуля, значит, в ней достигается минимум. Кроме того, t1

содержится в интервале (0, 1), a значение функции в t1 равно
(√

a+
√
b
)2

.

Таким образом, у рассматриваемой функции существует верхний экзостер
(см. рис. 3).

Рис. 3. Множества из верхнего экзостера рассматриваемой функции
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Проверим условия экстремума функции f в нуле в терминах построенного
экзостера. Верхний экзостер является собственным для задачи на минимум и
несобственным для задачи на максимум [1]. Необходимое условие минимума
тут выполнено: любое множество, входящее в E∗ содержит ноль. Необходимое
условие максимума не выполнено: найдутся прямые, проходящие через ноль,
которые не разделяют никакие два множества семейства. «Наиболее неотде-
ляющими» прямыми (то есть прямыми, на чьих нормалях достигается мак-
симальное значение выражения min

C∈E∗

max
v∈C

〈v, g〉 при g ∈ S) являются в данном

случае биссектрисы координатных углов. Поэтому здесь четыре направления
наискорейшего подъема

g1 =
(√

2
2
,
√
2
2

)
, g2 =

(
−

√
2
2
,
√
2
2

)
, g3 =

(
−

√
2
2
,−

√
2
2

)
, g4 =

(√
2
2
,−

√
2
2

)
.

Проверим теперь E∗ на минимальность с помощью условий, описанных
в [9]. На рисунке 3 показаны некоторые множества построенного семейства, а
также кривые, любые точки которых являются вершинами какого-то множе-
ства из E∗. Выбирая любую вершину произвольного C ∈ E∗, можем построить
прямую, касательную к соответствующей кривой в этой вершине. В замкну-
том полупространстве, порожденным этой прямой не лежит целиком ни одно
множество из E∗, кроме C. Это означает, что выполнено условие Теоремы 8
из [9], поэтому ни одно из множеств семейства не может быть отброшено,
и, следовательно, выполнен критерий минимальности по включению. Таким
образом, E∗ является минимальным по включению. Совершенно по той же
причине выполнено условие Теоремы 12 из [9], поэтому ни одно из множеств,
входящих в семейство, невозможно сократить путем отбрасывания некоторых
его вершин. Учитывая минимальность E∗ по включению, отсюда получаем
минимальность E∗ по форме.

Любое подмножество E∗ имеет непустое пересечение, представляющее со-
бой четырехугольник. Из рисунка 3 очевидно, что найдется опорная прямая
этого четырехугольника, для которой нет ни одного множества из рассматри-
ваемого подмножества E∗, полностью лежащего в замкнутом полупростран-
стве этой прямой помимо четырехугольника пересечения. Значит справедливо
условие Теоремы 10 из [9] и, таким образом, выполнено необходимое условие
невозможности замены любого подмножества E∗ его пересечением.

Проверим теперь достаточное условие минимальности множеств из E∗,
предложенное В.А. Рощиной. Для каждого g ∈ S и C ∈ E∗ положим

mC(g) = {v0 ∈ C | v0 = argmax
v∈C

〈v, g〉; 〈v0, g〉 = h(g)}

и построим множество

M̃∗(C) = cl co{mC(g) | g ∈ S, mC(g) — одноточечное множество}.
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Очевидно, в нашем случае для любого C ∈ E∗ имеем M̃∗(C) = C. Значит
выполнено условие Теоремы 5 из [9], и, таким образом, ни одно множество

C ∈ E∗ не может быть заменено нетривиальным подмножеством C̃ (то есть

C̃ 6= ∅), являющимся подмножеством C. Поэтому любое множество из E∗ яв-
ляется минимальным (несокращаемым).
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