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1◦. Рассмотрим дискретный вариант линейной задачи чебышёвского при-
ближения с линейными ограничениями:

ϕ(x) :=max
j∈1:p
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→ min

n
∑

i=1

ckixi 6 dk, k ∈ 1 : m.

(1)

Здесь p > n+1. Множество планов этой задачи обозначим Ω и предположим,
что Ω 6= ∅. В этом случае задача (1) имеет решение [1].

Базисом назовём множество индексов

T = {J,K} = {j0, j1, . . . , jr, k1, . . . , ks},

где J ⊂ 1 : p, K ⊂ 1 : m, r > 0, s > 0, r + s = n. Отметим, что базис состоит
из n+ 1 индексов и обязательно содержит индекс из 1 : p, так что J 6= ∅.

Введём задачу наилучшего приближения на базисе T :

ϕJ(x) :=max
j∈J
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∑

i=1

xiaij − fj

∣
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∣
→ min

n
∑

i=1

ckixi 6 dk, k ∈ K.

(2)

Множество планов задачи (2) обозначим ΩK . Очевидно, что ΩK ⊃ Ω, поэтому
ΩK 6= ∅. Как следствие, задача (2) также имеет решение на любом базисе T .
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ТЕОРЕМА. Справедливо соотношение двойственности

min
x∈Ω

ϕ(x) = max
T

min
x∈ΩK

ϕJ(x), (3)

где максимум в правой части берётся по всем базисам T = {J,K}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введём обозначения

µ = min
x∈Ω

ϕ(x),

µ(T ) = min
x∈ΩK

ϕJ(x), ν = max
T

µ(T ).

Выполнение неравенств ν 6 µ и µ 6 ν гарантирует справедливость соотноше-
ния (3).

Проверим, что ν 6 µ. Для любого базиса T = {J,K} имеем

ϕJ(x) 6 ϕ(x) ∀x ∈ Ω, (4)

min
x∈ΩK

ϕJ(x) 6 min
x∈Ω

ϕJ(x). (5)

В силу (4)
min
x∈Ω

ϕJ(x) 6 min
x∈Ω

ϕ(x). (6)

Объединив (5) и (6), получим

min
x∈ΩK

ϕJ(x) 6 min
x∈Ω

ϕ(x) ∀T.

Отсюда следует, что
max
T

min
x∈ΩK

ϕJ(x) 6 min
x∈Ω

ϕ(x),

то есть ν 6 µ. Таким образом, вывод неравенства ν 6 µ элементарен и не
зависит от количественных характеристик множеств J и K.

Обратное неравенство µ 6 ν представляет собой более глубокий факт. Для
его доказательства воспользуемся теоремой Хелли о пересечении выпуклых
множеств.

Введём выпуклые множества

Dj =
{

x ∈ R
n |
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n
∑

i=1

xiaij − fj

∣

∣

∣
6 ν

}

, j ∈ 1 : p,

Dp+k =
{

x ∈ R
n |

n
∑

i=1

ckixi 6 dk

}

, k ∈ 1 : m.



3

Покажем, что любая подсистема системы {Dj}
p+m
j=1 , состоящая из n + 1 мно-

жеств, имеет общую точку. Выделение такой подсистемы связано с выделени-
ем множества индексов T = {J,K}, где J ⊂ 1 : p, K ⊂ 1 : m и |J |+ |K| = n+1.
Если J = ∅, то наличие общей точки у подсистемы следует из непустоты мно-
жества планов Ω. Пусть J 6= ∅. Тогда T — базис. В этом случае наличие общей
точки у подсистемы следует из существования решения у задачи наилучшего
приближения на базисе T и неравенства µ(T ) 6 ν.

Установлено, что у системы {Dj}
p+m
j=1 выпуклых множеств из R

n любая
подсистема, состоящая из n + 1 множеств, имеет общую точку. По теореме
Хелли (её доказательство приводится в Приложении) и вся система {Dj}

p+m
j=1

имеет общую точку. Обозначим её x∗. По определению

∣

∣

∣

n
∑

i=1

x∗

i aij − fj

∣

∣

∣
6 ν, ∀j ∈ 1 : p,

n
∑

i=1

ckix
∗

i 6 dk, ∀k ∈ 1 : m.

Значит, x∗ ∈ Ω и ϕ(x∗) 6 ν. Тем более, µ 6 ν.
Теорема доказана.

Идея использовать теорему Хелли для доказательства соотношения двой-
ственности в линейных задачах чебышёвского приближения в случае отсут-
ствия ограничений принадлежит Л. Г. Шнирельману [2].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Теорема Хелли о пересечении выпуклых множеств

Справедливо следующее утверждение.

ТЕОРЕМА ХЕЛЛИ. Пусть в пространстве R
n задана конечная система

выпуклых множеств {Dj}
N
j=1, где N > n+ 1. Если каждые n+ 1 множеств

этой системы имеют общую точку, то и вся система {Dj}
N
j=1 имеет общую

точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно проверить, что если каждые m > n+1 мно-
жеств из {Dj}

N
j=1 имеют общую точку, то и любые m+1 таких множеств также

имеют общую точку.
Возьмём произвольные m+1 множеств. Пусть это будут D1, . . . , Dm+1. Обо-

значим через xi общую точку множеств D1, . . . , Di−1, Di+1, . . . , Dm+1,
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i ∈ 1 : m + 1. Так как m + 1 > n + 2, то точки x1, . . . , xm+1 аффинно за-
висимы. Это значит, что существуют числа α1, . . . , αm+1, не все равные нулю,
такие, что

m+1
∑

i=1

αixi = O,

m+1
∑

i=1

αi = 0. (7)

В силу (7) среди коэффициентов αi имеются как положительные, так и отрица-
тельные. Пусть αi1 , . . . , αis — неотрицательные коэффициенты и αis+1

, . . . , αim+1

— отрицательные. Тогда

s
∑

k=1

αikxik =
m+1
∑

k=s+1

|αik |xik ,

s
∑

k=1

αik =
m+1
∑

k=s+1

|αik | =: b.

Обозначив βik = αik/b при k ∈ 1 : s и γik = |αik |/b при k ∈ s + 1 : m + 1,
получим

s
∑

k=1

βikxik =
m+1
∑

k=s+1

γikxik =: x∗,

s
∑

k=1

βik =
m+1
∑

k=s+1

γik = 1,

βik > 0, k ∈ 1 : s; γik > 0, k ∈ s+ 1 : m+ 1.

В частности,

x∗ =
s

∑

k=1

βikxik ,

s
∑

k=1

βik = 1, βik > 0 ∀k ∈ 1 : s.

По определению, точки xik при k ∈ 1 : s принадлежат всем множествам Dip ,
p ∈ s+ 1 : m+ 1. Значит,

xik ∈

m+1
⋂

p=s+1

Dip , k ∈ 1 : s.
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По условию теоремы множества Dip , p ∈ s+1 : m+1, — выпуклые. Выпуклым
будет и их пересечение. Принимая во внимание, что x∗ является выпуклой
комбинацией точек xi1 . . . , xis , заключаем, что

x∗ ∈
m+1
⋂

p=s+1

Dip . (8)

Теперь воспользуемся другим представлением точки x∗:

x∗ =
m+1
∑

k=s+1

γikxik ,

m+1
∑

k=s+1

γik = 1, γik > 0 ∀k ∈ m+ 1 : s+ 1.

Аналогично предыдущему придём к выводу о том, что

x∗ ∈

s
⋂

p=1

Dip . (9)

Из (8) и (9) следует, что x∗ принадлежит всем множествам D1, . . . , Dm+1.
Теорема доказана.

Приведённый вариант доказательства теоремы Хелли представляет собой
немного усовершенствованный вариант доказательства из книги [3, c. 46–48].
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