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1◦. Будем изучать свойства конечных выпуклых функций, заданных на R
n.

Напомним, что функция f(x) называется выпуклой, если для любых x0, x1

из R
n и любых t ∈ [0, 1] выполняется неравенство

f
(

tx1 + (1− t)x0

)

6 tf(x1) + (1− t)f(x0). (1)

Характерным примером выпуклой функции является полиэдральная функ-
ция вида

f(x) = max
k∈1:m

{

〈ak, x〉+ bk
}

.

При n = 1 полиэдральная функция

f(x) = max
k∈1:m

{

akx+ bk
}

называется ломаной Фурье.
При n = 1, m = 2 получаем

f(x) = max{a1x+ b1, a2x+ b2}.

При n = 1, m = 2, a1 = 1, a2 = −1, b1 = b2 = 0 последняя функция принимает
вид

f(x) = max{x,−x} = |x|.

2◦. Для выпуклой функции неравенство (1) допускает естественное обоб-
щение.

ТЕОРЕМА 1. Пусть f(x) — выпуклая функция. Тогда для произвольных
точек x0, x1, . . . , xp из R

n и любых неотрицательных чисел t0, t1, . . . , tp, в сум-
ме равных единице, выполняется неравенство

f
(

p
∑

k=0

tkxk

)

6

p
∑

k=0

tkf(xk). (2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При p = 1 неравенство (2) соответствует определе-
нию (1). Сделаем индукционный переход от p > 1 к p+ 1.

Возьмём точки x0, . . . , xp, xp+1 и неотрицательные числа t0, . . . , tp, tp+1 в
сумме равные единице. Если хотя бы одно tk равно нулю, то требуемое нера-
венство будет следовать из индукционного предположения. Поэтому можно
считать, что все tk положительны. Учитывая, что их сумма равна единице,
заключаем, что tk ∈ (0, 1) при всех k ∈ 0 : p+ 1.

Введём обозначения λ = t0 + t1 + . . .+ tp, λk = tk/λ при k ∈ 0 : p и

x̂ = λ0t0 + λ1t1 + . . .+ λptp.

Очевидно, что числа λ0, λ1, . . . , λp положительны и в сумме равны единице,
при этом λ+ tp+1 = 1. По определению выпуклой функции имеем

f
(

p+1
∑

k=0

tkxk

)

= f(λx̂+ tp+1xp+1) 6 λf(x̂) + tp+1f(xp+1). (3)

В силу индукционного предположения

f(x̂) 6

p
∑

k=0

λkf(tk). (4)

Объединив (3) и (4), получим

f
(

p+1
∑

k=0

tkxk

)

6 λ

p
∑

k=0

λkf(tk) + tp+1f(xp+1) =

p+1
∑

k=0

tkf(xk).

Теорема доказана.

Неравенство (2) называется неравенством Йенсена.

3◦. Неравенство (1) можно переписать в эквивалентном виде

f
(

x0 + t(x1 − x0)
)

6 f(x0) + t
[

f(x1)− f(x0)
]

.

ТЕОРЕМА 2. Если f(x) — выпуклая функция, то функция f(x0 + th) вы-
пукла как по t ∈ R, так и по h ∈ R

n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим ϕ(t) = f(x0 + th). При λ ∈ [0, 1] в силу вы-
пуклости функции f имеем

ϕ
(

λt1 + (1− λ)t0
)

= f
(

λ(x0 + t1h) + (1− λ)(x0 + t0h)
)

6

6 λf(x0 + t1h) + (1− λ)f(x0 + t0h) = λϕ(t1) + (1− λ)ϕ(t0).

Выпуклость f(x0+ th) по t установлена. Аналогично проверяется выпуклость
f(x0 + th) по h.
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4◦. Следующее утверждение вскрывает неожиданную особенность опреде-
ления выпуклой функции (см. [1], пункт 142).

ТЕОРЕМА 3. Пусть f(x) — выпуклая функция и x0 6= x1. Если при неко-
тором t ∈ (0, 1) неравенство (1) выполняется как равенство, то

f
(

tx1 + (1− t)x0

)

= tf(x1) + (1− t)f(x0) ∀t ∈ [0, 1]. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим

r(t) = f
(

x0 + t(x1 − x0)
)

− f(x0)− t
[

f(x1)− f(x0)
]

.

В силу выпуклости функции f имеем r(t) 6 0 для всех t ∈ [0, 1]. При этом
r(0) = r(1) = 0 и по условию теоремы существует точка t0 ∈ (0, 1), в которой
также r(t0) = 0. Нужно показать, что r(t) = 0 при всех t ∈ [0, 1].

Допустим противное. Тогда найдётся точка t1 ∈ (0, 1), в которой r(t1) <
< 0. Точка t1 отлична от 0, t0 и 1. Для определённости будем считать, что
t0 < t1. В этом случае t0 ∈ (0, t1). Воспользуемся представлением

t0 =
t0
t1

· t1 +
(

1−
t0
t1

)

· 0.

Коэффициент t0/t1 принадлежит интервалу (0, 1). Согласно теореме 2 функ-
ция f

(

x0 + t(x1 − x0)
)

выпукла по t. Выпуклой будет и функция r(t), поэтому

r(t0) 6
t0
t1
r(t1) +

(

1−
t0
t1

)

r(0) =
t0
t1
r(t1) < 0.

Получили противоречие с условием r(t0) = 0.
Случай t1 < t0, когда t0 ∈ (t1, 1), рассматривается аналогично. Нужно

воспользоваться представлением

t0 =
1− t0
1− t1

· t1 +
t0 − t1
1− t1

· 1,

в котором коэффициенты положительны и в сумме равны единице, и неравен-
ством

r(t0) 6
1− t0
1− t1

r(t1) +
t0 − t1
1− t1

r(1) =
1− t0
1− t1

r(t1) < 0.

Противоречие с условием r(t0) = 0 завершает доказательство теоремы.

СЛЕДСТВИЕ. Если при некотором t ∈ (0, 1) неравенство (1) выполняется
как строгое, то

f
(

tx1 + (1− t)x0

)

< tf(x1) + (1− t)f(x0) ∀t ∈ (0, 1). (6)

Действительно, в противном случае найдётся t ∈ (0, 1), при котором нера-
венство (1) выполняется как равенство. По теореме 3 неравенство (1) будет
выполняться как равенство при всех t ∈ [0, 1]. Но это противоречит условию
следствия.
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5◦. Конечная на R
n функция f(x) называется строго выпуклой, если при

всех x0 6= x1 и любых t ∈ (0, 1) выполняется строгое неравенство (6).
Очевидно, что строго выпуклая функция является выпуклой.

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы выпуклая функция f(x) была строго выпук-
лой, необходимо и достаточно, чтобы ни при каких x0 6= x1 не выполнялось
условие (5), то есть чтобы функция ϕ(t) = f

(

tx1+(1− t)x0

)

не была аффин-
ной на отрезке [0, 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость очевидна.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Возьмём произвольные x0 6= x1. Если для выпуклой функ-
ции f(x) не выполняется условие (5), то найдётся t ∈ (0, 1), при котором

f
(

tx1 + (1− t)x0

)

< tf(x1) + (1− t)f(x0).

Но тогда по следствию из теоремы 3 выполняется условие (6). Это и гаранти-
рует строгую выпуклость функции f(x).

6◦. Неравенство (6), определяющее строго выпуклую функцию, допускает
естественное обобщение.

ТЕОРЕМА 5. Пусть f(x) — строго выпуклая на R
n функция. Тогда для

любых положительных чисел t0, t1, . . . , tp, в сумме равных единице, и про-
извольных точек x0, x1, . . . , xp из R

n, среди которых хотя бы две не равны
между собой, выполняется неравенство

f
(

p
∑

k=0

tkxk

)

<

p
∑

k=0

tkf(xk). (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При p = 1 неравенство (7) соответствует определению
строго выпуклой функции.

Пусть p > 2 и для определённости x0 6= x1. Введём числа λ = t0 + t1,
λ0 = t0/λ, λ1 = t1/λ и точку

x̂ = λ0x0 + λ1x1.

Очевидно, что λ0, λ1 — положительные числа, в сумме равные единице, и

λ+ t2 + . . .+ tp = 1.

Строго выпуклая функция f(x) является выпуклой. По неравенству Йенсе-
на (2)

f
(

p
∑

k=0

tkxk

)

= f
(

λx̂+

p
∑

k=2

tkxk

)

6 λf(x̂) +

p
∑

k=2

tkf(xk). (8)



5

В силу строгой выпуклости

f(x̂) < λ0f(x0) + λ1f(x1). (9)

Объединив (8) и (9), получим

f
(

p
∑

k=0

tkxk

)

< λ
[

λ0f(x0) + λ1f(x1)
]

+

p
∑

k=2

tkf(xk) =

p
∑

k=0

tkf(xk).

Теорема доказана.

Теорема 5 допускает эквивалентную формулировку.

ТЕОРЕМА 5′. Пусть f(x) — строго выпуклая на R
n функция. Тогда для

любых положительных чисел t0, t1, . . . , tp, в сумме равных единице, и произ-
вольных точек x0, x1, . . . , xp из R

n справедливо неравенство

f
(

p
∑

k=0

tkxk

)

6

p
∑

k=0

tkf(xk). (10)

Это неравенство выполняется как равенство тогда и только тогда, когда
x0 = x1 = . . . = xp.

Действительно, если все xk равны между собой, то неравенство (10) вы-
полняется как равенство. Наоборот, если неравенство (10) выполняется как
равенство, то все xk равны между собой — иначе получим противоречие с
теоремой 5.

Теорема 5′ активно используется при решении экстремальных задач.

7◦. Выпуклые функции обладают усиленным свойством непрерывности.
Поясним это. Обозначим

B1(x0; β) =
{

x ∈ R
n | ‖x− x0‖1 6 β

}

,

где ‖ · ‖1 — `1-норма в R
n.

ТЕОРЕМА 6. Пусть f(x) — выпуклая на R
n функция. Тогда для произволь-

ной точки x0 ∈ R
n и любого β > 0 справедливо неравенство

|f(x)− f(x0)| 6 L‖x− x0‖1 ∀x ∈ B1(x0; β). (11)

Константа L имеет вид

L = max
k∈1:n

{

f(x0 ± βek)− f(x0)

β

}

,

где e1, . . . , en — единичные орты.
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Отметим, что при f(x) = ‖x‖1 и x0 = O неравенство (11) выполняется как
равенство (с L = 1).

При доказательстве неравенства (11) используется только выпуклость
функции f (см. доклад [2]).

Из теоремы 6 следует обычная непрерывность выпуклой функции.

8◦. Обратимся к вопросу о дифференцируемости выпуклой функции.

ТЕОРЕМА 7. Пусть у выпуклой функции f(x) в точке x0 существуют и
конечны все частные производные. Тогда f(x) дифференцируема в точке x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (см. [3], стр. 68). Обозначим

ϕ(h) = f(x0 + h)− f(x0)−
〈

f ′(x0), h
〉

.

Нужно показать, что ϕ(h)/‖h‖ → 0 при h → O. (Здесь ‖ · ‖ — евклидова
норма).

Очевидно, что ϕ(0) = 0. По теореме 2 функция ϕ(h) выпукла, поэтому

0 = ϕ(0) = ϕ
(

1
2
h+ 1

2
(−h)

)

6
1
2
ϕ(h) + 1

2
ϕ(−h).

Отсюда следует, что
− ϕ(h) 6 ϕ(−h). (12)

Запишем разложение вектора h по единичным ортам

h =
n

∑

k=1

hkek =
1
n

n
∑

k=1

nhkek.

Согласно неравенству Йенсена

ϕ(h) 6 1
n

n
∑

k=1

ϕ(nhkek). (13)

Введём функцию

εk(h) =

{

0, если hk = 0,
ϕ(nhkek)

nhk

, если hk 6= 0,

и вектор-функцию ε(h) =
(

ε1(h), . . . , εn(h)
)

. Приняв во внимание, что ϕ(0) =
= 0, перепишем неравенство (13) так:

ϕ(h) 6
n

∑

k=1

hkεk(h) =
〈

h, ε(h)
〉

.
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Отметим, что

ϕ(nhkek)

nhk

=
f(x0 + nhkek)− f(x0)

nhk

−
∂f(x0)

∂xk

.

Теперь ясно, что εk(h) → 0 при h → O для всех k ∈ 1 : n. Как следствие,
∥

∥ε(h)
∥

∥ → 0 при h → O.
По неравенству Коши-Буняковского

ϕ(h) 6 ‖h‖ ·
∥

∥ε(h)
∥

∥.

Вместе с тем, в силу (12)

−ϕ(h) 6 ‖h‖ ·
∥

∥ε(−h)
∥

∥.

Значит,
∣

∣

∣

∣

ϕ(h)

‖h‖

∣

∣

∣

∣

6 max
{

∥

∥ε(h)
∥

∥,
∥

∥ε(−h)
∥

∥

}

.

Это неравенство и условие
∥

∥ε(h)
∥

∥ → 0 при h → O гарантируют дифференци-
руемость функции f(x) в точке x0.

Теорема доказана.

9◦. В заключение приведём дополнительные сведения о выпуклых функ-
циях одной переменной.

ТЕОРЕМА 8. Пусть f(x) — выпуклая на R функция и [x0, x1], [y0, y1] — два
отрезка, взаимное положение которых определяется условиями

y0 > x0, y1 > x1.

Тогда
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

6
f(y1)− f(y0)

y1 − y0
. (14)

Доказательство теоремы опирается на следующую лемму.

ЛЕММА. Если f(x) — выпуклая на R функция и x0 < x < x1, то

f(x)− f(x0)

x− x0

6
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

, (15)

f(x1)− f(x0)

x1 − x0

6
f(x1)− f(x)

x1 − x
, (16)

f(x)− f(x0)

x− x0

6
f(x1)− f(x)

x1 − x
. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. (см. рис. 1).
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x0 x x1

Рис. 1

Имеем
x = x0 +

x− x0

x1 − x0

(x1 − x0).

Коэффициент x−x0

x1−x0

принадлежит интервалу (0, 1). В силу выпуклости функ-
ции f получаем

f(x) 6 f(x0) +
x− x0

x1 − x0

[

f(x1)− f(x0)
]

. (18)

Отсюда непосредственно следует неравенство (15).
Перепишем (18) в виде

f(x) 6 f(x1)−
x1 − x

x1 − x0

[

f(x1)− f(x0)
]

.

Это неравенство равносильно (16).
Объединив (15) и (16), придём к (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Рассмотрим четыре случая.

1) y0 = x0. Неравенство (14) тривиально при y1 = x1 и следует из (15) при
x0 < x1 < y1.

2) x0 < y0 < x1. При y1 = x1 неравенство (14) следует из (16). Если же
y1 > x1, то (см. рис. 2)

f(x1)− f(x0)

x1 − x0

6
f(x1)− f(y0)

x1 − y0
6

f(y1)− f(y0)

y1 − y0
.
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x0 y0 x1 y1

Рис. 2

3) y0 = x1. Неравенство (14) следует из (17) для тройки x0 < x1 < y1.

4) y0 > x1. Имеем согласно (17) (см. рис. 3)

f(x1)− f(x0)

x1 − x0

6
f(y0)− f(x1)

y0 − x1

6
f(y1)− f(y0)

y1 − y0
.

x0 y0x1 y1

Рис. 3

Теорема доказана.
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