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1◦. Рассмотрим простейшую максиминную задачу с линейными ограниче-
ниями, связанную с распределением ресурсов:

ψ(x) :=min
i∈1:n

fi(xi) → max

n
∑

i=1

xi = A, xi > 0 ∀i ∈ 1 : n,
(1)

где x = (x1, . . . , xn), A > 0 и fi(t) при всех i ∈ 1 : n — непрерывные строго
возрастающие на отрезке [0, A] функции. Дополнительно предполагаем, что

f1(0) 6 f2(0) 6 . . . 6 fn(0). (2)

Формально положим fn+1(0) = +∞.
Вектор x, удовлетворяющий ограничениям задачи (1), называется планом.

Множество планов обозначим Ω.
Очевидно, что задача (1) имеет решение. Исчерпывающую характеристику

этого решения дал Ю. Б. Гермейер [1, c. 267–269].

ТЕОРЕМА ГЕРМЕЙЕРА. Для того чтобы план x∗ = (x∗1, . . . , x
∗

n) зада-

чи (1) был оптимальным, необходимо и достаточно, чтобы нашлось целое k,

k ∈ 1 : n, такое, что

f1(x
∗

1) = f2(x
∗

2) = . . . = fk(x
∗) < fk+1(0),

x∗k+1 = . . . = x∗n = 0.
(3)

Если f1(0) = f2(0) = . . . = fn(0), то k = n. Во всех случаях оптимальный

план x∗ будет единственным.
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Доказательство теоремы Гермейера имеется в книге [2, c. 312–314]. Мы при-
ведём более детальный вариант этого доказательства и дадим принципиально
новое конструктивное доказательство.

2◦. Начнём с простейшего случая, когда

f1(0) = f2(0) = . . . = fn(0). (4)

ЛЕММА 1. Пусть выполнено условие (4). Тогда критерием оптимально-

сти плана x∗ = (x∗1, . . . , x
∗

n) задачи (1) являются равенства

f1(x
∗

1) = f2(x
∗

2) = . . . = fn(x
∗

n). (5)

Оптимальный план единствен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Возьмём оптимальный план x∗ и
положим

λ = ψ(x∗) = min
i∈1:n

fi(x
∗

i ). (6)

Общее значение всех fi(0) обозначим через c. Ясно, что λ > c. Действительно,
в силу строгого возрастания функций fi(t) для любого плана x = (x1, . . . , xn)
с положительными компонентами имеем fi(xi) > c при всех i ∈ 1 : n. Как
следствие, ψ(x) > c. Тем более, ψ(x∗) > c, поскольку

ψ(x∗) = max
x∈Ω

ψ(x).

Значит, λ > c. Неравенство ψ(x∗) > c гарантирует также, что все компоненты
вектора x∗ положительны.

В силу (6), fi(x
∗

i ) > λ при всех i ∈ 1 : n. Покажем, что все эти неравенства
выполняются как равенства.

Допустим, вопреки утверждению, что найдётся индекс i0 ∈ 1 : n, на кото-
ром fi0(x

∗

i0
) > λ. Введём вектор zε с компонентами

zεi =

{

x∗i0 − ε при i = i0,

x∗i +
ε

n−1
при i 6= i0.

(7)

При ε ∈ (0, x∗i0) вектор zε будет планом задачи (1). Более того, при малых
ε > 0 выполняется неравенство

min
i∈1:n

fi(z
ε
i ) > λ. (8)

Проверим это. По непрерывности, fi0(z
ε
i0
) > λ при малых ε > 0. В силу стро-

гого возрастания при i 6= i0 имеем

fi(z
ε
i ) > fi(x

∗

i ) > λ.

Приходим к неравенству (8), которое противоречит определению λ.
Справедливость соотношения (5) установлена.
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Д о с т а т о ч н о с т ь. Возьмём произвольный план x, отличный от x∗. Покажем,
что при некотором i1 ∈ 1 : n будет xi1 < x∗i1 . В противном случае xi > x∗i при
всех i ∈ 1 : n, при этом хотя бы при одном i неравенство выполняется как
строгое. Как следствие,

n
∑

i=1

xi >

n
∑

i=1

x∗i = A,

что противоречит определению плана. На основании (5) получаем

ψ(x) = min
i∈1:n

fi(xi) 6 fi1(xi1) < fi1(x
∗

i1
) = ψ(x∗).

Значит, x∗ — решение задачи (1), причём единственное.
Лемма доказана.

3◦. Переходим к доказательству теоремы Гермейера в предположении,
что f1(0) < fn(0).
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть x∗ — решение задачи (1). Как и раньше, обозначим

λ = ψ(x∗) = min
i∈1:n

fi(x
∗

i ).

Согласно (2), f1(0) 6 fi(0) 6 fi(x
∗

i ) при всех i ∈ 1 : n. Значит, f1(0) 6 λ.
Числа f1(0) 6 f2(0) 6 . . . 6 fn(0) < fn+1(0), где fn+1(0) = +∞, образу-

ют разбиение полуоси [f1(0),+∞). Неравенство f1(0) 6 λ гарантирует, что
существует единственное k ∈ 1 : n, такое, что

fk(0) 6 λ < fk+1(0). (9)

Предположим, что k < n. Покажем, что x∗i = 0 при i ∈ k + 1 : n. В
противном случае найдётся индекс i1 > k + 1, на котором x∗i1 > 0. Введём
вектор zε с компонентами

zεi =

{

x∗i1 − ε при i = i1,

x∗i +
ε

n−1
при i 6= i1.

При ε ∈ (0, x∗i1) вектор zε будет планом задачи (1). Покажем, что при указан-
ных ε выполняется неравенство

min
i∈1:n

fi(z
ε
i ) > λ. (10)

При i 6= i1 имеем
fi(z

ε
i ) > fi(x

∗

i ) > λ.
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При i = i1 из (9) следует, что

fi1(z
ε
i1
) > fi1(0) > fk+1(0) > λ.

На основании двух последних неравенств приходим к (10). Но это противоре-
чит определению λ. Таким образом, установлено, что x∗i = 0 при i ∈ k + 1 : n.

Покажем, что fi(x
∗

i ) = λ при всех i ∈ 1 : k. Допустим, вопреки утвержде-
нию, что существует индекс i2 ∈ 1 : k, на котором fi2(x

∗

i2
) > λ. В этом случае

x∗i2 > 0. Действительно, иначе (при x∗i2 = 0)

λ < fi2(x
∗

i2
) = fi2(0) 6 fk(0),

что противоречит (9).
Имея положительную компоненту x∗i2 , как и раньше, введём вектор zε,

заменив в определении i1 на i2. Тогда при i 6= i2 получим

fi(z
ε
i ) > fi(x

∗

i ) > λ.

Неравенство fi2(z
ε
i2
) > λ при малых ε > 0 следует из неравенства fi2(x

∗

i2
) > λ

и непрерывности функции fi2(t). В результате приходим к неравенству ви-
да (10). Оно противоречит определению λ.

В случае k = n формула (3) принимает вид

f1(x
∗

1) = f2(x
∗

2) = . . . = fn(x
∗

n).

Справедливость этих равенств проверяется так же, как во второй части при-
ведённого доказательства (для i ∈ 1 : k).
Д о с т а т о ч н о с т ь. Из (2) и (3) следует, что

f1(x
∗

1) = f2(x
∗

2) = . . . = fk(x
∗

k) < fk+1(x
∗

k+1) 6 . . . 6 fn(x
∗

n).

В частности, ψ(x∗) = min
i∈1:k

fi(x
∗

i ).

Возьмём план x, отличный от x∗. Поскольку сумма компонент плана рав-
на A, то необходимо найдётся индекс j ∈ 1 : n, такой, что 0 6 xj < x∗j . По
условию теоремы x∗j = 0 при j ∈ k + 1 : n. Значит, j ∈ 1 : k. Теперь имеем

ψ(x) 6 min
i∈1:k

fi(xi) 6 fj(xj) < fj(x
∗

j) = ψ(x∗).

Это гарантирует и оптимальность x∗, и его единственность.
Теорема доказана.
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4◦. На теореме Гермейера основан следующий алгоритм решения зада-
чи (1). Берём последовательно k = n, n − 1, . . . , 1 и при каждом k решаем
систему уравнений

fi(xi) = λ, i ∈ 1 : k;

k
∑

i=1

xi = A

относительно неизвестных x1, . . . , xk и λ. Если при некотором k полученное
решение x∗1, . . . , x

∗

k, λ
∗ имеет неотрицательные x∗i и в случае k < n выполня-

ется неравенство λ∗ < fk+1(0), то вектор x∗ = (x∗1, . . . , x
∗

k, 0, . . . , 0) является
единственным решением задачи (1).

5◦. В работе [3], опубликованной в 1973 г., был предложен другой подход к
решению задачи (1). Этот подход связан с использованием обратных функций.

Обозначим
c = f1(0), d = min

i∈1:n
fi(A). (11)

Если выполнено условие (4), то при всех i ∈ 1 : n на отрезке [c, d] определены
обратные функции f−1

i (y). Они непрерывны и строго возрастают.

ЛЕММА 2. Пусть выполнено условие (4). Тогда задача (1) имеет един-

ственное решение x∗ = (x∗1, . . . , x
∗

n) с компонентами

x∗i = f−1
i (y∗), i ∈ 1 : n, (12)

где y∗единственный на интервале (c, d) корень уравнения

h(y) :=
n

∑

i=1

f−1
i (y) = A.

При этом справедливо равенство ψ(x∗) = y∗.

На рис. 1 поясняется содержание леммы 2

y

t0

y∗

c

d

A

f1(t)

f2(t)

x∗

1
x∗

2

Рис. 1. Пояснение к лемме 2
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что функция h(y) непрерывна и строго воз-
растает на отрезке [c, d], причём h(c) = 0, h(d) > A. Значит, найдётся един-
ственная точка y∗ ∈ (c, d), в которой h(y∗) = A. Покажем, что вектор x∗ с
компонентами (12) является единственным решением задачи (1).

По построению, x∗ — план задачи (1), на котором

f1(x
∗

1) = f2(x
∗

2) = . . . = fn(x
∗

n) = y∗ = ψ(x∗).

Возьмём любой план x, отличный от x∗. Тогда найдётся индекс j ∈ 1 : n,
такой, что xj < x∗j . Имеем fj(xj) < fj(x

∗

j). Как следствие,

ψ(x) = min
i∈1:n

fi(xi) 6 fj(xj) < fj(x
∗

j) = y∗ = ψ(x∗).

Это гарантирует как оптимальность x∗, так и его единственность.
Лемма доказана.

6◦. Перейдём к общему случаю (2), рассмотренному Гермейером. Считаем,
что f1(0) < fn(0). Обозначения (11) сохраним.

Положим
s = max

{

i ∈ 1 : n | fi(0) < d
}

, (13)

так что
fi(0) > d при i ∈ s+ 1 : n. (14)

ЛЕММА 3. При s = 1 единственным решением задачи (1) является век-

тор x∗ = (A, 0, . . . , 0).

Рис. 2 иллюстрирует данную ситуацию.

y

t0

c

d

A

f1(t)

f2(t)

Рис. 2. Случай s = 1

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (14), fi(0) > d при i ∈ 2 : n. В силу строгого
возрастания fi(A) > d при i ∈ 2 : n. Принимая во внимание определение d
(см. (11)), заключаем, что f1(A) = d.
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На плане x∗ = (A, 0, . . . , 0) имеем

ψ(x∗) = min
{

f1(A), f2(0), . . . , fn(0)
}

= d.

Возьмём любой план x, отличный от x∗. Тогда необходимо x1 < A. Запишем

ψ(x) = min
i∈1:n

fi(xi) 6 f1(x1) < f1(A) = d = ψ(x∗).

Отсюда следует и оптимальность x∗ и его единственность.

7◦. В дальнейшем считаем, что s > 2. При i ∈ 1 : s введём функции

gi(y) =

{

0, если y ∈ [c, fi(0)],

f−1
i (y), если y ∈ (fi(0), d].

ЛЕММА 4. Уравнение

h(y) :=
s

∑

i=1

gi(y) = A (15)

имеет единственное решение y∗ на интервале (c, d).

Рис. 3 поясняет данный факт.

y

t0

c

d

A

f1(t)

f2(t)

y∗

Рис. 3. Пояснение к лемме 4

Д о к а з а т е л ь с т в о элементарно. Последовательно анализируя поведение
суммы h(y) на отрезках

[c, f2(0)], [f2(0), f3(0)], . . . , [fs−1(0), fs(0)], [fs(0), d],

заключаем, что функция h(y) непрерывна и строго возрастает на отрезке [c, d].
При этом h(c) = 0 и h(d) > A (в силу условия s > 2). Отсюда очевидным
образом следует заключение леммы.
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8◦. Обозначим

k = max
{

i ∈ 1 : s | fi(0) < y∗
}

.

ТЕОРЕМА. При s > 2 единственным решением задачи (1) является век-

тор x∗ = (x∗1, . . . , x
∗

n) с компонентами

x∗i = f−1
i (y∗), i ∈ 1 : k;

x∗i = 0, i ∈ k + 1 : n,
(16)

где y∗ — единственный на интервале (c, d) корень уравнения (15). При этом

x∗i > 0, когда i ∈ 1 : k, и ψ(x∗) = y∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения gi(y), y
∗ и k следует, что

gi(y
∗) =

{

0, если i ∈ k + 1 : s;

f−1
i (y∗), если i ∈ 1 : k.

Равенство h(y∗) = A принимает вид

k
∑

i=1

f−1
i (y∗) = A.

Для компонент вектора x∗, определяемых формулами (16), получаем

n
∑

i=1

x∗i = A.

К этому нужно добавить, что в силу определения k и строгого возрастания
обратных функций f−1

i , при i ∈ 1 : k справедливо неравенство

x∗i = f−1
i (y∗) > f−1

i

(

fi(0)
)

= 0,

то есть x∗i > 0 при i ∈ 1 : k. Значит, x∗ — план задачи (1).
Вычислим ψ(x∗). Имеем

f1(x
∗

1) = f2(x
∗

2) = . . . = fk(x
∗

k) = y∗ 6 fk+1(x
∗

k+1) 6 . . . 6 fn(x
∗

n).

Отсюда следует, что ψ(x∗) = y∗. Проверим оптимальность x∗.
Возьмём произвольный план x, отличный от x∗. Тогда найдётся индекс

j ∈ 1 : n, такой, что 0 6 xj < x∗j . Поскольку x∗i = 0 при i ∈ k + 1 : n, то
необходимо j ∈ 1 : k. Теперь имеем

ψ(x) 6 min
i∈1:k

fi(xi) 6 fj(xj) < fj(x
∗

j) = y∗ = ψ(x∗).

Это гарантирует и оптимальность x∗, и его единственность.
Теорема доказана.
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9◦. Согласно теореме, решение задачи (1) сводится к нахождению корня y∗

скалярного уравнения (15) и вычислению компонент x∗i оптимального плана x∗

по формулам (16).
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