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1◦. Пусть m, n — натуральные числа, M = 1 : m, N = 1 : n — индексные
множества и A = A[M,N ] — матрица с линейно независимыми строками.
Строки матрицы A будем обозначать так:

A[i, N ] или aTi , i ∈ M.

Рассмотрим в пространстве R
n линейное подпространство

L = {x ∈ R
n | Ax = 0} =

{
x ∈ R

n | 〈ai, x〉 = 0, i ∈ M
}
.

Ортогональной проекцией точки c ∈ R
n на подпространство L называется

решение экстремальной задачи:

минимизировать ‖x− c‖ по всем x ∈ L .

Как известно (см., например, [1]), решение x∗ этой задачи существует, един-
ственно и допускает представление x∗ = Pc, где

P = E − AT (AAT )−1A. (1)

Здесь E — единичная матрица порядка n. Матрица P называется матрицей

ортогонального проектирования на подпространство L . Отметим, что ли-
нейная независимость строк матрицы A существенна для обратимости матри-
цы AAT .

При m = 1 подпространство L является гиперплоскостью, определяемой
соотношением 〈a, x〉 = 0. Линейная независимость строк матрицы A в данном
случае соответствует условию a 6= 0. Обозначим â = a/‖a‖. Тогда матрица P
примет вид

P = E − â âT . (2)
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ТЕОРЕМА 1. Если строки aT1 , a
T
2 , . . . , a

T
m матрицы A ортонормированы, то

матрицу ортогонального проектирования P можно разложить на множи-

тели (факторизовать) :

P =
m∏

i=1

(E − aia
T
i ). (3)

Произведение не зависит от порядка сомножителей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях теоремы произведение AAT есть единичная
матрица порядка m. Формула (1) упрощается:

P = E − ATA. (4)

При m = 1 равенство (3) следует как из (4), так и из (2).
Сделаем индукционный переход от m к m + 1. Воспользуемся свойством

произведения двух матриц, которое с помощью индексной техники можно за-
писать так:

B[N,M ]× C[M,N ] =
∑

i∈M

B[N, i]× C[i, N ]. (5)

Это значит, что произведение двух матриц равно сумме матриц, каждая из
которых есть произведение вектора-столбца на вектор-строку. Согласно (4)
и (5) имеем

P = E − a1a
T
1 − a2a

T
2 − . . .− ama

T
m.

Пусть aTm+1 — нормированная вектор-строка, ортогональная всем строкам
матрицы A. Нужно проверить справедливость следующего равенства

P − am+1a
T
m+1 =

( m∏

i=1

(E − aia
T
i )
) (

E − am+1a
T
m+1

)
,

которое в силу индукционного предположения (3) можно переписать в виде

Pam+1a
T
m+1 = am+1a

T
m+1. (6)

Подробная запись левой части этого равенства выглядит так:

(E − a1a
T
1 )(E − a2a

T
2 ) . . . (E − ama

T
m)am+1a

T
m+1.

Производя последовательные умножения справа налево и учитывая ортого-
нальность вектора am+1 всем векторам am, am−1, . . . , a1, приходим к равен-
ству (6). Формула (3) установлена.

То, что сомножители в произведении из правой части формулы (3) можно
переставлять, проверяется легко. При i 6= k имеем

(E − aia
T
i )(E − aka

T
k ) = E − aia

T
i − aka

T
k + ai(a

T
i ak)a

T
k .



3

В силу ортогональности последнее слагаемое в правой части равно нулю.
Отсюда следует, что

(E − aia
T
i )(E − aka

T
k ) = (E − aka

T
k )(E − aia

T
i ).

Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ. В случае ортонормированности строк матрицы A проек-

цию x∗ точки c на подпространство L можно получить, последовательно

проектируя (в любом порядке) эту точку на гиперплоскости

Li =
{
x ∈ R

n | 〈ai, x〉 = 0
}
, i ∈ 1 : m.

2◦. Предположим теперь, что строки матрицы A лишь линейно независи-
мы. Покажем, что и в этом случае матрица ортогонального проектирования P
допускает разложение на простые множители.

Нам потребуется следующее утверждение.

ТЕОРЕМА 2. Матрицу A[M,N ] с линейно независимыми строками можно

представить в виде

A[M,N ] = L[M,M ]×Q[M,N ], (7)

где L — нижнетреугольная матрица с положительными диагональными

элементами и Q — матрица с ортонормированными строками.

Доказательство этой известной теоремы вместе с алгоритмом получения
разложения (7) будут приведены в Приложении.

Ясно, что L — обратимая матрица и что QQT — единичная матрица по-
рядка m. Эти свойства вместе с формулой (7) позволяют доказать, что

P = E −QTQ. (8)

Действительно, согласно (1), имеем

P = E −QTLT
(
L
(
QQT

)
LT

)−1
LQ =

= E −QTLT
(
LT

)−1
L−1LQ = E −QTQ.

Обозначим строки матрицы Q через xT
1 , xT

2 , . . . , x
T
m. На основании теоре-

мы 1 получаем

P =
m∏

i=1

(E − xix
T
i ).

Произведение не зависит от порядка сомножителей.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Алгоритмы QR и LQ разложений прямоугольной матрицы

полного ранга

1◦. Начнём со вспомогательного утверждения, которое играет решающую
роль при доказательстве теоремы 2.

ЛЕММА. Пусть B = B[N,M ] — прямоугольная матрица ранга r > 1.
Введём матрицу

F = B − xyT ,

где x ∈ R
n, y ∈ R

m. Ранг матрицы F равен r−1, если векторы x, y допускают

представление

x = Bu0, y = BTv0, (Π.1)

причём

〈Bu0, v0〉 = 1. (Π.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (Π.1) имеем

F = B −Bu0v
T
0 B.

Отсюда и из (Π.2), в частности, следует, что Fu0 = 0. Кроме u0, системе
Fu = 0 удовлетворяет любое решение системы Bu = 0. Так как rankB = r
и u ∈ R

m, то система Bu = 0 имеет m − r линейно независимых решений u1,
u2, . . . , um−r. Получили, что

Fui = 0, i ∈ 0 : m− r.

В силу (Π.2), Bu0 6= 0. Это гарантирует линейную независимость системы
векторов u0, u1, . . . , um−r.

Как известно, максимальное число линейно независимых решений систе-
мы Fu = 0 равно m− rankF . Значит,

m− rankF > m− r + 1.

Приходим к неравенству rankF 6 r − 1.
Вместе с тем,

r = rankB = rank
(
F + xyT

)
6 rankF + rank

(
xyT

)
.

Равенство 〈Bu0, v0〉 = 〈u0, B
Tv0〉 позволяет переписать условие (Π.2) так:

〈x, v0〉 = 〈u0, y〉 = 1.

Отсюда следует, что векторы x и y ненулевые, так что rank
(
xyT

)
= 1. Прихо-

дим к обратному неравенству rankF > r−1. В результате получаем равенство
rankF = r − 1.

Лемма доказана.
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З а м е ч а н и е. Условия леммы являются не только достаточными, но и необ-
ходимыми для того, чтобы ранг матрицы F равнялся r − 1.

2◦. Опишем конкретный способ понижения ранга матрицы B.
Возьмём любой ненулевой столбец bj = B[N, j]. Положим

x =
1

‖bj‖
bj, y = BTx.

Это соответствует тому, что u0 =
1

‖bj‖
ej, где ej — j-й орт, и v0 = x. Так как

〈Bu0, v0〉 = 〈x, x〉 = 1,

то по лемме ранг матрицы

F := B − xyT =
(
E − xxT

)
B (Π.3)

равен r − 1.
На основании (Π.3) и (2) можно утверждать, что столбцы матрицы F явля-

ются проекциями соответствующих столбцов матрицы B на гиперплоскость
{v ∈ R

n | 〈x, v〉 = 0}. При этом ненулевой столбец B[N, j] переходит в нулевой
столбец F [N, j]. Действительно,

F [N, j] =
(
E − xxT

)
bj =

(
E −

1

‖bj‖2
bjb

T
j

)
bj = 0 .

3◦. Теперь будем считать, что ранг матрицы B = B[N,M ] равен m, то есть
что столбцы матрицы B линейно независимы. Опишем метод последователь-
ного понижения ранга матрицы B.

Начальный шаг. Положим F0 = B.
k-й шаг. Имеем матрицу Fk−1. Берём k-й столбец fk = Fk−1[N, k]. Вычис-

ляем

xk =
1

‖fk‖
fk, yk = F T

k−1xk,

Fk = Fk−1 − xky
T
k =

(
E − xkx

T
k

)
Fk−1.

(Π.4)

Эти преобразования проведём при k = 1, 2, . . . ,m. В результате получим

Fm = F0 −
m∑

k=1

xky
T
k . (Π.5)

Сделаем общие замечания по поводу описанного алгоритма:

• нулевые столбцы матрицы Fk−1 переходят в нулевые столбцы мат-
рицы Fk;

• нулевые столбцы матрицы Fk−1 порождают нулевые компоненты
вектора yk;

• справедливо равенство yk[k] = 〈fk, xk〉 = ‖fk‖.
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4◦. Проследим подробнее за первыми двумя шагами алгоритма.
В силу условия rankB = m все столбцы матрицы F0 ненулевые. При k = 1

возьмём первый столбец f1 = F0[N, 1] и вычислим

x1 =
1

‖f1‖
f1, y1 = F T

0 x1, F1 = F0 − x1y
T
1 .

По теории rankF1 = m−1 и первый столбец матрицы F1 нулевой. В частности,
все столбцы матрицы F1, начиная со второго, ненулевые. Отметим также, что
y1[1] = ‖f1‖ > 0.

При k = 2 берём ненулевой столбец f2 = F1[N, 2] и вычисляем

x2 =
1

‖f2‖
f2, y2 = F T

1 x2, F2 = F1 − x2y
T
2 .

По теории у матрицы F2 первые два столбца нулевые и rankF2 = m − 2.
В частности, все столбцы матрицы F2, начиная с третьего, ненулевые. Отме-
тим также, что y2[1] = 0, y2[2] = ‖f2‖ > 0.

Теперь обратим внимание на следующее свойство:

F T
1 x1 =

(
F T
0 − y1x

T
1

)
x1 = 0 . (Π.6)

Вычислим вторую компоненту вектора F T
1 x1. Так как F1[N, 2] = f2 = ‖f2‖x2,

то F T
1 [2, N ]× x1[N ] = ‖f2‖x

T
2 x1. Согласно (Π.6) получаем 〈x2, x1〉 = 0, так что

нормированные векторы x1, x2 ортогональны.
Пусть уже имеется матрица Fk−1 ранга m−k+1 с k−1 нулевыми первыми

столбцами и ненулевыми остальными столбцами. При этом построены векто-
ры x1, . . . , xk−1, нормированные и попарно ортогональные. Возьмём ненулевой
столбец fk = Fk−1[N, k] и по формулам (Π.4) вычислим xk, yk, Fk. По теории
справедливы следующие утверждения:

• ранг матрицы Fk равен m− k;
• первые k столбцов матрицы Fk нулевые, а остальные — ненулевые;
• первые k−1 компонент вектора yk равны нулю, а k-я компонента

положительна (yk[k] = ‖fk‖ > 0).

Дополнительно покажем, что вектор xk ортогонален всем векторам x1, . . . , xk−1.
При j ∈ 1 : k−1 в силу попарной ортогональности векторов x1, . . . , xk−1 имеем

F T
k−1xj =

(
F T
j−1 −

k−1∑

i=j

yix
T
i

)
xj = yj − yj‖xj‖

2 = 0 . (Π.7)

Вычислим k-ю компоненту вектора F T
k−1

xj. Так как Fk−1[N, k] = fk = ‖fk‖xk,
то F T

k−1
[k,N ] × xj[N ] = ‖fk‖x

T
k xj. Согласно (Π.7) получаем 〈xk, xj〉 = 0 при

всех j ∈ 1 : k − 1, так что нормированные векторы x1, . . . , xk−1, xk попарно
ортогональны.
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У матрицы Fm−1 ненулевым будет только последний столбец. Матри-
ца Fm — нулевая.

Вернёмся к формуле (Π.5). Вспоминая, что F0 = B, приходим к представ-
лению

B =
m∑

k=1

xky
T
k . (Π.8)

Обозначим через X матрицу со столбцами x1, x2, . . . , xm и через Y —матри-
цу со столбцами y1, y2, . . . , ym. Тогда формулу (Π.8) можно переписать в виде

B = XY T . (Π.9)

По построению матрица Y является нижнетреугольной с положительными
диагональными элементами, поэтому Y T — верхнетреугольная матрица с поло-
жительными диагональными элементами. Матрица X состоит из ортонорми-
рованных столбцов. Формула (Π.9) называется QR разложением прямоуголь-
ной матрицы B с линейно независимыми столбцами.

5◦. Переходим к доказательству теоремы 2. Пусть A = A[M,N ] — пря-
моугольная матрица с линейно независимыми строками. Перепишем алго-
ритм (Π.4) в терминах транспонированных матриц.

Начальный шаг. Положим F T
0 = A.

k-й шаг. Имеем матрицу F T
k−1

. Берём k-ю строку fT
k = F T

k−1
[k,N ] и вычис-

ляем

xT
k =

1

‖fk‖
fT
k , yk = F T

k−1xk,

F T
k = F T

k−1 − ykx
T
k .

Выполнив указанное преобразование при k = 1, 2, . . . ,m, получим

F T
m = F T

0 −

m∑

k=1

ykx
T
k .

Учитывая, что F T
m — нулевая матрица и F T

0 = A, приходим к разложению

A =
m∑

k=1

ykx
T
k =: L ·Q. (Π.10)

Здесь L — нижнетреугольная (m×m)-матрица с положительными диагональ-
ными элементами и Q — (m × n)-матрица с ортонормированными строками.
Формула (Π.10) называется LQ разложением прямоугольной матрицы A с ли-
нейно независимыми строками.
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Обозначим Ak = F T
k . Тогда алгоритму LQ разложения можно придать

другую — рабочую форму.
Начальный шаг. Положим A0 = A.
k-й шаг. Имеем матрицу Ak−1. Берём k-ю строку aTk = Ak−1[k,N ] и вычис-

ляем

xT
k =

1

‖ak‖
aTk , yk = Ak−1xk,

Ak = Ak−1 − ykx
T
k .

(Π.11)

Выполнив указанные преобразования при k = 1, 2, . . . ,m, получим LQ разло-
жение (Π.10).

6◦. Рассмотрим простой пример на LQ разложение. Возьмём (3×4)-матрицу
A с линейно независимыми строками,

A =




1 −1 −1 −1
1 2 2 −1
1 0 1 0


 .

Выполним преобразования по формулам (Π.11).
Начальный шаг. Полагаем A0 = A.
Первый шаг. Берём первую строку матрицы A0, a

T
1 =

(
1 −1 −1 −1

)
,

и вычисляем

xT
1 =

1

‖a1‖
aT1 =

(
1

2
−1

2
−1

2
−1

2

)
, y1 = A0x1 =




2
−1
0


 ,

A1 = A0 − y1x
T
1 =




0 0 0 0
3

2

3

2

3

2
−3

2

1 0 1 0


 .

Второй шаг. Берём вторую строку матрицы A1, a
T
2 =

(
3

2

3

2

3

2
−3

2

)
, и

вычисляем

xT
2 =

1

‖a2‖
aT2 =

(
1

2

1

2

1

2
−1

2

)
, y2 = A1x2 =




0
3
1


 ,

A2 = A1 − y2x
T
2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
1

2
−1

2

1

2

1

2


 .
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Третий шаг. Берём третью строку матрицы A2, a
T
3 =

(
1

2
−1

2

1

2

1

2

)
, и

вычисляем

xT
3 =

1

‖a3‖
aT3 =

(
1

2
−1

2

1

2

1

2

)
, y3 = A2x3 =




0
0
1


 ,

A3 — нулевая матрица.

Приходим к LQ разложению, A = L ·Q, где

L =




2 0 0
−1 3 0
0 1 1


 , Q = 1

2




1 −1 −1 −1
1 1 1 −1
1 −1 1 1


 .

При написании данного Приложения использовался материал первой главы
книги [2].

ЛИТЕРАТУРА

1. Малозёмов В. Н. Проектирование точки на подпространство и стандарт-

ный симплекс // Семинар «DHA & CAGD». Избранные доклады. 28 фев-
раля 2013 г. (http://dha.spb.ru/reps13.shtml#0228)

2. Малозёмов В. Н. Линейная алгебра без определителей. Квадратичная

функция. СПб.: Изд-во СПбГУ, 1997. 80 с.

http://dha.spb.ru/reps13.shtml#0228

	1°. 
	2°. 
	1°. 
	2°. 
	3°. 
	4°. 
	5°. 
	6°. 
	ЛИТЕРАТУРА

