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1◦. Рассмотрим дискретную минимаксную задачу

φ(x) :=max
i∈I

fi(x) → inf
x∈Rn

. (1)

Здесь fi(x) — непрерывно дифференцируемые на Rn функции, градиенты ко-
торых f ′

i(x) удовлетворяют условию Липшица на каждом компактном множе-
стве, принадлежащем Rn.

При решении задачи (1) на первом этапе ограничиваются нахождением
стационарных точек функции φ(x).

2◦. Введём обозначение

R(x) =
{
i ∈ I | fi(x) = φ(x)

}
.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Точка x∗ ∈ Rn называется стационарной точкой функ-
ции φ(x), если существуют неотрицательные числа α∗

i , i ∈ R(x∗), в сумме
равные единице, такие, что ∑

i∈R(x∗)

α∗
i f

′
i(x∗) = O.

В стационарной точке производные функции φ по всем направлениям неот-
рицательны.

Можно дать эквивалентное определение стационарной точки, используя
идею линеаризации. При фиксированном x ∈ Rn введём вспомогательную
задачу квадратичного программирования:

max
i∈I

{
fi(x) +

⟨
f ′
i(x), p

⟩}
+ 1

2
∥p∥2 → min

p∈Rn
. (2)

Эта задача имеет решение p = p(x) и оно единственно.
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ЛЕММА 1. Точка x∗ будет стационарной точкой функции φ(x) тогда и
только тогда, когда решение p(x∗) задачи (2) при x = x∗ удовлетворяет
условию p(x∗) = O.

Доказательство этого утверждения имеется, например, в [1].

3◦. Опишем принципиальную схему метода линеаризации для нахождения
стационарных точек.

В качестве начального приближения берём произвольную точку x0 ∈ Rn.
Пусть уже имеется k-е приближение xk. Находим решение pk = p(xk) вспо-

могательной задачи (2) при x = xk. Если pk = O, то по лемме 1 точка xk —
стационарная. Процесс заканчивается. В противном случае вычисляем вели-
чины

β(xk) = max
i∈I

{
fi(xk) +

⟨
f ′
i(xk), pk

⟩}
,

∆(xk) = φ(xk)− β(xk).

В качестве следующего приближения берём точку

xk+1 = xk + tkpk,

где tk — первое число в последовательности 1, 1
2
, 1
4
, . . ., при котором выполня-

ется неравенство
φ(xk + tkpk) 6 φ(xk)− γ tk∆(xk). (3)

Фиксированное γ ∈ (0, 1) — параметр метода.
Описание метода линеаризации завершено.

4◦. Разберёмся со вспомогательными величинами

β(x) = max
i∈I

{
fi(x) +

⟨
f ′
i(x), p(x)

⟩}
, (4)

∆(x) = φ(x)− β(x). (5)

Для этого запишем задачу квадратичного программирования, эквивалентную
задаче (2):

1
2
∥p∥2 + β → min,

−
⟨
f ′
i(x), p

⟩
+ β > fi(x), i ∈ I.

(6)

Если
(
p(x), β(x)

)
— решение задачи (6), то p(x) — решение задачи (2) и для

β(x) справедлива формула (4).
Пара p = O, β = φ(x) удовлетворяет ограничениям задачи (6), поэтому

1
2

∥∥p(x)∥∥2
+ β(x) 6 φ(x) ∀x ∈ Rn.
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Отсюда следует, что ∥∥p(x)∥∥2 6 2
(
φ(x)− β(x)

)
= 2∆(x). (7)

В частности,
∆(x) > 0 ∀x ∈ Rn.

ЛЕММА 2. Точка x∗ будет стационарной точкой функции φ(x) тогда и
только тогда, когда выполняется равенство ∆(x∗) = 0.

Д ок а з а т е л ь с т в о. Пусть x∗ — стационарная точка. По лемме 1, p(x∗) = O.
В силу (4) и (5) получаем ∆(x∗) = 0. Наоборот, пусть ∆(x∗) = 0. В силу (7),
p(x∗) = O. Это гарантирует стационарность точки x∗.

По определению функций φ(x) и β(x) имеем

φ(x)− β(x) 6 max
i∈I

∣∣∣⟨f ′
i(x), p(x)

⟩∣∣∣ 6 ∥∥p(x)∥∥ ·max
i∈I

∥∥f ′
i(x)

∥∥.
На основании (7) получаем∥∥p(x)∥∥2 6 2

∥∥p(x)∥∥ ·max
i∈I

∥∥f ′
i(x)

∥∥,
так что ∥∥p(x)∥∥ 6 2max

i∈I

∥∥f ′
i(x)

∥∥. (8)

5◦. Докажем слабую сходимость метода линеаризации в предположении,
что множество

L0 =
{
x ∈ Rn | φ(x) 6 φ(x0)

}
ограничено (и значит, компактно). Согласно описанию метода вычисления
продолжаются, пока pk ̸= O. По лемме 2 условие pk ̸= O равносильно условию
∆(xk) > 0. Формула (3) для выбора шага tk гарантирует, что φ(xk+1) < φ(xk).
Таким образом, все точки последовательности {xk} принадлежат компакт-
ному множеству L0. На L0 функция φ(x) ограничена снизу. Значит, строго
убывающая последовательность

{
φ(xk)

}
имеет предел. В частности,

lim
k→∞

(
φ(xk)− φ(xk+1)

)
= 0. (9)

ТЕОРЕМА (о слабой сходимости метода линеаризации). Справедливо пре-
дельное соотношение

lim
k→∞

∆(xk) = 0.
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Д ок а з а т е л ь с т в о. Обозначим

c = 2max
x∈L0

max
i∈I

∥∥f ′
i(x)

∥∥.
Согласно (8) имеем ∥∥p(x)∥∥ 6 c ∀x ∈ L0. (10)
Множество L0 +Bc, где Bc =

{
p ∈ Rn | ∥p∥ 6 c

}
, компактно. По предположе-

нию все градиенты f ′
i(x) на таком множестве удовлетворяют условию Липши-

ца. Значит, при некотором L > 0 и всех i ∈ I, x ∈ L0 и p ∈ Bc выполняется
неравенство ∥∥f ′

i(x+ p)− f ′
i(x)

∥∥ 6 L∥p∥. (11)
Воспользуемся теоремой о среднем. Запишем

fi(xk + tpk) = fi(xk) + t
⟨
f ′
i(xk + θitpk), pk

⟩
=

= (1− t)fi(xk) + t
[
fi(xk) +

⟨
f ′
i(xk), pk

⟩]
+

+t
⟨
f ′
i(xk + θitpk)− f ′

i(xk), pk
⟩
.

В силу (10), (11) и (7) при t ∈ [0, 1] получаем

fi(xk + tpk) 6 (1− t)φ(xk) + tβ(xk) + Lt2∥pk∥2 6
6 φ(xk)− t

[
φ(xk)− β(xk)

]
+ 2Lt2∆(xk) =

= φ(xk)− t(1− 2Lt)∆(xk).

При t ∈ [0, 1] и 1− 2Lt > γ, то есть при

0 < t 6 min

{
1,

1− γ

2L

}
=: t̂,

выполняется неравенство (независимо от k)

φ(xk + tpk) 6 φ(xk)− γ t∆(xk). (12)

Напомним, что шаг tk в методе линеаризации выбирается как первое t ∈
∈ {1, 1

2
, 1
4
, . . .}, при котором выполняется неравенство (12). Пусть 1

2s
< t̂ 6 1

2s−1

при некотором натуральном s. По определению tk имеем

tk >
1

2s
=

1

2 · 2s−1
> 1

2
t̂.

Значит,
φ(xk + tkpk) 6 φ(xk)− 1

2
γ t̂∆(xk).

Перепишем это неравенство в виде

0 < ∆(xk) 6
2

γ t̂

[
φ(xk)− φ(xk+1)

]
.

Отсюда и из (9) следует, что ∆(xk) стремится к нулю при k → ∞.
Теорема доказана.
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6◦. Более широкий анализ сходимости метода линеаризации для решения
дискретных минимаксных задач (при другой регулировке шага) представлен
в книгах [2, c. 258–264] и [3, c. 94–107].
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