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Ðå÷ü ïîéäåò îá ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü
ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ. Ñèñòåìàòè÷åñêè äàííàÿ òåìà èçó÷àåòñÿ â
êíèãå [1]. Ïðåäëàãàåìàÿ ïîäáîðêà ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøèì äîïîëíåíèåì ê ýòîé
êíèãå. Áîëüøå çàäà÷ ìîæíî íàéòè â [2].

ÇÀÄÀ×À 1. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = A,

x1 > 0, x2 > 0, . . . , xn > 0.

Çäåñü a1, a2, . . . , an, A � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è c1, c2, . . . , cn � ïðîèçâîëü�

íûå êîýôôèöèåíòû.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì N = 1 : n,

M = max
k∈N

{ ck
ak

}
,

è ïóñòü J = {k ∈ N | ck/ak = M}. Äëÿ ëþáîãî ïëàíà x = (x1, x2, . . . , xn)
èìååì

n∑
k=1

ckxk =
n∑

k=1

( ck
ak

−M
)
akxk +M

n∑
k=1

akxk =

=
∑

k∈N\J

( ck
ak

−M
)
akxk +MA.

(1)

∗Ñåìèíàð ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè
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Òàê êàê
ck
ak

−M < 0 ïðè k ∈ N \ J,

êîýôôèöèåíòû ak ïîëîæèòåëüíû è xk > 0, òî∑
k∈N\J

( ck
ak

−M
)
akxk 6 0, (2)

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

xk = 0 ïðè k ∈ N \ J. (3)

Íà îñíîâàíèè (1) è (2) çàêëþ÷àåì, ÷òî
n∑

k=1

ckxk 6 MA.

Îïòèìàëüíûì áóäåò ëþáîé ïëàí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (3).

ÇÀÄÀ×À 2. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = c1x
2
1 + c2x

2
2 + . . .+ cnx

2
n

ïðè îãðàíè÷åíèè

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = A.

Çäåñü âñå ck ïîëîæèòåëüíû è A îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì( n∑
k=1

akxk

)2

=

( n∑
k=1

ak√
ck

(√
ck xk

))2

6
( n∑

k=1

a2k
ck

)( n∑
k=1

ckx
2
k

)
. (4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïëàíà x = (x1, x2, . . . , xn) ñïðàâåäëèâî íåðà�
âåíñòâî

n∑
k=1

ckx
2
k > A2

( n∑
k=1

a2k
ck

)−1

. (5)

Íåðàâåíñòâî (4) (à çíà÷èò, è (5)) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

√
ckxk = t ak√

ck
ïðè íåêîòîðîì t è âñåõ k ∈ 1 : n, òî åñòü ïðè

xk = tak
ck
, k ∈ 1 : n. Îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿþò íàéòè êîíñòàíòó t:

t = A

( n∑
k=1

a2k
ck

)−1

.

Êîìïîíåíòû îïòèìàëüíîãî ïëàíà èìåþò âèä

xk = A
ak
ck

( n∑
k=1

a2k
ck

)−1

, k ∈ 1 : n.
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ÇÀÄÀ×À 3. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
n∑

k=1

(
xk +

1

xk

)2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x1 + x2 + . . .+ xn = 1,

x1 > 0, x2 > 0, . . . , xn > 0.

Ðåøåíè å. Ââåäåì ôóíêöèþ f(x) =
(
x+ 1

x

)2
. Îíà ñòðîãî âûïóêëàÿ íà ïîëóîñè

(0,+∞), òàê êàê åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′′(x) = 2 +
6

x4

ïîëîæèòåëüíà ïðè x > 0. Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà, äëÿ ëþáîãî ïëàíà
x = (x1, x2, . . . , xn) èìååì

f
( n∑

k=1

1

n
xk

)
6 1

n

n∑
k=1

f(xk).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
n∑

k=1

f(xk) > nf( 1
n
).

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f(x), ïîëó÷àåì

n∑
k=1

(
xk +

1

xk

)2

> (n2 + 1)2

n
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå xk

ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Çíà÷èò, îïòèìàëüíûé ïëàí èìååò âèä x =
(
1
n
, 1

n
, . . . , 1

n

)
.

ÇÀÄÀ×À 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Íàéòè

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
1

a+ b− c
+

1

a− b+ c
+

1

−a+ b+ c

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ÷èñåë a, b, c ðàâíî H.
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Ð åø å í è å. Ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî èìååì

H =
3

1
a
+ 1

b
+ 1

c

,

òàê ÷òî
1

a
+

1

b
+

1

c
=

3

H
. (6)

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì
ãàðìîíè÷åñêèì. Çàïèøåì

1

a+ b− c
+

1

a− b+ c
> 2

a
,

1

a− b+ c
+

1

−a+ b+ c
> 2

c
,

1

−a+ b+ c
+

1

a+ b− c
> 2

b
.

(7)

Âñå òðè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a+ b− c = a− b+ c = −a+ b+ c,

òî åñòü òîëüêî ïðè a = b = c.
Íà îñíîâàíèè (7) è (6) ïîëó÷àåì

w =
1

2

( 1

a+ b− c
+

1

a− b+ c

)
+

1

2

( 1

a− b+ c
+

1

−a+ b+ c

)
+

+
1

2

( 1

−a+ b+ c
+

1

a+ b− c

)
>

> 1

a
+

1

b
+

1

c
=

3

H
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = b = c = H.

ÇÀÄÀ×À 5. Ïóñòü çàäàíà ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà. Íàéòè íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = ab+ bc+ ca,

ãäå a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíè å. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

p = 1
2
(a+ b+ c), t = p− a, u = p− b, v = p− c.
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ßñíî, ÷òî t, u, v � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, ïðè ýòîì

t+ u = c, u+ v = a, v + t = b, t+ u+ v = p.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

t2uv + tu2v + tuv2 = tuvp = S2. (8)

Èìååì

w = ab+ bc+ ca = (u+ v)(v + t) + (v + t)(t+ u) + (t+ u)(u+ v) =

= (v + t+ u)2 + vt+ tu+ uv. (9)

Ïîêàæåì, ÷òî
(v + t+ u)2 > 3(vt+ tu+ uv). (10)

Íåðàâåíñòâî (10) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

v2 + t2 + u2 > vt+ tu+ uv,

êîòîðûå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1
2
(v2 − 2vt+ t2) + 1

2
(t2 − 2tu+ u2) + 1

2
(u2 − 2uv + v2) > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî òðèâèàëüíî. Îíî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà v = t, t = u, u = v, òî åñòü ïðè v = t = u.

Â ñèëó (9) è (10) ïîëó÷àåì

w > 4(vt+ tu+ uv), (11)

ïðè÷åì ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî�
ãäà v = t = u.

Òåïåðü åùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (10), çàìåíèâ â íåì v, t, u íà
vt, tu, uv. Çàïèøåì

(vt+ tu+ uv)2 > 3(t2uv + tu2v + tuv2). (12)

Íà îñíîâàíèè (11), (12) è (8) ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó íåðàâåíñòâó

w > 4
√
3S.

Ïðîìåæóòî÷íûå íåðàâåíñòâà (10) è (12) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = t = u, òî åñòü ïðè a = b = c. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî âåëè÷èíà w ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 4

√
3S, òîëüêî ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèÿ a = b = c = 2
√
S

4√3
.
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ÇÀÄÀ×À 6. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = sin2 α

2
+ sin2 β

2
+ sin2 γ

2
,

ãäå α, β, γ � óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíè å. Ôóíêöèÿ f(x) = sin2 x ñòðîãî âûïóêëà íà èíòåðâàëå (0, π
4
), òàê

êàê
f ′′(x) = 2 cos 2x > 0 ïðè x ∈ (0, π

4
).

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è óãëû α/2, β/2 è γ/2 ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (0, π
4
). Âîñ�

ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà. Ïîëó÷èì

sin2 α

2
+ sin2 β

2
+ sin2 γ

2
> 3 sin2

(
1

3

(α
2
+

β

2
+

γ

2

))
=

3

4
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
α = β = γ = π

3
.

ÇÀÄÀ×À 7. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = sinα · sin β + cosα + cos β

ïî âñåì α è β èç ïðîìåæóòêà [0, π
2
].

Ðåøåíè å. Ïåðåïèøåì ôîðìóëó äëÿ w â âèäå

w = sinα · sin β + (cosα) · 1 + 1 · (cos β).

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Ïîëó÷èì

w 6
√

sin2 α + cos2 α + 1 ·
√

sin2 β + 1 + cos2 β = 2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè
íåêîòîðîì t > 0 ñîâìåñòíû ñîîòíîøåíèÿ

sinα = t sin β, cosα = t, 1 = t cos β.

Îíè ãàðàíòèðóþò, ÷òî

sin2 α + 12 = t2(sin2 β + cos2 β) = t2 = cos2 α,

òî åñòü, ÷òî sin2 α + 1 = cos2 α. Íà îòðåçêå [0, π
2
] ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè

α = 0. Ïî α = 0 âû÷èñëèì t = 1 è β = 0.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî 2 è äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåí�

íîì ñëó÷àå, êîãäà α = β = 0.
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ÇÀÄÀ×À 8. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
( 1

b1
+

1

b2
+ . . .

1

bn

)
(1 + b1)(1 + b2) . . . (1 + bn),

ãäå n > 2 è b1, b2, . . . , bn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ðåøåíè å. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì
1

b1
+

1

b2
+ . . .+

1

bn
> n

n
√
b1b2 . . . bn

. (13)

Äàëåå,

1 + bk =
1

n− 1
+

1

n− 1
+ . . .+

1

n− 1︸ ︷︷ ︸
(n−1) ðàç

+bk > n n

√
bk

(n− 1)n−1
,

òàê ÷òî
n∏

k=1

(1 + bk) > nn
n
√
b1b2 . . . bn

(n− 1)n−1
. (14)

Ïåðåìíîæèâ (13) è (14), ïîëó÷èì

w > n2
( n

n− 1

)n−1

.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
b1 = b2 = . . . = bn = 1

n−1
.

ÇÀÄÀ×À 9. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
( n∑

k=1

ak

)2

+
n∑

k=1

(ak + bk)
2

ïðè óñëîâèè, ÷òî

b1 + b2 + . . .+ bn = 1.

Çäåñü a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ðåøåíè å. Äëÿ ëþáîãî ïëàíà äàííîé çàäà÷è â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿ�
êîâñêîãî èìååì

1 = (b1 + b2 + . . .+ bn)
2 =

=
[
1 · (b1 + a1) + 1 · (b2 + a2) + . . .+ 1 · (bn + an)+

+(−1) · (a1 + a2 + . . .+ an)
]2

6

6 (n+ 1)
[
(b1 + a1)

2 + (b2 + a2)
2 + . . .+ (bn + an)

2+

+(a1 + a2 + . . .+ an)
2
]
.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

w > 1

n+ 1
. (15)

Íåðàâåíñòâî (15) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîâìåñòíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

bk + ak = t ïðè k ∈ 1 : n,

a1 + a2 + . . .+ an = −t,

b1 + b2 + . . .+ bn = 1.

(16)

Îáîçíà÷èì S = a1 + a2 + . . .+ an. Ñîãëàñíî (16), èìååì t = −S,

1 =
n∑

k=1

bk =
n∑

k=1

(t− ak) = nt− S = −(n+ 1)S.

Ïîëó÷àåì

S := a1 + a2 + . . .+ an = − 1

n+ 1
; (17)

t =
1

n+ 1
; bk =

1

n+ 1
− ak, k ∈ 1 : n. (18)

Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî 1
n+1

è äîñòèãàåòñÿ íà ëþáîì
âåêòîðå (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn), êîìïîíåíòû ak êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (17), à êîìïîíåíòû bk âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (18).

ÇÀÄÀ×À 10. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
a1b1

a1 + b1
+

a2b2
a2 + b2

+ . . .+
anbn

an + bn

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

a1 + a2 + . . .+ an = A, b1 + b2 + . . .+ bn = B,

a1 > 0, a2 > 0, . . . , an > 0, b1 > 0, b2 > 0, . . . , bn > 0.

Çäåñü A è B � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Ðåøåíè å. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ñïðà�
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

akbk
ak + bk

6

( n∑
k=1

ak

)( n∑
k=1

bk

)
( n∑
k=1

ak

)
+
( n∑
k=1

bk

) . (19)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå tk = bk
ak
, k ∈ 1 : n. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (19) â

òåðìèíàõ ak è tk. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî bk = tkak, ïîëó÷èì

n∑
k=1

aktk
1 + tk

6

( n∑
k=1

ak

)( n∑
j=1

ajtj

)
n∑

j=1

aj(1 + tj)
.

Ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè:

n∑
k=1

n∑
j=1

akaj
tk(1 + tj)

1 + tk
6

n∑
k=1

n∑
j=1

akajtj. (20)

Ñðàâíèì ñëàãàåìûå ñ èíäåêñàìè (k, j) â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ íåðàâåí�
ñòâà (20). Ïðè k = j ýòè ñëàãàåìûå ðàâíû. Ïóñòü k ̸= j. Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà
ñëàãàåìûõ ñ èíäåêñàìè (k, j) è (j, k) èç ëåâîé ÷àñòè íå ïðåâîñõîäèò àíàëîãè÷�
íîé ñóììû èç ïðàâîé ÷àñòè. Äåëî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà

tk(1 + tj)

1 + tk
+

tj(1 + tk)

1 + tj
6 tj + tk. (21)

Âûïîëíèì íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà:

tk

(
1− 1 + tj

1 + tk

)
− tj

(1 + tk
1 + tj

− 1
)
> 0,

tk

(tk − tj
1 + tk

)
− tj

(tk − tj
1 + tj

)
> 0,

(tk − tj)
( tk
1 + tk

− tj
1 + tj

)
> 0,

(tk − tj)
2

(1 + tk)(1 + tj)
> 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàêëþ÷èòåëüíîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî. Çíà÷èò, ñïðàâåäëè�
âû íåðàâåíñòâà (21) è (20), ïðè÷åì îíè âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå tk ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Èç (20) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (19). Îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bk = tak ïðè íåêîòîðîì t > 0 è
âñåõ k ∈ 1 : n.

Íåðàâåíñòâî (19) ïîçâîëÿåò ëåãêî ðåøèòü çàäà÷ó 10. Ñîãëàñíî (19) äëÿ
ëþáîãî ïëàíà çàäà÷è 10 èìååì

w 6 AB

A+B
.
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Êðèòåðèåì îáðàùåíèÿ íåðàâåíñòâà â ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå bk = tak,
k ∈ 1 : n. Êîíñòàíòó t îïðåäåëèì èç îãðàíè÷åíèé çàäà÷è 10. Ïîëó÷èì t = B

A
.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî AB
A+B

. Îïòèìàëüíûì áóäåò
ëþáîé ïëàí (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn), êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñâÿçàíû ñîîòíî�
øåíèåì

bk =
B
A
ak, k ∈ 1 : n.
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