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Для систем линейных равенств и неравенств доказаны новые теоремы об альтернативах, ко
торые дали возможность построить ряд эффективных численных методов. Эти методы ис
пользованы для нахождения нормальных решений линейных систем равенств и неравенств, 
для построения разделяющих гиперплоскостей, для коррекции несовместных систем, для 
решения задач нелинейного программирования (НЛП), существенно упрощая реализацию 
метода наискорейшего спуска. Из приведенных теорем как частный случай следуют теоремы 
об альтернативах Фредгольма, Фаркаша, Гейла, Жордана, Штимке и др. Библ. 21. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Существуют различные варианты теорем об альтернативах (см., например, [1]—[10]), приме
нявшиеся в основном для доказательства теорем существования, вывода условий экстремума в 
задачах оптимизации. В данной работе приводятся конструктивные доказательства новых тео
рем об альтернативах, ориентированные на построение новых вычислительных методов. Эти 
доказательства дают возможность вычислять нормальные решения систем линейных равенств и 
неравенств, находить направление наискорейшего спуска в задачах НЛП, строить разделяющие 
гиперплоскости, производить коррекцию несобственных задач, конструировать новые алгорит
мы решения задач линейного программирования и т.д. 

Для заданной линейной системы строится альтернативная система, размерность переменных 
которой равна числу равенств и неравенств в исходной системе (исключая ограничения на знак 
переменных). Метод решения исходной разрешимой системы состоит в минимизации невязки 
альтернативной несовместной системы. По результатам этой минимизации определяется нор
мальное решение исходной системы (решение с минимальной евклидовой нормой). Благодаря 
различию размерностей переменных альтернативных систем переход от исходной совместной 
системы к минимизации невязки альтернативной несовместной системы может оказаться весьма 
целесообразным. Эта редукция может привести к задаче минимизации по переменным меньшей 
размерности и дает возможность получить нормальное решение исходной системы. 

Из приведенных в работе результатов как частный случай следуют многие известные теоре
мы об альтернативах (Фредгольма, Фаркаша, Гейла, Жордана, Штимке и др.). Н о авторы счита
ют, что главным в статье являются результаты, открывающие новые вычислительные возмож
ности применения теорем об альтернативах. С их помощью в разд. 2 предложен новый метод ре
шения систем линейных равенств и неравенств, находящий нормальное решение, в разд. 3 
существенно упрощены расчеты в методе наискорейшего спуска, в разд. 4 получены простые 
формулы коррекции несобственных систем, в разд. 7 найдены расчетные формулы построения 
семейства разделяющих гиперплоскостей, а также построены новые методы решения задач ли
нейного программирования (см. [17]). 

Приведенные в этой статье доказательства теорем существенно опираются на теорию двой
ственности. Данная работа является дальнейшим развитием результатов авторов (см. [16]—[19]). 
Доказательство теорем об альтернативах, основанное на минимизации невязок систем, впервые 
было предложено в [5]. Отметим также работы [8] и [20], [21], в которых теоремы об альтерна
тивах применяются для построения численных методов. 

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 01-01-00804), по программе государственной 
поддержки ведущих научных школ (код проекта 00-15-96080) и при частичной финансовой поддержке Программы 
Президиума РАН "Математическое моделирование". 
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2. О С Н О В Н Ы Е Т Е О Р Е М Ы 
Пусть А (матрица т х п) задана в следующем виде: 

А = 

Здесь прямоугольные матрицы А п , А 1 2 , А 2 1 , А 2 2 имеют, соответственно, размеры: т1 х n l 9 ml х и 2 , 

т 2 х пъ т2 х я 2- Пусть векторы х е IR", z, и, b е Um имеют разбиение х т = [х[, х 2 ], z T = [z[, z 2 L 

иТ = [и],и2ЪЬг = [ЬТ

1,ЬТ

2Ъщех1е Rn\x2e Rn\ п = щ + п2, zu щ, bx е Rm\z2,ubb2e Rm\m = m1 + 
+ m 2 . Предполагается, что матрица А и вектор b ненулевые. 

Введем вспомогательные множества Пх ={[хь х2] : хх е R+

l ,х2е R 2 } , Tlz ={[zi, z2] : Zi € IR+1, 

z 2 e R m 2 } , П м = { w 2 ] : G [R+1, w2 e IR"*2}. Определим вектор we Rn + \ представимый в виде 

w T = [w\ , w 2 , w 3], где w x € IR"1, w2 e [R*2, w3 e Rl, и вспомогательное множество П^ = {[w1? w 2, >v3]: 

: w x e [R+1, w 2 e R"2, w3 e R1}. Выражение ||a|| обозначает евклидову норму вектора а, а выра

жение \\a\\i = Х" = ! - первая норма вектора а е Rn. 
Рассмотрим систему линейных равенств и неравенств 

А ц * 1 + Anx2>bl9 А21хх + А22х2 = Ъъ х^О^. (I) 

Эту систему можно рассматривать как допустимое множество в задаче линейного программи
рования о минимизации с тх, где с = 0п. Для этой задачи выпишем двойственную, в которой ищет
ся максимум Ьти на допустимом множестве, определяемом линейной системой равенств и нера
венств 

AjiZi + A 2 1 z 2 < 0Я1, A\2zx + A 2 2 z 2 = 0 П 2 , zx > 0Щ. (I)' 

Систему (I)' назовем сопряженной к системе (I). 
Зададим систему 

Ат

пщ + A 2 1 w 2 < 0 W i , 'Ai 2 ui + Ат

22и2 = 0„2, b iM 1 + b 2 w 2 = p, Mi>Omi. (II) 
Здесь р > 0 - произвольное фиксированное положительное число. Условие Ь\щ + b\u2- р ис
ключает тривиальные решения сопряженной системы (I)'. 

Для системы (II) сопряженная система имеет вид 

Anwx + Al2w2 - b{w3 > 0 m i , A21w{ + A22w2 - b2w3 = 0Щ9 wx > 0^ . (II)' 

Множества решений систем (I), (I)', (II) и (II)' обозначим, соответственно, через X, Z, U и W. 
Если системы (I) или (II) разрешимы, то будем, соответственно, писать X Ф 0 или U Ф 0 . В отли
чие от (I) и (II), сопряженные системы (I)' и (II)' всегда имеют решения, так как 0 m е Z и 0 n + х е W. 
Из вида системы (II) следует, что если она разрешима или не разрешима при некотором р = рх > О, 
то это свойство сохранится и при любом другом р = р 2 > 0. 

Через pen(x, X) обозначим штраф, вычисленный в точке х е Пх за нарушение условия х е X. 
По определению штрафной функции, если х е Их, то pen(jc, X) = 0 тогда и только тогда, когда 
х е X. Аналогично введем обозначение pen(w, U). Если ие П м , то pen(w, U) = 0 тогда и только тог
да, когда ие U. 

В качестве штрафов будем использовать евклидову норму векторов невязок систем (I) и (II), 
т.е. 

2 2 1 / 2 

pen(x, X) = [\\(bl - Аихг - Al2x2)+\\ + ||Z?2 - А21хх - А22х2\\ ] , 

pen(w, U) = [((Anii! + Ат

21и2)J2 + ^ А ^ + А 2 2 и 2 ) | | 2 + (р - Ь]щ - Ьт

2и2)2]Ш. 

Здесь а+ - неотрицательная часть вектора а, т.е. /-я компонента вектора а+ совпадает с /-й ком
понентой вектора а, если она неотрицательна, и равна нулю в противном случае. 

An А 2 2 

_A2i А 2 2 
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Для проверки разрешимости той или иной системы и нахождения соответствующего решения 
будем использовать методы безусловной минимизации, примененные к любой из следующих 
задач: 

1г = min[pen(;c, Х)] 2 /2, (1) 
хеПх 

/ 2 = min[pen(w, U)]2/2. (2) 
U Е П М 

Строго говоря, (1) и (2) не являются задачами безусловной минимизации, так как в них при
сутствуют ограничения на знаки компонент векторов ххкщ, однако поскольку большинство ме
тодов безусловной минимизации с помощью простейших модификаций могут учитывать нали
чие ограничений на знак переменных, то сохраним за (1) и (2) этот термин. Задачи (1) и (2) всегда 
разрешимы, так как квадратичные целевые функции ограничены снизу нулем на непустых до
пустимых множествах Пх и П м . 

Две системы называются альтернативными, если разрешима одна и только одна из них. Раз
решимость или неразрешимость системы можно характеризовать скалярной величиной - мини
мальной невязкой системы, полученной из решения задачи (1) или (2). Поэтому альтернатив
ность систем можно определять через решение этих задач. Пусть х* е Пхии* е П и - произволь
ные решения задач (1) и (2) соответственно, т.е. Ix = [реп(лс*, Х)]2/2 и / 2 = [pen(w*, U)]2/2. Тогда для 
систем (I) и (II) имеет место следующая 

Лемма 1 (критерий альтернативности). Системы (I) и (II) альтернативны тогда и только 
тогда, когда выполнены следующие условия: 

реп(;с*, X)pen(a*, U) = О, pen(jc*, X) + pen(w*, U) > 0. (3) 

Доказательство. Из первого соотношения в (3) следует, что по крайней мере одна из систем 
(I) или (II) разрешима. Второе соотношение в (3) показывает, что по крайней мере одна из систем 
неразрешима. Вместе оба соотношения утверждают, что системы (I) и (II) альтернативны. 

Лемма 2о Системы (I) и (II) не могут быть одновременно разрешимы. 
Доказательство. Предположим обратное, пусть существуют х* - решение системы (I) и и* -

решение системы (II). Тогда подставим в (I) решение х* и скалярно умножим первое неравенство 
в (I) на и* , второе равенство - на и*. После сложения результатов и простейших преобразова
ний получим 

xfT(AT

nu* + АТ

21и2) + х$Т(А]2и* + AT

22u2)>b\u* + bT

2u2. 

Согласно (II), левая часть этого неравенства неположительна, а правая часть строго положи
тельна, так как АТ

пи* + A 2 1 w* < 0 n i и Ь\ и* + b\u2 = р > 0. Приходим к противоречию. Следо
вательно, системы (I), (II) не могут одновременно быть совместны, для них выполнено второе ус
ловие в (3). Лемма доказана. 

Первое условие из (3) будет доказано ниже в теореме 3. Среди альтернативных к альтерна
тивной системе (II) содержится исходная задача (I). Действительно, система, альтернативная к 
(II), имеет вид 

Anwx + Al2w2 - bxw3 > 0Щ9 A2lw{ + A 2 2 w 2 - b2w3 = 0Щ, pw>3 = p\ wx > 0 W i , (4) 

где p ? > 0 - произвольное положительное число. Поэтому w3 = р'/р > 0. Сделав в (4) замену 
Х\ - w{/w3, х2 = w 2/w 3, придем к исходной системе (I). 

Введем следующие две задачи квадратичного программирования: 

/? = max{fc T z- |k l | 2 / 2} , (5) 
zeZ 

I2 = max{pw 3 - | |w| | 2 /2}. (6) 
we w 

В отличие от систем (I), (И), которые могут быть совместны или несовместны, задачи (1), (2), 
(5), (6) всегда имеют решения. Причем задачи (5) и (6) имеют единственные решения, так как в 
них допустимые множества Z и W непусты и строго вогнутые квадратичные целевые функции 
ограничены сверху (см. ниже формулу (32)). 
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Формально задачи безусловной минимизации (1) и (2) не имеют функцию Лагранжа и, следо
вательно, для них нельзя непосредственно построить двойственные задачи. Тем не менее с помо
щью введения дополнительных переменных можно построить искусственные ограничения и по
лучить эквивалентные задачи нелинейного программирования, для которых определены двой
ственные задачи. 

Лемма Зо Двойственные к задачам (5) и (6) являются задачи безусловной минимизации (I) и 
(2) соответственно. Задачи (1) и (2) сводятся к эквивалентным задачам условной минимиза
ции квадратичных функций, которые являются двойственными к (5) и (6) соответственно. 

Доказательство» Первое утверждение следует из традиционных представлений двойственных 
задач для задач квадратичного программирования (см., например, [6], [12]—[14]). 

Второе утверждение несколько нетрадиционно и основано на двухшаговом представлении за
дач (1) и (2). Такой прием был использован в [14], [15]. 

Введем вектор дополнительных переменных у е Шт

9 уТ = [у], у\ ], где ух е Ш 1 , у2 е U тако
вы, что 

У\ = bx-Axxxx-AX2xl9 у2 = Ь2-А2Ххх-А22х2. 

Тогда задача (1) заменяется эквивалентной задачей на условный минимум 

Ix = min / (у ) , (7) 
[x,y]eG 

где целевая функция и допустимое множество G имеют вид 

/ С У ) = | ( У 1 ) + | | 2 / 2 + Ы 2 / 2 , 

G = {[х9у] : Апхх + АХ2х2 + ух = bl9 А2Ххх +А22х2 +у2 = b29 х е Пх}. 

В отличие от множества Х9 множество G всегда непусто. 
Для задачи квадратичного программирования (7) определим вектор множителей Лагранжа 

z e П г и выпишем функцию Лагранжа: 

L(x9y9z) = f(y) + zT

x(bx- Ахххх- Al2x2-yx) + zl(b2-А2Ххх- А22х2-у2). 

Преобразуем ее к виду 

L(x,y9z) = / ( y ) - ^ ( A n Z i + A 2 1 Z 2 ) - A : 2 ( A l 2 ^ 1 + A 2 2 Z 2 ) + z I ( f c i - y 1 ) + Z2 ( f e2 -} ; 2) - (8) 

Введем двойственную функцию 

F(z) = min min L(x9 y9 z) (9) 

и рассмотрим двойственную к (7) задачу о нахождении 

maxF(z). 
ze П Г 

Необходимые и достаточные условия минимума в задаче (9) имеют вид 

LXi(x, у, z) = -A\xzx - A\xz2 > 0ni, D(xx)(AT

xxzx + AT

2Xz2) = 0Я1, xx > 0nr (10) 

LX2(x9y9z) = -A\2zx-A\2z2 = 0„ 2, (11) 

Lyi(x,y,z) = (yx)+-zx = 0 m i , Ly2(x9y9z) = y2-z2 = 0m2. (12) 

Здесь и ниже через D(z) обозначена диагональная матрица, у которой i-и диагональный элемент 
есть i-я компонента вектора г. 

При z £ П г из (12) имеем z = у. Подставим это соотношение в (8) и потребуем выполнения ус
ловия z е Z. Тогда, согласно определению (9) и условиям (10), (11), двойственная функция прини
мает вид F(z) = bTz - \\z\\2/2. Таким образом, приходим к задаче (5), которая является двойственной 
к (7) и, можно сказать, к (1). Итак, задачи безусловной минимизации (1) и квадратичного про
граммирования (5) можно назвать взаимно двойственными. Аналогично, задачи (2) и (6) в ука
занном смысле являются двойственными друг к другу. Лемма доказана. 
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ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 43 № 3 2003 

Для введенных задач справедлива теорема двойственности о равенстве оптимальных значе
ний целевых функций 

h = it, h = А- (i3) 

Проекцией точки х на непустое замкнутое множество X назовем точку Jc* е X, ближайшую 
к точке х, т.е. решение задачи 

/ = min||jc-jc|| = ||jt-jc*||. (14) 
ХЕ X 

Будем писать x* = рг(х, X), расстояние от точки х до множества X обозначим через dist(х, X) = 
= I * * - * | | . 

Теорема 1. Всякое решение х* задачи (1) определяет единственное решение z*T = [z*T, z*T] 
задачи (5) по формулам 

zf = (bi-A n *f-A 1 2 *£) + , z2* = b2-A2lx*-A22xl (15) 
и справедливы следующие утверждения: 

И 2 = л*, (16) 

Z * ± A J C * , z*±(fc-z*), (17) 

z* = pr(£,Z), ||z*| = pen(jc*,X), = dist(fe,Z), (18) 

[pen(jc*, Z ) ] 2 + [dist(Z>, Z ) ] 2 = ||fe||2. (19) 

Доказательство. В точке J C * необходимые и достаточные условия минимума задачи (1) запи
сываются в виде 

- А и (Ъх - Апх* - А 1 2 х 2 *) + - А 2 1 (fe2 - А 2 1 х * - А 2 2х 2*) > 0 n j , 

WHA^-An*?-^^^ = 0 V J t f > 0 n i , (20) 

A\2(bx- Апх* — Al2x*)+ + A22(b2 - A2lx* - А22х2) = 0„ 2. 

В формулах (20) введем обозначения 

zf ~ (b\ — Anxf — A 1 2 x * ) + , z* — b2 — A2lx* — A22x* (21) 

и покажем, что z*T = [zf T , z*T] является решением задачи (5). Необходимые и достаточные ус
ловия минимума (20) запишем в виде 

Anzf + A 2 1 Z 2 * ^ 0П], Al2zf + AT

22z2* = 0„2, (22) 

DOcf)(AllZf + А^2*) = 0Bi, xf > 0Bi. (23) 

Из (21) и (22) следует, что z* е Z. Умножив в (21) первое соотношение скалярно на zf , второе -

на zf , получим 

И Р = г Г ( ^ - А „ х Г - А 1 2 х 2 * ) + = zri^-A^t-A^) = biz?-x?Ar

uzt-x?A\2zt, 

1̂21 = z2{b2 — A2Xx* — A22x2) = b2z* — xfTA2iZ* — x*TA22z2. 
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(24) 

В (24) учтено, что, согласно (22) и (23), xfT(AT

nzf + A 2 1 z 2 *) + xp(A\2zx + A\2z2 ) = x*TATz* = 0. 
Таким образом, доказано равенство (16) и показано, что z*TAx* = 0, т.е. векторы z* и Ах* орто
гональны. Условие (16) можно переписать в виде z*Tfe* - b) = 0, откуда следует последнее ут
верждение в (17). 

Запишем функцию Лагранжа для задачи (5) в виде 

L( Z, х) = bTz - \\z\\2/2 - xT

x(AT

xxzx + A T

2 1z 2) - x\{A\2zx + A 2 2 z 2 ) (25) 

и приведем условия Куна-Таккера 

LZi(z, х) = Ъх - zi - Ахххх - АХ2х2 < 0Щ9 (26) 

D{zx){bx — zx — Ахххх - АХ2х2) = 0 m i , zx > 0 W i , (27) 

LZi(z,x) = b2-z2-A2Xxx-A22x2 = 0 m 2 , (28) 

LXi(z, x) = - (AnZ! + A\xz2) > 0 n i , xx > 0 n i , D(xx)(AT

xxzx + AT

2Xz2) = 0 W i , (29) 

LX2(z,x) = -(AT

X2zx + AT

22z2) = 0 П 2 . (30) 

Сравним необходимые и достаточные условия минимума (21)-(23) для задачи (1) с необходи
мыми и достаточными условиями оптимальности (26)-(30) для задачи квадратичного програм
мирования (5). Если в условиях Куна-Таккера (26)-(30) в качестве вектора х взять вектор х*9 а в 
качестве z вектор z*, определяемый в (21), то (29), (30) переходят в (22), (23). Легко видеть, что 
соотношения (21) обеспечивают выполнение условий (26)-(28). Таким образом, седловую точку 
[z *, х *] функции Лагранжа (25) составляют вектор z * - решение задачи (5) и вектор х * - решение 
задачи (1), причем между этими векторами имеется связь, задаваемая формулами (15). 

Из (5), (13) и (16) следует 

Ix = Id

x = ||z*||2/2 = [реп(х*,Х)] 2/2. (31) 

Отсюда получаем второе утверждение в (18). 
Задачу (5) преобразуем к эквивалентным задачам 

/? = max[- | | fc-z | | 2 + \\b\\2/2] = | | /7 | | 2/2-min| |fe-z| | 2/2. (32) 

Так как z* - единственное решение задачи (5), то приходим к выводу, что z* = pr(£, Z)n\\b- z*|| = 
= dist(Z?, Z), т.е. доказаны все утверждения (18). С учетом (16) имеем ||z*|| 2 + \\b - z*|| 2 = \\b\\2. От
куда следует (19). Теорема доказана. 

В теореме 1 утверждение (16) является следствием двойственности задач (1) и (5) (см. (13)). 
Формулы (15) позволяют выразить оптимальный вектор z* в задаче (5) через оптимальный век
тор х* задачи (1). Полученный из (15) вектор z* будем называть вектором минимальных невя
зок. Из (31) следует 

Критерий 1, Система (I) разрешима тогда и только тогда, когда вектор минимальных невязок 
z* равен нулю (задача (5) имеет нулевое решение). 

Вектор х*, удовлетворяющий необходимым и достаточным условиям минимума (20) для зада
чи (1), назовем псевдорешением системы (I). Если псевдорешение х* е X, то этот вектор х* яв
ляется решением системы (I). Такая терминология принята в методе наименьших квадратов. 
Аналогично, решение и* задачи (2) назовем псевдорешением системы (И). 

Анализ задач (2) и (6) аналогичен приведенному для задач (1), (5), однако есть некоторые от
личия. Поэтому относительно задач (2), (6) приведем теорему, аналогичную теореме 1. Пусть 
А = [-А, Ь] - матрица тх(п+ 1), вектор re + l имеет вид г т = [0^, р]. 

Складывая эти соотношения, находим 

- ( b - A x * ) T z * = bTz*. 
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w* = ( А > * + А 2 1 и 2 * ) + , w* = А > * + А 2 2и 2*, W 3 * = p-b\u*-b\u*2 (33) 

w справедливы следующие утверждения: 

1 И Г = Р^з*, (34) 

и>* ± А т и*, w* _L (г — w*), (35) 

w* = pr(r, W), ||w*|l = реп(и*,£/), | | r - w * | = dist(r, W), (36) 

[pen(w*, f / )] 2 + [dist(r, W)] 2 = ||H|2, (37) 

||w*|| < p, 0 < w * < p , | |wf | | 2 +| |vt ;* | | 2 <p 2 /4 . (38) 

Доказательство. Задача строго выпуклого квадратичного программирования (6) является за
дачей нахождения проекции вектора [0*, р] на непустое множество W, заданное системой линей
ных равенств и неравенств (II)'. Эта задача всегда имеет единственное решение, и для нее суще
ствует вектор множителей Лагранжа и е Rn. Приведем функцию Лагранжа для задачи (6): 

L(w, и) = pw 3 - ||и>||2/2 - u\(bxw3 - Anwl - Al2w2) - u2{b2w3 - A2lwx - A22w2). 

Для задачи (6) запишем необходимые и достаточные условия оптимальности (условия Куна-Так
кера), вычисленные в седловой точке [и>*, и*]: 

- w f + A l l M f + A T

2 l W * < 0 n i , D(wf)(-w* + AT

nuf + AT

2lu%) = 0 n i , w * > 0 n i , (39) 

-w* + AT

l2u*+AT

22u* = 0„2, (40) 

p-w%-b]uf -b\u% = 0, (41) 

Anw* + A 1 2w 2* - bxw$ > 0Щ, D(uf)(Anw* + A 1 2w 2* - = 0 m i , и* > 0Щ9 (42) 

A 2 1 wf + А22и>* - b2w% = 0 (43) 

Из условий (39)-(41) следует, что w* G 1 У И вектор и>* выражается через решение и* задачи 
(2) по формулам (33). Подставляя их в условия (42), (43), приходим к соотношениям 

Ап(АТ

пи? + А\хи2 ) + + Al2(A\2u? + A 2 2w*) - Ъх(р - b]uf - b\uf) > 0Wl, i*f > 0Wi, 

D ( M * ) [ A n ( A > * + A > 2 * ) + + A 1 2 ( A > * + A > 2 * ) - ftrfp - b]uf - bT

2u%)] = 0Wi, 

A 2 1(An««f + A 2 1 w * ) + + A 2 2 ( A i 2 w f + A 2 2 w * ) - f c 2 ( p - Z ?iW* - & 2 w * ) = 0 m 2 . 

Эти соотношения совпадают с необходимыми и достаточными условиями оптимальности задачи 
(2), вычисленными в точке и*. Итак, из условий Куна-Таккера и условий оптимальности задачи 
(2) следует, что в рассмотренной седловой точке [w*, и*] вектор w* - решение задачи (6) и и* -
решение задачи (2). 

Из равенства целевых функций прямой (6) и двойственной (2) задач с учетом соотношений 
(33) получаем (34). 

Доказательство соотношений (35)-(37) совершенно аналогично доказательству соотношений 
(17)—(19) в теореме 1. 
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Теорема 2 , Пусть и* т = [ufT, и*Т] - произвольное решение задачи (2). Тогда решение w* T = 

= [wf т , w* т , и>* ] задачи (6) выражается через решение и* задачи (2) формулам 
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При || w* || Ф О из (34) следует, что w* > 0. Рассмотрим (34) как квадратное уравнение относи

тельно w*: 

wf-pw* + \\w*f + \\w*\\2 = 0. (44) 

Из того, что || г|| = р и вектор w* - проекция г на W, следует первое неравенство в (38). Вторая 
оценка в (38) следует из условия неотрицательности свободного члена квадратного уравнения: 
w3 (р - w*) = \\w*||2 + | |и>21 | 2 > 0, а третья - из условия неотрицательности детерминанта квадрат
ного уравнения (44). Теорема доказана. 

Критерий 2о Система (II) разрешима (неразрешима) тогда и только тогда, когда задача (6) 
имеет нулевое (ненулевое) решение w*. 

Теорема 3<> Пусть J C * и и* - произвольные решения задач (1) и (2) соответственно, векторы 
минимальных невязок z* и и>* определяются по формулам (15) и (33). Тогда справедливы следу
ющие утверждения: 

1) системы (I) и (II) альтернативны, т.е. разрешима одна и только одна из них; 

2) если система (I) несовместна, то нормальное решение и* системы (II) и вектор мини
мальных невязок z* системы (I) коллинеарны и 

й* = рг* / |НГ , z* = р й * / | Н | 2 ; (45) 
3) если система (II) несовместна, то составляющие нормального решения х* т = [ х * т , х * т ] 

системы (I) имеют вид 

х* = wf/w*, J C * = w*/w*. (46) 

Доказательство» Из леммы 2 следует, что системы (I) и (II) не могут быть совместны одновре
менно. Покажем, что одна из них обязательно совместна. Рассмотрим каждый случай отдельно. 

Пусть X = 0 , тогда pen(jc*, X) Ф 0. Определяемый из (15) вектор z* е Zтаков, что ||z*|| ^ 0. Ум
ножим в первой формуле (45) левую и правую часть на Ь, учтем (16), получим /?ти* = р, поэтому 
и* е £/, следовательно, U Ф 0 . Покажем, что й* есть нормальное решение системы (И), т.е. яв
ляется решением задачи 

m i n M 2 / 2 . (47) 
ие U 

Запишем функцию Лагранжа для задачи (47) 

L(u, х) = ||и||2/2 + x[(A[iUx + A 2 1 w 2 ) + x\{A\2Ui + A 2 2 w 2 ) + jc3(p - Ъ\их - bT

2u2). 

Двойственной к (47) является задача 

max max max [рх3 - {{(b^ - Апхг - А 1 2 х 2 ) + | | 2 / 2 - \\b2x3 - А21хх - A 2 2 J C 2 | | 2 / 2 ] . (48) 

Приведем условия Куна-Таккера, вычисленные в седловой точке [и*, х* ], где w*T = [ufт, и2

 т ] -

решение задачи (47) и х* т = [ i f т , х2

 т , x* T ] - решение задачи (48): 

i«f + A n * f + A 1 2 a 2 * - M * ^ D(uf)(u*+Anx*+Al2x?-blx*) = 0, uf>0mi, (49) 

и* + ^ 2 1 * * + А 2 2* 2* - b2x* = 0 m 2 , (50) 

A ^ f + A ^ * ^ , D(x*)(AT

nu*+AT

21u*) = 0Я1, **>0Я1, (51) 

A l 2 u f + A ^ J = 0, 2 , (52) 

p - Z > > * - ^ 2 * = 0. (53) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 43 № 3 2003 



362 ГОЛИКОВ, ЕВТУШЕНКО 

Из (49) и (50) получаем, что и* - решение задачи (47) - связано с решением Jc* задачи (48) 
соотношениями 

и* - (Ьхх* - Апх* - Апх2)+> и 2 ~ Ь2х* - А21х* - А22х*. 

Используя эти соотношения, из равенств оптимальных значений целевых функций прямой зада
чи (47) и двойственной (48) имеем | |и*| | 2 = pjc* . Так как \]Ф 0 и и* е U, то | |и*|| Ф 0 в силу условия 
bTu* = р > 0. Поэтому имеем х* > 0. 

Сделав в (49)-(52) замену 

i-i — Л 3 4, , — Л 3 А } , Л 2 — Л2 

и сократив эти выражения на положительную величину Jc* , придем к условиям Куна-Таккера 

(26)-(30) для задачи (5), выполненным в точке [z*, J C * ] . Подставив и* = J C * Z * В (53), с учетом (16) 
получим 

p/Jc3*-feV = p/Jc 3*-||z*|| 2. 

Отсюда при х* = p/ | |z*| | 2 следует, что и* = jc* z* = pz*/||z*|| 2 = и*, т.е. нормальное решение сис
темы (II) выражается по первой формуле в (45). 

Из первой формулы в (45) следует р = ||и*|| ||z*||, z* = и* ||z*|| 2/p = й* р 2/(р| |и*| | 2) - pw*/||zi*|| 2, 
т.е. приходим ко второй формуле в (45). 

Пусть теперь U = 0 , тогда pen(w*, U) Ф 0. Определяемый из (33) вектор w* е W таков, что 
||и>*|| Ф 0. При этом в силу условия (34) имеем w* > 0. Из условий (42), (43) следует, что вектор 

х* = [ J C * , J C * ] с компонентами 

J C * = w*/w*, J C * = w*/w* (54) 

является решением системы (I). 

Пусть J C * - нормальное решение системы (I), т.е. является решением задачи 

min||jc||2. (55) 
ХЕ х 

Приведем функцию Лагранжа для этой задачи: 

L(x, |LL) = \\x\\2l2 + \l\{bl -Апхх- Al2x2) + \L2(b2 - A2ix{-A22x2)9 

и условия Куна-Таккера, вычисленные в седловой точке [Зс* , р*] , где x* T = [ x * T , х*т ] - решение 

задачи (55), р * т = [ р * т , р * т ] - оптимальный вектор множителей Лагранжа в задаче (55): 

xt-AT

llVit-AT

2lV$>0ni9 D(x*)Cxt-A]l[lf-AT

21ii*) = 0ni, xf>0ni, 

x2 ~ ^ 1 2 ^ 1 ~A22[i2 ~ Un2, 

by - Au~xf - A 1 2x 2* < 0 m i , DQitXby - An~xf - A 1 2x 2*) = 0 m , , Ц? > 0Wi, 

b2 - A2lx* - A22x* - 0 m 2 . 

Эти условия Куна-Таккера для задачи (55) можно получить из соотношений (39), (40), (42), 
(43), входящих в условия Куна-Таккера для задачи (6), если соотношения разделить на w* и обо
значить J C * = и>* /w* , J C * = w2 /w* , pf = щ /w* , p * = w*/w* . Таким образом, получаем, что век
тор J C * , определяемый составляющими (54), является нормальным решением системы (I). Тео
рема доказана. 
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Итак, теорема 3 сводит вопрос о разрешимости системы (I) или (II) к решению задачи мини
мизации невязки любой из этих систем. При этом если норма минимальной невязки оказалась 
ненулевой, то эта система несовместна и по этой невязке по простым формулам находится нор
мальное решение совместной системы. 

Если в задачах (1) и (2) использовать взвешенные невязки, то введенные при невязках коэф
фициенты должны быть учтены в обеих альтернативных системах и формулы (45), (46) пригод
ны для вычисления нормальных решений в этих видоизмененных системах. 

Возможны различные варианты представления альтернативной системы (II). Как следует из 
приведенных теорем, система, альтернативная к (I), получается из сопряженной системы (I)' пу
тем добавления условия, исключающего возможность тривиального решения задачи (5). Напри
мер, можно потребовать для решений сопряженной системы (I)' выполнения условия Ьти > 0 (как 
в лемме Фаркаша) либо условия bTu = 1 (как в теореме Гейла), и т.д. Если в системе (I) отсутст
вуют ограничения типа неравенств, то в теореме 3 на р достаточно наложить условие р Ф 0. 

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ Н А П Р А В Л Е Н И Я Н А И С К О Р Е Й Ш Е Г О С П У С К А 
В МЕТОДЕ В О З М О Ж Н Ы Х Н А П Р А В Л Е Н И Й 

Ниже будут рассмотрены различные системы, являющиеся частными случаями систем (I) и 
(II). З а этими системами сохраним обозначения (I) и (II), добавляя индексы, указывающие 
номера соответствующих разделов. 

Пусть не равен нулю вектор z* - решение задачи (5). Введем нормированные векторы 

Z n = z/||z*|| и z* = z*/||z*||. Определим допустимое множество нормированных векторов 

Z „ = {ZneUm:zneZ,\\zn\\ = l}, 
где Z - сопряженное множество (I)'. 

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу: 

/3 = max bTzn. (56) 
г** г* 

Теорема 4> Пусть - произвольное решение задачи (1), z* - решение задачи (5), определяе
мое по формуле (15); кроме того, ||z*|| Ф 0. Тогда решением задачи (56) является вектор 
z* =z*/\\z*\l причем 

/3 = bTz* = И . (57) 

Доказательства Из равенства оптимальных значений целевых функций взаимно двойствен
ных задач (1) и (5) следует, что 

1/2 = max[&Vlk*ll-| |zJ 2/2]. 
zneZ 

Так как Zn с Z, то имеем 

1/2 = maxffcVlHI -||zJ 2/2] > m a x [ Z > V H - ||zn||2/2] = max[bTzH/\\z*\\ - 1/2]. 
z n

 G z z„ e Zn zn e Zn 

Отсюда следует 

||z*||>maxfcTzn. (58) 

Если в качестве zn взять вектор z*/||z* ||, который принадлежит допустимому множеству Zn, то, 
согласно (16), неравенство (58) переходит в равенство. Теорема доказана. 

Задача вида (56) возникает в методе возможных направлений при решении задачи Н Л П 

min Л / 7 ) , Р = {р е Um : h(p) < 0 g(p) = 0 }. (59) 
реР 1 2 

З д е с ь / : I R m — ^ Ш\ h : Rm—^ I R * 1 , g : Um—- U"2, функцииД/?), h(p), g(p) непрерывно дифферен
цируемы, множество Р не пусто, задача (59) имеет решение. 
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Предположим, что фиксирована произвольная допустимая точка р е Р. Введем вектор мно
жителей Лагранжа х е Rn, хт = [х[, х\ ], где хх е [R+1, х2 е Ш*2

 9п = пх + п2,и определим функцию 
Лагранжа 

Цр, х) = f(p) + h\p)xx + g\p)x2. 

Введем условия дополняющей нежесткости 

x\h\p) = О, 1 <i<nx. (60) 

Компонента hl(p) вектора h(p) называется активной в точке ре Р, если hl(p) = 0. В силу (60), все 
компоненты вектора xi9 соответствующие неактивным компонентам вектора /г(р), равны нулю. 
Для простоты будем считать, что в функцию Лагранжа входит вектор h(p), все компоненты ко
торого активны. Приведем условия Куна-Таккера для задачи (59), вычисленные в точке [р, J C ] , 
где ре Р: 

Lp(j>, х) = fp{p) + hp(p)xx + gp(p)x2 = 0m, xx > 0 n i . ( I ) 3 

При фиксированном ре P эти условия относительно J C М О Ж Н О рассматривать как частный случай 
системы (I). 

Введем векторр } =р + xz, где т - длина шага, направление спуска z е Um, \\z\\ = 1. В задаче (59) 
линеаризуем целевую функцию и функции, задающие ограничения. Величину т считаем малой; 
отбрасывая члены высшего порядка малости, приходим к следующей задаче отыскания направ
ления наискорейшего спуска: 

U = m i n z 7 p ( p ) . Zn = {zeU: hT

p(p)z < 0n, gT

p(p)z = 0„2, ||z|| = 1} . (61) 

Если задача (61) имеет решением* и при этом / 4 < 0, то такое направление назовем направлением 
наискорейшего спуска. Это значит, что по крайней мере в линейном приближении можно "улуч
шить" точку р, взяв новый вектор р\ Тогда при достаточно малом шаге т вектор ру остается в до
пустимом множестве Р и Др') < j(p). Если задача (61) не имеет такого решения, то точку р невоз
можно локально улучшить. 

Чтобы воспользоваться ранее полученными результатами, будем считать, что hT

p (р) = А21, 

gT

p (р) = АТ

22, -fp(p) = Ъ2, остальные подматрицы матрицы А и вектор Ъх нулевые. Тогда система 
(II), альтернативная к (I), запишется в виде 

uThp(p)<0li9 ugp(p) = 0T

ni9 -ufp(p) = р > 0 . (П)з 

Если система (П) 3 разрешима, то, согласно теореме 3, ее нормальное решение имеет вид 
~* = p z * / | | z * | | 2 5 r ^ e z* = (р9 и вектор J C * находится из решения задачи безусловной мини
мизации (1), которая в данном случае записывается в виде 

Ix = min minn\\Lp(p, х)\\2/2. (62) 

Нормируем вектор и* , получим w* = z*/||z*|| = г* . Вектор z* принадлежит Zn, и согласно тео
реме 4 (см. формулу (57)) имеем / 4 = -I3 = - | |z*| | . Т.е. направление z* является направлением на
искорейшего спуска в линеаризованной задаче (61). Это направление существует тогда и только 
тогда, когда система (1)3 при фиксированном ре Ряс может быть разрешима относительно мно
жителей Лагранжа хх е , х2 е [R"2 задачи (59), т.е. 1Х > 0. 

Таким образом, для определения наискорейшего спуска нет необходимости решать задачу ус
ловной минимизации (61). Это направление находится из решения задачи безусловной миними
зации (62). 

Отметим, что такой подход особенно эффективен, когда п - количество активных ограниче
ний в точке р е Р - много меньше размерности вектора р, так как минимизация в задаче (62) ве-
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дется в «-мерном пространстве. В точке р' переопределяется набор активных ограничений, ко
торый по-прежнему обозначается через hip). 

4. З А Д А Ч И П Р О Е К Т И Р О В А Н И Я И К О Р Р Е К Ц И И 

Приведем геометрическую интерпретацию полученных результатов. Из (16) следует, что 
вектор невязки z * ортогонален вектору Ъ - z *. Поэтому три точки: начало координат в Rm, точки 
z* и Ъ - образуют прямоугольный треугольник, у которого вектор Ъ определяет гипотенузу, век
тор z* - катет длиной, равной реп(лс*, X), вектор b-z*- второй катет длиной dist(&, Z). Из теоре
м ы Пифагора следует (19). Пусть Ь1 - проекция вектора b на множество Z. Тогда ортогональный 

к нему вектор Ы = b - b1 образован из двух составляющих:b\ = Ъх - (Ь{ - Апх* - А 1 2 х * ) + и 

b\ = A 2 i j c f + A 2 2 J C * . Из (16), (17) следует, что для bf 1 b\ и b2 1 b\ формулы (18) примут вид 

z* = b1 = pr(fc,Z), I fo 1 ! = pen(x*,X), И = dist(fc,Z). (63) 

В этих обозначениях соотношения (16) и (19) становятся совершенно очевидными: Н ^ Н 2 = 
= И ^ Н 2 , I Ib L \ \ 2 + llb'41 2 = | |Ь| | 2 . Если Z - линейное подпространство, то Ь1 - проекция вектора U на Z, 
a - проекция b на ортогональное дополнение к Z. 

Аналогично, в теореме 3 имеем 

w* = г1 = pr(r, W), И | = реп(и*, £/), г" = г - г 1 , И = dist(r, W). (64) 

Из теорем 2 и 3, формул (63) и (64) следует, что условия (3) критерия альтернативности мож
но представить в виде 

1 И 1 И 1 = И Н М 1 = о, и + и = и + и > о . 
Таким образом, системы (I) и (II) альтернативны. 

Из теоремы 1 следует, что ||z*|| < \\b\\, bTz* ^ 0. Вектор z* лежит в полусфере с центром в на
чале координат пространства [Rm и с радиусом, равным \\Ь\\, причем z* лежит в той половине сфе
ры, где вектор z* образует острый угол с вектором Ь. Очевидно, что векторы г 1 и г" лежат в сфе
ре радиуса р с центром в начале координат пространства Rn+ . 

Рассмотрим задачу (14) о проектировании точки х е Rn на непустое множество X. Согласно 
теореме 3, нормальное решение системы (I) есть проекция начала координат на множество 
X: х* = pr(0 n, X). Сделав в (14) замену переменных у = х - х, сведем ее к задаче проектирования 
начала координат на "сдвинутое" множество 

X = { у 6 Шп : Any1 + Al2y2>bhA21yl + A22y2 = bbyi>-xl}, (65) 

где hi = bl-Anxl -А12х2 иЬ2 = b2-A2lxl -А22х2. 

Задача (14) примет вид 

J = min||y|| = | И 1 = \Ы0п,Х)\\. (66) 
y<Z X 

Между решениями задач (14) и (66) есть простая связь: 

Jc* = pr(x, X) - х + у*. (67) 

Аналогично можно показать, что если U Ф 0 , то нормальное решение системы (II) есть 
и* = pr(0 w , U) и 

й* = рг(й, U) = й+ v*, (68) 

где v * = рг(0„, U)9U ={ ve Um : АТ

п vx + А 2 1 v 2 < dl9 А\2 vx + А 2 2 v2 = d2, b] vx + b\ v2 = d3, vx >-щ } 

wdi= -Ат

п tix - A 2 1 u2,d2--A\2 щ - A 2 2 u2, d3 = p -b\ ux -b\u2. 
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В [11], [12] ставятся задачи оптимальной коррекции линейных несовместных (несобственных) 

систем. Применительно к системе (I) речь идет о нахождении такого вектора Ъ, чтобы при заме

не вектора ЬиъЬ-Ь несовместная система (I) становилась совместной (собственной) и при этом 

евклидова норма вектора Ъ была минимальна. 

Теорема 5. Пусть х* - произвольное решение задачи (1), z* - вектор минимальных невязок, 
вычисленный в точкех*. Тогда оптимальная коррекция системы (I) состоит в замене вектора 
Ъ на вектор b-z*. Псевдорешение л;* системы (I) является решением скорректированной сис
темы 

А ц - К х + А ^ г А21х1+А22х2 = b2-z%, х х > \ . (69) 

Согласно (63), составляющие вектора z* представимы в виде zf = bf, z* = b2, тогда b\ = 

= bx- bf, b\ < bx, b\ = b2 - b2 и (69) можно записать в виде 

Апхг + Al2x2 > b\, А21хг + А22х2 = b\, хг > 0 П 1 . (70) 

При замене b на Ы альтернативная система (II) становится несовместной и решение задачи ми
нимизации ее невязки согласно теореме 3 позволяет определить нормальное решение Зс* скор
ректированной системы (70). Итак, коррекция несовместной задачи (I) и нахождение нормаль
ного решения скорректированной системы (70) состоит в решении двух задач безусловной мини
мизации в Rw и [Rw. Для нахождения m-мерного вектора b = z* с минимальной евклидовой 
нормой решается задача безусловной минимизации (1) с п переменными, а для нахождения 
«-мерного нормального вектора Зс* - решения скорректированной системы (70) приходится ре
шать задачу безусловной минимизации (1) с п переменными. 

Можно предложить иной способ коррекции несовместной системы (I), при котором вместо 
приведенных двух задач безусловной минимизации решается только одна задача безусловной 
минимизации в пространстве [Rm. Задачу коррекции системы (I) с одновременным нахождением 
решения представим как задачу нахождения нормального решения совместной системы, кото
рая получена из системы (I) с помощью дополнительных переменных b\ е R+1, Ъг е R™2: 

Апх{ + Al2x2 + bi > bl9 A2lxx + А22х2 + b2 = b2, хг > 0 n i , b\ > 0 m r (71) 

Эта система всегда совместна. Поэтому альтернативная к ней система всегда несовместна и име
ет вид 

АТ

пщ +А1хи2<0Пх9 А\2щ + АТ

22и2 = 0„ 2, M i < 0 m i , и2 = 0Щ, 

b\ul + bT

2u2 = р > 0 , ux>0mi. 

Решив задачу минимизации невязки этой альтернативной системы 

min min [^Ап^ + A^xJ2 + \\А]2Щ + AT

22u2f + Ци̂ 2 + ||w2||2 + (Р - b\ux - bT

2u2)2]/29 

в соответствии с формулой (46) получим нормальное решение системы (71): 

if = (AT

nuf + A21w2*)+Av3*, ~х$ = A\2uf+A\2u$lw*9 

bf = u*/w*9 bt = utlw*, w3* = p-b]uf-bT

2u*. 
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5. С И С Т Е М Ы Л И Н Е Й Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
Рассмотрим частный случай, когда в (I) и (II) отсутствуют неравенства. Тогда система (I), оп

ределяющая множество X, имеет вид 

Ах = Ъ, (1) 5 

а альтернативная система, определяющая множество U, записывается в виде 

Ати = 0 n , bTu = рфО. 

Эту систему удобно представлять в виде 

Ати = г, (Н) 5 

где А = [-А, Ь]игт= [0т

п,р],рф 0. 
Из теоремы 3 следует альтернатива Фредгольма: всегда разрешима одна и только одна сис

тема: либо (1)5, либо (П) 5. 
Вектор Ъ разложим в сумму ортогональных векторов Ъ = Ш + Ь1, где U = pr(fc, imA), b1 = 

= (b, kerAT), Z = kerAT. Если | | = 0, то X Ф 0 и U = 0 . Если ||Hi * 0, то X = 0 и С/ * 0 . 
Для выявления разрешимости той или иной системы и одновременого нахождения решения 

разрешимой системы достаточно найти хотя бы один вектор х* или и*, решив любую из следу
ющих задач безусловной минимизации: 

min| | fc-Ax| | 2 /2 = | | £ -Ах*| | 2 /2 , min \\r-Wfll = \\r-AV|2/2. (72) 

Эти задачи можно рассматривать как метод наименьших квадратов, примененный, соответст

венно, к системам (1)5 и (П) 5. Из теорем 1-3 получим z* = b - Ах*, w* T = [w* T , w* ] = [г - А т и* ] , 

w* = ATw*, w* = р - Ь ти*. Необходимые и достаточные условия минимума в задачах (72), обычно 
называемые "нормальными уравнениями", имеют вид 

А > - А х * ) = 0„, A ( r - A V ) = 0 m . (73) 

Отсюда следует, что векторы невязок z* = bL е kerA T и и>* = г 1 е ker А . Векторы х*, и*, удовле
творяющие (73), являются псевдорешениями систем (1)5 и (П) 5 соответственно. 

Если ЦЬ1!! = 0, то X Ф 0 , U = 0 , & = Z?11, z* = 0 W , w3* * 0 и нормальное решение системы (1)5 вы
ражается формулой 

Зс* = AV/(p-bV), (74) 
где и* - псевдорешение системы (П) 5. Подставляя эту формулу в (1)5, после простых преобразо
ваний получаем 

(AAT + bbT)u* = pb. (75) 
Если \\ЬЦ\ Ф 0, то X = 0 , С/ ^ 0 и нормальное решение системы (П) 5 представимо в виде 

и* = p(Z?-Ax*)/| |fc-Ax*|| 2, (76) 
где х* - псевдорешение системы (1)5. Система (1)5, скорректированная по второй формуле в (69), 
представима в виде Ах = Ах* = Ы. Ее нормальное решение х* определяется по формуле (74), в ко
торой b = Ы\ aw* находится из второй задачи в (72) при b = UK Если у матрицы А ранг равен п, то 
скорректированная система имеет единственное решение х*, которое совпадает с ее нормаль
ным решением х *. 

Ниже потребуем, чтобы ранг матрицы А размера тхп был максимальным. Через А + обозна
чим (п х т)-матрицу, псевдообратную к А. Рассмотрим два специальных случая, когда задачи (1), 
(2), (5), (6) решаются аналитически. 

Случай 1. Пусть rankA = т . 
Тогда п > т, X Ф 0 , = 0 и U = 0 , А + = А Т(АА Т) - 1, АА+ = 1т, строки матрицы А линейно неза

висимы, (Ат)" = А+А - матрица л х п проектирования на imAT, ./„ - (Ат)" = (А 7 ) 1 - матрица проекти-
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рования на кегА. По теореме Кронекера-Капелли, rankA = rank А < rank[A T , г] = га + 1. Нормаль
ное решение х* системы (1)5 можно представить в различных формах: 

i * = A+b = A\AAT)lb = pr(O n,X) = (А т ) 'х , (77) 

где x - произвольный вектор из X. 

МатрицаА т имеет количество строк большее, чем количество столбцов. Поэтому ( А т ) + = 

= (А А )" А А, (А ) + А = / ш , (А )" = А (А ) + - квадратная матрица порядка п + 1 проектирования 
Л Т Л Т | Л Т и 

на im А , (А ) х = / л + х - (А )". Псевдорешение системы (П) 5 запишется в виде 

и* = ( A T ) V = (AAT)~lAr. (78) 

Вектор и* удовлетворяет скорректированной системе А т и* = г", где г" - проекция вектора г на 

подпространство im А т : 

г11 = pr(r, imA T) = (AT)V = A T (AA T ) _ 1 Ar. 

Вектор и>* - проекция г на ортогональное дополнение kerA к подпространству imA T . Действи
тельно, после ряда очевидных преобразований можно показать, что 

w* = (А*)1 г = г 1 . 

Определим квадратную порядка га невырожденную матрицу Ф = (А А т ) - 1 = (ААТ + bbT)~l\ тогда 
из(78)следует 

и* = рФЬ. (79) 

Эта формула следует также и из (75), если в (75) предположить, что матрица Ф существует. Под
ставляя (79) в формулу (74), получаем 

х* = АТФЬ/(1-ЬТФЬ). (80) 

Так как нормальное решение единственно, то можно приравнять выражения (77) и (80). В ре
зультате получим матричное тождество 

АтФЬ/(1-ЬтФЬ) = А\ААТ)~1Ь. (81) 

С помощью оптимального вектора множителей Лагранжа р * е Rm в задаче нахождения нор
мального решения совместной системы (1)5 представим (77) в виде 

5* = А т р* , р * = (ААТ)~1Ь. (82) 

Согласно формуле (80) имеем 

р * = ФЬ/(1-Ьти*). (83) 

Из (82) и (83) получаем тождество 

ФЪ = (1-ЬтФЬ)(ААт)~1Ь. (84) 

Обозначим через у наименьшее собственное значение матрицы ААТ. Так как rankA = га, то у > 0 
и из (82) получим 

у 1 И 2 < | Н 2 = р * т А А т р * = р* т й<| |й | | | | р* | , ( 8 5 ) 

1 Н < М / у , 1 И < 1 Н 1 / ^ . 

Пусть вектор х* - проекция х на X. Тогда из (67) имеем х* - х = pr(0„, X). Согласно (65), мно
жество X пред ставимо в виде X = {у е Rn: Ay = Ь }, где b = Ъ - Ах. Вместе с тем pr(0 n, X) - вектор 
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из X с наименьшей евклидовой нормой, поэтому, как в (77), получим 

x*-jc = A\AAT)~lb. (86) 

Аналогично (82), (85) имеем 

у | | Д * | | 2 < | И 2 = Д*ТААТД* = Д* Т £<| |Д* 

Jc* = А+Ь = АТД*, Д* = (АА Т)" Ь, 

1д*11<Ш1/у, 

dist(3c,X) = ||jc*-jc|| = (\LTb)m<\\b\\/Jy = pen(x,X)/Jy. (87) 

Формулы (86) и (87) записываются особенно просто, если т = 1, в этом случае £ е R1, матрица 
А является л-мерной вектор-строкой а т . Формула (86) задает проекцию вектора х на плоскость 
аТх = формула (87) определяет расстояние от х до этой плоскости, т.е. 

Jc* = x + a(b-ax)/\\a\\\ dist(Jc, X) = |&-a T Jc | / |H . (88) 

Если jc = 0 n , то x* = afc/||a||2, | |i*|| = \b\/\\a\\. 

Случай 2o Пусть rankA = n. 

Тогда л < m. Пусть £/ * 0 , = 0, тогда X = 0 . Так как столбцы матрицы А линейно незави
симы, то А + = (АТА) _ 1АТ, А+А = /„, А11 = АА+ - матрица m х m проектирования на imA, Im - А11 = А 1 -
матрица проектирования на ортогональное подпространство, т.е. на kerAT. Из теоремы Кроне-
кера-Капелли следует, что rankA = п + 1. Псевдорешение системы (1)5 и нормальное решение си
стемы (П) 5 запишутся в виде 

** = A+b, А + = (А Т А) _ 1 А Т , и* = A(ATA)"V = pr(Om, U) = (А Д, (89) 

где ие U. Вектор J C * удовлетворяет скорректированной совместной системе A J C * = где Z?" = pr(fc, 
imA) = A(ATA)~lATb - проекция вектора & на подпространство imA. Вектор z* - проекция вектора 
Ъ на kerА т - ортогональное дополнение к imA. Действительно, можно показать, что z * = ALb = b1. 

В (89) матрица АТА квадратная порядка п + 1, невырожденна и представима в блочном виде: 

АТА = АТА —АТЬ 

-bTA bTb 

С помощью формулы Фробениуса определим обратную матрицу и из (89) получим 

(А* А) г = рР -НАТЬ 

\ + $bTAHATb_ 

й* = (Зр[(1 + $bTAHArb)b-AHATb], 

(90) 

где Р = 1/|| ||2, Н = (АТА - $ArbbrA)-1 - квадратная матрица порядка п. Приравнивая формулы для 
й* из (76) и (90), получаем второе матричное тождество: 

- 1 

[1т-А(АтАУ АТ]Ь 

\[Im-A(ATA)~lAT]bf2 

= р[(1 + $bTAHATb)b-AHATb]. (91) 

После того как матричные тождества (81), (84) и (91) установлены, их справедливость можно до
казать и непосредственно, без привлечения теорем 1-3. 

4 ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 43 № 3 2003 
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Обозначим через Г| наименьшее собственное значение матрицы А*А, тогда из (89) следует 

й* = А^*, ^* = (ATA)~V, 

Л | 1 И 2 ^ 1 И 2 = ^ Т А Т А ^ * <£*V<||^*||/p, 

| | ^ | | < 1 / ( Р Л ) , 1 И 1 < 1 / ( Р ^ П ) , 

dist(w, U) = ||й*-й|| < | | г - А т й | | /лУг | . (92) 

Используя (68) и последнюю формулу в (89), получаем выражение для проекции вектора й на 
непустое множество U: 

и* = рг(й, U) = и + pr(0m , U) = й + А(АтА) V . 

6. СИСТЕМЫ Л И Н Е Й Н Ы Х Н Е Р А В Е Н С Т В 
Пусть система, определяющая множество X, имеет вид 

Ах>&, (1) 6 

где А - матрица m xn.be Rm, \\Ь\\Ф 0. Альтернативная система, определяющая множество [/, за
писывается в виде 

А* и = г, и>0т, ( Ц ) 6 

где, как и в разд. 5, расширенная матрица имеет вид А = [-А, Ь] и г т = [0^ , р], р > 0. 
Согласно теореме 3, совместна одна и только одна из систем (1)6 или (П) 6. Это утверждение 

для р = 1 известно как теорема Гейла. 
Введенные ранее множества принимают вид 

Z = {ze C , A T z = 0 n } , W = {we Un + l : A w < 0 m } , 

X = {ye Un :Ay = b = b-Ax}, U = {ve Um : A V = r = f-А'й}, 

pen(x, X) = | | ( £ -Ax) + | | , pen(w, £/) = ||r-ATw||. 

Векторы **, и* определяются из задач 

min||(fc-Ajc)+|| 2/2 = ||(fe-Ajc*) + | | 2/2, min | | r - A T J 2 / 2 = | | r - A V | | 2 / 2 . (93) 
jceR" W E С 

Необходимые и достаточные условия минимума в задачах (93) имеют вид 

А > - А х * ) + = 0 n , A ( r - A V ) < 0 w , D(w*)[A(r-AV)] = 0 m , w * > 0 m . 

Отсюда следует, что векторы минимальных невязок z* е ZHW* е W. 

Из теорем 1-3 получим z* = (b-Ax*)+, w*T= [w* т , w* ] = [r - AT w*]T, w* = ATw*, w* = p -bTu*; 

если X Ф 0 , то w* > 0 и нормальное решение системы (1)6 выражается следующим образом: 

х* = AV / (p -Z?V) . (94) 

При р = 1 эта формула была получена в [8]. Так как J C * е X, то из (94) вытекает аналог формулы 
(75): (ААТ + bbT)u*> pb. 

Если X = 0 , то z* > 0 m и нормальное решение системы (П) 6 представимо в виде 

и* = p(fc-Ajc*) +/| |(fe-Ajc*) + | | 2 = pbLl\bL\2. (95) 

Ниже потребуем, чтобы ранг матрицы А размера га х п был максимальным. Через А+ обозна
чим (п х т)-матрицу, псевдообратную к А. 

Случай 1о Пусть X Ф 0 . 

http://xn.be
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Тогда U = 0 . Решив задачу (2) (вторую задачу в (93)), из (94) определим нормальный вектор 
Зс* е X, поэтому Ах* > Ъ. Предположим, что в этой системе неравенств в точке х* первые s ус
ловий выполняются как равенства, остальные c = m-s- как строгие неравенства. В соответст
вии с этим разобьем матрицу А и векторы b, и:Ат= [AT

S, Ат

с ], Ьт = [ Ь], Ьт

с ], ит = [ и], и* ]. Рассмо
трим систему 

А,х = bs. (96) 

Пусть 5 < п и ранг А 5 равен s, тогда система (96) разрешима и ее нормальное решение, согласно 
(77), можно представить в виде 

х = А > , = p r ( O N , Xs), 

где A+

s - A] (ASAT

S ) _ 1 , Xs = {х е : А ^ = Так как х* = х , то получаем 

A V / ( p - f c V ) = А > * / ( р - * > * ) = A l ( A X ) " 1 ^ . 

Если все ограничения в точке Зс* оказались активными, то приходим к формулам предыдуще
го раздела. Если Ъ < 0 т , то Зс* = 0„. При Z? < 0 т в точке Зс* нет активных ограничений; кроме того, 
если r a n k A = га, то и* = 0 т . 

Рассмотрим задачу нахождения нормального решения х* = p r ( O N , X). Выпишем для этой зада
чи функцию Лагранжа L(x, р) = \\х\\2/2 + [iT(b - A J C ) И условия Куна-Таккера 

х* = А т р * , Ах* > Ь9 р* т (Ах* - 6 ) = 0, р* > 0 т . 

Представим оптимальный вектор множителей Лагранжа как р * т = [ р * т , р * т ], где р * = (ASAT

S )~lbs, 

р * = 0 С . Здесь для простоты считается, что первые s ограничений активны, т.е. АД* = bs, 

А с х* < bc. Тогда р* т АА т р* = \ifTAsAT

s р * . Пусть у - наименьшее собственое значение матрицы 

ASAT

S. Очевидно, что у < у, где у - наименьшее собственное значение матрицы ААТ. Согласно ус

ловию r a n k A = га имеем у > у > 0 и 

у||ц,*||2 < ц * т А А > * = ц * Ч > о, |H| < Ы/у, 

Для вычисления проекции вектора х на множество X воспользуемся результатами разд. 4: уч

тем, что здесь ц* = (АА Т) - 1 Ь , £ = b - Ах, и получим 

[dist(jc, X)? = lx* - х\\2 = [pr(jc, X ) ] 2 = [pr(0„, X) ] 2 = ii*\b - Ax) < 

< ||ц,*|| - A,*)+|| < \\(bs - Asx)+\\/y < \\(b - Ax)+\\fy. 

Оценки (87), (92) и (97) аналогичны неравенствам Хоффмана (см., например, [2], [3]). Заме
тим, что в полученных формулах есть существенные отличия. Во-первых, конкретизированы 
коэффициенты у, Г| и у, во-вторых, даны точные формулы для вычисления расстояния между 

х* и х, между й* и й. В приведенном изложении совершенно очевидны утверждения о том, что 
у, у не зависят от Ь, а Г| не зависит от г (см. теорему 10.1 в [3], лемму 35.5 в [2]). 

Слутай 2о Пусть X = 0 . 
Тогда ||z*|| * 0, система (1)6 несовместна, среди компонент вектора Ах* - b есть отрицатель

ные. Скорректированная система будет иметь вид 

Ax>b11 = Ь - ( 2 ? - А х * ) + . 
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Следовательно, если (Ь - Ах*У < 0, то (Ь]]У = Ъ\ т.е. i-я компонента вектора Ь не меняется. Если 
(Ь - Ах*)1 > 0, то (Ь11У = (Ах*У и вместо Ъ[ берется (Але*)1', что обеспечивает допустимость вектора 
х* в скорректированной задаче. 

7. З А Д А Ч А О РАЗДЕЛЯЮЩИХ ГИПЕРПЛОСКОСТЯХ 
Представим А, Ъ, и и z в виде 

, ь = , и = иг 

, Z = * 1 

Л h и2 52 
где Аи А2 - матрицы, соответственно, размеров кхп,1хп\ векторы Ъъ иъ zxe Ukn Ъъ иъ z2 G Ul; 
к + 1 = т. Считаем, что множество X состоит из двух непустых множеств 

Хх = {хе Un : Axx>bx}, Х2 = {хе Пп : А2х>Ь2} 

т а ю к , что Х1пХ2 = 0 . Поставим задачу об отыскании гиперплоскости, строго разделяющей Хх 

яХ2. 
Введем скалярный параметр а е [0, 1]. 
Теорема 6 (о семействе параллельных разделяющих гиперплоскостей). Пусть полиэдры Хх и 

Х2 непусты, их пересечение Х = ХгпХ2 = 0; решением первой задачи в (93) является х*9 вектор 
минимальных невязок z* = (b - Ах*)+ имеет своими составляющими zf - (Ьг - Агх*)+ и z2 = 
= (b2 -А2х*)+. Тогда верно следующее: 

1) семейство параллельных гиперплоскостей, разделяющих множества Хх и Х2, может быть 
представлено двумя эквивалентными формулами: 

( z f ) T ( A i * - & , ) + a | H | 2 = 0, (98) 

(z*)T(b2-A2x) + (a-l)\\z*\\2 = 0, (99) 

причем если 0 < a < 1, то эти гиперплоскости строго разделяют Хх и Х2; 
2) если в качестве а взять 

<х* = | | г Щ 2 / И 2 , (ЮО) 
то точка лежит на разделяющей гиперплоскости, соответствующей этому значению а; 

3) расстояние d между разделяющими гиперплоскостями, соответствующими а = 0 и а = 1, 
определяется по формуле 

d = \И\2/\Ш\\. 
Доказательство. Из теоремы 1 следует, что 

А\ = 0„, bTz* = И Г -

Умножая первое соотношение слева на произвольный вектор х е Шп и вычитая из него второе, 
получаем 

z*\Ax-b) + \\z*\\2 = 0. (101) 
Определим линейную функцию ф(х, а ) от переменной х е Ш и параметра а двумя эквивалент

ными способами: 

Ф(х,сс) = (zfy^x-b^ + aWz*!2, (102) 

Ф(х,сс) = (z2*)T(fc2-A2x) + (a- l ) | |z* | 2 . (103) 

Условие фОс, а ) = 0 при каждом фиксированном a G [0, 1] определяет гиперплоскость, разде
ляющую множества Хх и Хъ так как если a > 0 и х G ХЪ Т О , согласно (102), ф(х, а ) > 0, а если a < 1, 
х G Х2, то, согласно (103), имеем ф < 0. Таким образом, получено семейство параллельных гипер
плоскостей, которые при 0 < a < 1 строго разделяют Хх и Х2. 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 43 № 3 2003 
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Проекция Зс* точки J C * на разделяющую гиперплоскость (98) согласно (88) определяется по 
формуле 

Зс* = x* + Alzr[ (zf )> 1 -A 1 x*)-a | | z* | 2 ] / | |Alzf | 2 . 

Здесь (zf ) т ф х - Ахх*) - ||zf | | 2 . Поэтому если а задается формулой (100), то х* = х*, т.е. х* при
надлежит разделяющей гиперплоскости (98). 

Аналогично, подставляя а* из (100) в (99), учитывая, что 1 - a* = ||z*|| , получаем, что 
х* принадлежит разделяющей гиперплоскости (99). 

Обозначим через рг(а) проекцию начала координат на гиперплоскость (98). Тогда согласно 
(88) имеем 

pr(oc) = A l z f C a f ^ i - o c l l ^ P l / l l A l z f l l 2 . 

После простейших вычислений имеем d = ||рг(1) - рг(0)|| = ||z*|| 2/| |Aizf ||. Теорема доказана. 
Доказательство п. 1) теоремы 6 близко к доказательству теоремы Еремина (см. [2, теорема 

ЮЛ]), которое основано на использовании теоремы об альтернативах. В теореме из [2] разделя
ющая гиперплоскость в обозначениях настоящей работы представлена в следующих эквива
лентных видах: 

( w f ) T ( A i * - ^ i ) + p/2 = 0, ( i ^ ) T ( f c 2 - A 2 x ) - p / 2 = 0, 

где и* и м* - произвольное решение системы вида 

А\их + Ат

2и2 = 0„, Ъ\их + Ъ\щ = р > 0, их>0ь и 2 > 0 / . (Ю4) 

Таким образом, для построения разделяющей гиперплоскости согласно теореме 6 требуется 
решить задачу безусловной минимизации невязки несовместной системы (I) в пространстве 1R , а 
согласно теореме из [2] требуется решить совместную систему (104) с га неизвестными. 

8. Т Е О Р Е М Ы Ж О Р Д А Н А И ШТИМКЕ О Б А Л Ь Т Е Р Н А Т И В А Х 

Теорема об альтернативах Жордана утверждает, что разрешима одна и только одна из следу
ющих систем: либо 

A x > 0 m , (1) 8 

либо 

ATu = 0n, и>0т, \\и\\х>0. (П) 8 

Этот результат непосредственно не следует из теоремы 3. Преобразуем системы (1)6 и (П) 6 , по
ложив b = рет, где ет - единичный га-мерный вектор. Тогда системы (1)6 и (П) 6 примут вид 

Ах>рет, (I)* 

АТи = 0Я, и>0т, р\\и\\х = р . (П)8* 

Система (1)8 разрешима одновременно с системой (1) 8 , т.е. если разрешима система (1)8, то по ее 
решению х' можно определить параметр р, равный минимальной компоненте вектора Ах'. При 

этом р вектор х' удовлетворяет системе (1) 8 . Обратно: если система (1) 8 имеет какое-либо ре
шение, то очевидно, что это решение будет удовлетворять системе (1)8. Аналогично, если и - ре
шение системы (П) 8, то вектор и = иУЦи'И х есть решение системы (II)* . Справедливо и обратное. 
Итак, альтернатива в теореме Жордана может быть заменена на альтернативу, которая пред
ставлена системами (I)* и (II)* , задающими замкнутые множества. Поэтому, в отличие от (1)8 

и (И) 8, для альтернативных систем (1) 8 и (II)* могут существовать нормальные решения и их 
можно искать на основании результатов теоремы 3. 
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Заметим, что в последнем равенстве системы (II)* можно разделить обе части на р, однако 
при этом надо учесть сомножитель р 2 в выражении pen(x, X) = [| |А ти|| 2 + р 2 (1 - Н и У 2 ] 1 7 2 , чтобы 
обеспечить выполнение утверждения (46). Только после этого все результаты разд. 6 переносят-
ся на случай систем (1) 8 и (II)* . Формулы (94), (95), в частности, принимают вид 

х* = A V / [ p ( l - H l i ) L и* = p ( p e m - A x * ) + / | | ( p e m - A x * ) + | | 2 . 

Близкая по форме теорема об альтернативах Штимке утверждает, что разрешима одна и 
только одна из следующих систем: либо Ах > 0 m , ||Ах|| > 0, либо Ати = 0п,и>0т. 

Как и в случае теоремы Жордана, альтернативные системы в теореме Штимке можно заме
нить системами, для которых может существовать нормальное решение. Введем вектор допол
нительных переменных ^ е [Rm, тогда первую систему в теореме Штимке можно переписать в ви
де 

A * 4 = 0 m , IKIIi = P . ^ 0 т . (I)** 

Эта система разрешима одновременно с первой системой из теоремы Штимке. Система (I)** яв
ляется частным случаем общей системы (I) из разд. 2 и поэтому альтернативная к ней система 
примет вид 

АТи = 0 П , -и + ema < 0 т , р о = р > 0 . 

Эту систему можно переписать более кратко: 

Aru = On, и>ет. (II)** 
Система (II)** разрешима одновременно со второй альтернативной системой в теореме Штим

ке. К альтернативным системам (I)** и (II)** теперь может быть применена теорема 3. 

9. С И С Т Е М Ы Л И Н Е Й Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й С Н Е О Т Р И Ц А Т Е Л Ь Н Ы М И 
П Е Р Е М Е Н Н Ы М И 

Пусть система, определяющая множество X, имеет вид 

Ах = Ь. х > 0 „ , (1) 9 

где А - матрица т xn.be Rm. \\Ь\\Ф 0. Альтернативная система, определяющая множество U. за
писывается в виде 

АТи<0п, Ьти = р > 0 , (П) 9 

где р - произвольная фиксированная константа. 
Согласно теореме 3, совместна одна и только одна из систем (1)9 или (П) 9. Это утверждение 

при использовании в (П) 9 записи Ъти > 0 известно как лемма Фаркаша. 
Вектор х* или и* найдем из задач 

min \\Ь - Ах\\2/2 = \\Ь - Ах*|] 2/2, (105) 

min [||(Ати)+|Г + (р - Ьти)2]/2 = [||(А V ) + f + (р - Ьти*)2]/2. (106) 

Необходимые и достаточные условия минимума в задачах (105), (106) имеют вид 

-A T (Z>-Ax*)>0„ , £ > ( Х * ) [ А т ( 6 - А Х * ) ] = 0 И , х * > 0 „ , A ( A V ) + - Ь(р - Ьти*) = 0 m . 

Из теорем 1-3 и результатов разд. 4 имеем bL = z* = b - Ax*, Ы = Ax*, w* T = O f T , w* ], w* = 

= (ATw*)+, w3* = p-Z?Tw*. 
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Если X Ф 0 , то | |Ь Х | | = О, U = 0 , и>* > 0 и нормальное решение системы (1)9 выражается через 
решение задачи (106) следующим образом: 

х* = ( A V ) + / ( p - f e V ) . 

При этом из условия Зс* е X получаем аналог формулы (75): 

A ( A V ) + + ftfeV = р&. 

Если НЬ1!! * 0, то X = 0 , [/ Ф 0 , ||z*|| * 0 т и нормальное решение системы (П) 9 имеет вид 

w* = p(fe-Ajc*)/ | |b-Ax*| | 2 = р ^ / Ц ь 1 ! 2 , 

несовместная система (1)9 в результате оптимальной коррекции примет вид Ах = Ы\ х > 0п и тогда 
альтернативная к ней несовместная система запишется следующим образом: Ати < 0 П , (х*) тА ти = 
= р > 0 . 
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