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Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ïîèñêîì ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), íåðàâåíñòâ
(ÑËÀÍ), è çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), ìàòðèöû êî-
ýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ ïîäâåðæåíû îøèáêàì èëè çàäàíû ïðèáëè-
æåííî. Ïðè ýòîì ìàòðèöû îêàçûâàþòñÿ íåèçâåñòíûìè îáúåêòàìè,
òðåáóþùèìè îïðåäåëåíèÿ. Ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è â ¾îáðàò-
íûõ¿ çàäà÷àõ ïðè ãåíåðàöèè ìîäåëüíûõ ÑËÀÓ, ÑËÀÍ è çàäà÷ ËÏ
ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïåðâûì èçâåñòíûì èíñòðóìåíòîì èññëå-
äîâàíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ¾îñíîâíàÿ ëåììà¿
À.Í. Òèõîíîâà [1] î ìàòðèöå ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé (äà-
ëåå â òåêñòå äëÿ âåêòîðîâ è ìàòðèö îáîçíà÷àåìîé ñèìâîëîì ∥·∥),
ðàçðåøàþùåé ÑËÀÓ âèäà Ax = b ïðè çàäàííûõ âåêòîðàõ x è b.
Ïåðâîíà÷àëüíî ëåììà èñïîëüçîâàëàñü â çàäà÷å

Z(A, b, µ, δ) : ∥x1∥ → min
∥A−A1∥6µ, ∥b−b1∥6δ, A1x1=b1

(A1, b1, x1?),

íàçâàííîé À.Í. Òèõîíîâûì ðåãóëÿðèçîâàííûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÐÌÍÊ) [2], à çàòåì À.À. Âàòîëèíûì â çàäà÷àõ ìèíèìàëü-
íîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ [3].

Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü ðÿä ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ
è íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ¾èíñòðóìåíòàëüíîãî¿ è òåîðåòè÷åñêîãî õàðàê-
òåðà, ñâÿçàííûõ ñ ÐÌÍÊ è ìàòðè÷íîé êîððåêöèåé íåñîáñòâåííûõ
çàäà÷ ËÏ. Îãðàíè÷åííûé îáúåì òåçèñîâ íå ïîçâîëÿåò èçëîæèòü ìà-
òåðèàë ïîäðîáíî, íèæå ïðèâåäåíû òðè õàðàêòåðíûõ òåîðåìû.

Ïóñòü φ(·), ψ(·) � âåêòîðíûå íîðìû, ∥A∥φ,ψ , max
x ̸=0

ψ(Ax)
φ(x) � àä-

äèòèâíàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà, φ∗(x) , max
x ̸=0

|y⊤x|
φ(x) � íîðìà, äâîé-

ñòâåííàÿ ê íîðìå φ(·) îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ y⊤x,
D (x ̸= 0, φ(·)) ,

{
y
∣∣y⊤x = φ∗(y) · φ(x) = 1

}
� ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,

äâîéñòâåííûõ ê çàäàííîìó âåêòîðó x ̸= 0 îòíîñèòåëüíî íîðìû φ(·).

Òåîðåìà 1. Îáîáùåíèå ¾îñíîâíîé¿ ëåììû íà ∥·∥φ,ψ -íîðìû [4].

∀x ̸= 0, x ∈ Rn, b ∈ Rm ∃
⌢

A ∈ Argmin
Ax=b

∥A∥φ,ψ,
⌢

A = by⊤, y ∈ D (x, φ(·)),



||
⌢

A||φ,ψ = ψ(b)
φ(x) .

Òåîðåìà 2. Îáîáùåíèå ¾îñíîâíîé¿ ëåììû íà ïàðó ñîïðÿæåííûõ
ÑËÀÓ [5]. ∀x, v ∈ Rn, ∀u, b ∈ Rm

∣∣u⊤b = v⊤x = α ̸= 0

∃!Â = argmin
Ax=b,u⊤A=v⊤

∥A∥, Â = bx⊤

x⊤x
+ uv⊤

u⊤u
− α ux⊤

x⊤x·u⊤u
, ||Â||2 = ∥b∥2

∥x∥2 +

∥v∥2

∥u∥2 − α2

∥x∥2·∥u∥2 .

Òåîðåìà 3. Îáîáù¼ííàÿ (íà íîðìû, îòëè÷íûå îò åâêëèäîâîé) çà-
äà÷à ÐÌÍÊ

Z̃(A, b, µ, δ) : φ(x1) → min
∥A−A1∥φ,ψ6µ, ψ(b−b1)6δ, A1x1=b1

(A1, b1, x1?)

èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èìååò ðåøåíèå çàäà÷à R(A, b, µ, δ) : φ(x) → min

ψ(b−Ax)6µ·φ(x)+δ
.

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé îáåèõ çàäà÷ ñîâïàäà-
þò. Åñëè çàäà÷à Z̃(A, b, µ, δ) èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé,
òî ê íåìó ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x1 � ðåøåíèå çàäà÷è R(A, b, µ, δ), y ∈ D (x1, φ (·)), b1 = b− δ

ψ(b−Ax1)
·

(b−Ax1), A1 = A+ (b1 −Ax1)y
⊤.
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