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(Ïðåäèñòîðèÿ): Çàäà÷à î ìàòðè÷íîì ðåøåíèè ÑËÀÓ ñ
ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé

Îñíîâíàÿ ëåììà a

a[1] Òèõîíîâ À.Í. Î ïðèáëèæåííûõ ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1980. Ò. 20. � 6. Ñ.
1373-1383.

Äàíà ÑËÀÓ Ax = b ñ íåèçâåñòíîé ìàòðèöåé A ∈ Rm×n, x 6= 0.
∃!Â = argmin

Ax=b
‖A‖, Â = bx>

x>x
, ‖A‖ = ‖b‖

‖x‖ , ãäå

‖A‖ =

 m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
 1

2

, ‖x‖ =

 n∑
j=1

|xj |2
 1

2

.
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ÐÌÍÊ À.Í. Òèõîíîâà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ÑËÀÓ

A0, b0 � íåèçâåñòíûå ¾òî÷íûå¿ îáúåêòû, A, b � èçâåñòíûå
¾ïðèáëèæåííûå¿ îáúåêòû, ‖A0 − A‖ 6 µ, ‖b0 − b‖ 6 δ < ‖b‖,
µ, δ > 0 � àïðèîðíî èçâåñòíûå êîíñòàíòû (îäíîâðåìåííî íå
ðàâíûå íóëþ).

Íîðìàëüíîå ðåøåíèå ïðèáëèæåííîé ÑËÀÓ (ÐÌÍÊ)

Z (A, b, µ, δ) :‖x1‖ → min
A1x1=b1,‖A1−A‖6µ,‖b1−b‖6δ

(1)
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Ïîñòðîåíèå íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîé
ÑËÀÓ

Òåîðåìà î ñâåäåíèè ÐÌÍÊ ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1]

Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ñîâìåñòíàÿ ÑËÀÓ A1x1 = b1,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ‖A1 − A‖ 6 µ, ‖b1 − b‖ 6 δ,
òî ðåøåíèå ïðîáëåìû (1) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
ïàðàìåòðîâ è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x∗1 � ðåøåíèå çàäà÷è

R(A, b, µ, δ) : ‖x‖ → min
‖b−Ax‖=µ‖x‖+δ

, (2)

b∗1 = b − δ

‖b − Ax∗1‖
· (b − Ax∗1 ) ,

A∗1 = A+ (b∗1 − Ax∗1 ) ·
x∗>1
x∗>1 x∗1

.
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ À.Í. Òèõîíîâà äëÿ çàäà÷ ËÏ
Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è ËÏ a

a[2] Òèõîíîâ À.Í. Î íåêîððåêòíûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ
// Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1966. Ò. 6. � 1. Ñ. 81-89.

L : Ax = b, x > 0, c>x → min

LR : ‖Ax − b‖+ α((c>x)
2
+ λ

∥∥x − x0
∥∥)→ min

x>0

Óñòîé÷èâîå ðåøåíèå ïðèáëèæåííîé çàäà÷è ËÏ a

a[3] Àãàÿí Ã.Ì., Ðþòèí À.À., Òèõîíîâ À.Í. Î çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïðèáëèæåííûìè äàííûì // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è
ìàòåì. ôèç. 1984. Ò. 24. � 9. Ñ. 1303-1311.

L0 : A0x = b0, x > 0, c>x → min � òî÷íàÿ çàäà÷à ËÏ

L : Ax = b, x > 0, c>x → min � ïðèáëèæåííàÿ çàäà÷à ËÏ

LR : (c>x + λ
∥∥x − x0

∥∥)→ min
x>0,A1x=b1,‖A1−A‖6µ,‖b1−b‖6δ

� ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à ËÏ
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Ìàòðè÷íàÿ êîððåêöèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè
íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ (1983, À.À. Âàòîëèí, ... 2015,
Ì.Í. Õâîñòîâ, ...)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è∥∥[ H −h
]∥∥→ min

Ñèñòåìà (A+H)x=b+h, x≥0 ñîâìåñòíà
. (3)

Ïóñòü ϕ(z) = z>Dx
z>z

, y ∈ Argmin
z>0

ϕ(z).

Ñâåäåíèå (3) ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

inf
Ñèñòåìà (A+H)x=b+h, x≥0 ñîâìåñòíà

∥∥[ H −h
]∥∥2 = min

z>0
ϕ(z),

çàäà÷à (3) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ
òàêîé y , ÷òî yn+1 > 0. Ïðè ýòîì[
H∗ −h ∗

]
= −

[
A −b

] yy>

y>y
, x∗ = y−1n+1 · [y1 . . . yn]

> �

ðåøåíèå ñèñòåìû (A+ H∗) x = b + h∗, x ≥ 0.
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Îáîáùåíèå ëåììû Òèõîíîâà íà ñèñòåìó ñîïðÿæåííûõ
ÑËÀÓ

Çàäà÷à î ìàòðè÷íîì ðåøåíèè ñèñòåìû ñîïðÿæåííûõ ÑËÀÓ a

a[4] Åðîõèí Â.È. Ìàòðè÷íàÿ êîððåêöèÿ äâîéñòâåííîé ïàðû
íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Æóðí. âû÷èñë.
ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2007. Ò. 47. � 4. Ñ. 587-601.

Äàíî: x , v ∈ Rn, u, b ∈ Rm, x , u 6= 0.
Íàéòè: ìàòðèöó A ∈ Rm×n ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé,
ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

Ax = b, u>A = v>. (4)
Òåîðåìà î ìàòðè÷íîì ðåøåíèè ñèñòåìû ñîïðÿæåííûõ ÑËÀÓ

Ñèñòåìà (4) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A⇔
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå b>u = v>x = α. Ìèíèìàëüíîå ïî
åêâêëèäîâîé íîðìå ðåøåíèå åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

Â =
bx>

x>x
+

uv>

u>u
− α · ux>

x>x · u>u
.

Ïðè ýòîì
∥∥∥Â∥∥∥2 = ‖b‖2/‖x‖2+‖v‖2/‖u‖2 − α2/(‖x‖2 · ‖u‖2).
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Ìèíèìàëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ êîððåêöèÿ ñèñòåìû ñîïðÿæåííûõ
ÑËÀÓ c èçâåñòíûìè A, b, v íà çàäàííûå ðåøåíèÿ x 6= 0,
u 6= 0 òàêèå, ÷òî u>b = v>x = γ: (A+ H) x = b,
u> (A+ H) = v>, ‖H‖ → min.

Ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé ëåììû Òèõîíîâà

Ĥ = (b − Ax) x
x>x

+ u
u>u

(
v> − u>A

)
− α ux>

x>x ·u>u ,∥∥∥Ĥ∥∥∥2 = ‖b−Ax‖2

‖x‖2 +
‖v>−u>A‖2
‖u‖2 − α2

‖x‖2·‖u‖2 , α = γ − u>Ax .

Ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ âåêòîðèçàöèè ìàòðèöû H

~̂(x , u) =
[
X (x)
U(u)

]+ [
b − Ax
v − ATu

]
, ãäå X (x) =


x> 0 ··· 0

0 x>
. . .

...
...
. . .

. . . 0
0 ··· 0 x>

,
U(u) = [u1In · · · umIn], ~ ñîáðàí èç ñòîëáöîâ H, ¾+¿ �
ïñåâäîîáðàùåíèå, In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.
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Ìàòðè÷íàÿ êîððåêöèÿ äâîéñòâåííîé ïàðû
íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ

Ïóñòü L(A, b, c): Ax = b, x ≥ 0, c>x → max � ïðÿìàÿ çàäà÷à
ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, L∗(A, b, c): u>Ax ≥ c>, u>b → min
� äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ â îñíîâíîé ôîðìå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

‖H‖ → min
Çàäà÷è L(A+H,b,c), L∗(A+H,b,c) ñîáñòâåííûå

(5)

Ñâåäåíèå çàäà÷è (5) ê çàäà÷å ÌÏ, îáùèå óñëîâèÿ:

c>x = u>b = γ, d>x = 0, x ≥ 0, d ≥ 0.

� îáîáùåííàÿ ëåììà Òèõîíîâà:
‖b−Ax‖2

‖x‖2 +
‖c+d−A>u‖2

‖u‖2 − (γ−u>Ax)
2

‖x‖2·‖u‖2 → min
x ,d ,u

.

� âåêòîðèçàöèÿ:

∥∥∥∥[ X (x)
U(u)

]+ [
b−Ax

c+d−ATu

]∥∥∥∥2 → min
x ,d ,u

.
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Äîñòàòî÷íîñòü êîððåêöèè ÄÎ çàäà÷è ËÏ äëÿ å¼
ñîáñòâåííîñòè*

inf
Ñèñòåìà (A+H)x=b, x≥0 ñîâìåñòíà

‖H‖ äîñòèãàåòñÿ ⇒ Çàäà÷è

L (A+ H, b, c), L∗ (A+ H, b, c) � ñîáñòâåííûå, L (A, b, c) �
íåñîáñòâåííàÿ çàäà÷à I-ãî ðîäà. 1

1[5] Åðîõèí Â.È. Î íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè è
íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ìàòðè÷íîé êîððåöèè íåñîáñòâåííûõ çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Òð. Èí-òà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ
ÐÀÍ. 2015. Ò. 21. �3. Ñ. 110�116.
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Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à ËÏ*

Ïóñòü X(A, b) , {x |Ax = b, x > 0} è U(A, c) ,
{
u
∣∣u>A > c>

}
� äîïóñòèìîå ìíîæåñòâà çàäà÷ ËÏ L(A, b, c) è L∗(A, b, c).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíî: A0, b0, c0 � íåèçâåñòíûå ¾òî÷íûå¿ îáúåêòû, A, b, c �
èçâåñòíûå ¾ïðèáëèæåííûå¿ îáúåêòû, ‖A0 − A‖ 6 µ,
‖b0 − b‖ 6 δb, ‖c0 − c‖ 6 δc , çàäà÷è L(A0, b0, c0), L

∗(A0, b0, c0)
� ñîáñòâåííûå.
Íàéòè: A1, b1, c1, x1, u1 òàêèå, ÷òî ‖A1 − A‖ 6 µ,
‖b1 − b‖ 6 δb, ‖c1 − c‖ 6 δc ,

‖x1‖2 + ‖u1‖2 → min
X(A1,b1)6=∅,U(A1,c1)6=∅

(6)
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Ñâåäåíèå (6) ê çàäà÷å ÌÏ è âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ
Ðåøåíèå çàäà÷è (6) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååò âèä
A1 = A+ H, b1 = b + hb, c1 = c + hc , hb = β1(b − Ax) + β2u1,
hc = γ1(c − A>u) + γ2x1,

H =
(b1 − Ax1) x

>
1

x>1 x1
+

u
[
c>1 − u>1 A

]
+

u>1 u1
− α u1x

>
1

x>1 x1 · u>1 u1
,

ãäå β1, β2, γ1, γ2 ∈ R, x1 ∈ Rn, u1 ∈ Rm � ðåøåíèå çàäà÷è
(1+γ1)(c

>x − u>Ax) + γ2x
>x =

(1+ β1)(u
>b − u>Ax) + β2u

>u = α, x ≥ 0,

‖β1(b − Ax) + β2u‖ = δb,
∥∥γ1(c − A>u) + γ2x

∥∥ = δc ,[
(1+ γ1)(c − A>u) + γ2x

]
− x = 0,

‖(1+ β1)(b − Ax) + β2u‖2

‖x‖2
+

∥∥∥[(1+ γ1)(c − A>u) + γ2x
]
+

∥∥∥2
‖u‖2

−

− α2

‖x‖2 · ‖u‖2
= µ2, ‖x‖2 + ‖u‖2 → min, [·]+ , [·]− � ñðåçêè âåêòîðà.
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×èñëåííûé ïðèìåð
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