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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задача ортогонального проектирования точки c = (c1, . . . , cn) на

стандартный симплекс Λ ⊂ R
n, определяемый условиями

n∑

i=1

xi = 1; xi > 0, i ∈ 1 : n,

ставится следующим образом:

Q(x) := 1
2

n∑

i=1

(xi − ci)
2 → min

x∈Λ
. (1)

Решение этой задачи существует и единственно. Обозначим его x∗.
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СТАНДАРТНЫЙ СИМПЛЕКС

n = 2 n = 3
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АЛГОРИТМ МАЛОЗЁМОВА – ПЕВНОГО

1) Меняем знаки у компонент cj точки c и числа {−cj} упорядочиваем
по неубыванию. Получаем последовательность a1 6 . . . 6 an.

2) Проводим последовательные вычисления по рекуррентной форму-
ле

ϕ1 = 0,

ϕk+1 = ϕk + k(ak+1 − ak), k = 1, . . . , n− 1,
(2)

пока не встретим индекс k0, на котором

ϕk0
< 1 6 ϕk0+1.

Если ϕn < 1, то полагаем k0 = n.

3) Вычисляем λ∗ по формуле

λ∗ = ak0 + 1
k0
(1− ϕk0

). (3)

Компоненты x∗i проекции точки c на стандартный симплекс имеют
вид

x∗i = (λ∗ + ci)+, i ∈ 1 : n, (4)

где (u)+ = max{0, u}.
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КОММЕНТАРИИ К АЛГОРИТМУ

• Алгоритм сходится не более, чем за n шагов.

• В основе алгоритма лежит рекуррентное соотношение (2) для

скалярных величин.

• В общем случае алгоритм требует сортировку элементов массива

длиной n и не более 4n− 2 арифметических операций.
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ЛУЧШИЙ И ХУДШИЙ СЛУЧАИ

АЛГОРИТМА МАЛОЗЁМОВА – ПЕВНОГО

минимальная трудоёмкость — ϕ2 > 1

n = 2 n = 3
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ЛУЧШИЙ И ХУДШИЙ СЛУЧАИ

АЛГОРИТМА МАЛОЗЁМОВА – ПЕВНОГО

максимальная трудоёмкость — ϕn−1 < 1

n = 2 n = 3
11



МОДИФИКАЦИИ АЛГОРИТМА

МАЛОЗЁМОВА – ПЕВНОГО

1. Очередь с приоритетом (наивная реализация, MalozemovNaivePQ).

• предварительная подготовка не требуется;

• нахождение очередного значения O(n);

• в худшем случае O(n2).

2. Очередь с приоритетом на основе сортирующего дерева (двоич-

ной кучи, MalozemovPQ).

• предварительное построение дерева O(n);

• нахождение очередного значения O(log(n));

• в худшем случае O(n log(n)).
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МЕДИАНА МНОЖЕСТВА

Определение. Пусть S = {a1, . . . , aℓ}, где

a1 6 . . . 6 aℓ.

Под медианой M множества S понимается величина am ∈ S, которая

стоит на позиции m =
[
ℓ+1
2

]
, т. е.

M = am,

где [z] — целая часть числа z.
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АЛГОРИТМ MACULAN – de PAULA (MACULAN).

Инициализация. S := {c1, . . . , cn}, J := N,

v := 0, p := 0, q := 0.

Определим функцию

Φ(t, x, L, v, p, q) :=
∑

j∈L

(xj − t) + v + p(q − t), (5)

где x = (x1, . . . , xn), L ⊆ N .

Шаг 1. Рассмотрим множество S = {cj | j ∈ J}. Найдём медиану M

множества S и построим следующие индексные множества

L= := {j ∈ J | cj = M}, L> := {j ∈ J | cj > M}, L< := {j ∈ J | cj < M}.

Пусть m ∈ L=, т. е. cm = M. Вычислим

z = Φ(M, c, L>, v, p, q). (6)

Если z > 1, то переходим к Шагу 2; иначе к Шагу 3.
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Шаг 2. Положим

J := L> ∪ {m}, S := {cj | j ∈ J},

где m — индекс медианы S найденный на Шаге 1.

Если |J | > 3, то переходим к Шагу 1;
иначе при v = z и q = M к Шагу 4.

Шаг 3. Положим

J := L< ∪ {m}, v := z, q := M,

p := p+ |L=| − 1+ |L>|.

Если |J | > 2, то переходим к Шагу 1; иначе к Шагу 4.

Шаг 4. Вычисляем t∗ по формуле

t∗ := q −
1− v

1+ p
. (7)

Компоненты x∗i проекции точки c на стандартный симплекс имеют
вид

x∗i = (t∗ + ci)+, i ∈ 1 : n. (8)
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Схема алгоритма Maculan.
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КОММЕНТАРИИ К АЛГОРИТМУ

Замечание 1.Величина z вычисляемая на Шаге 1 (см. (6)) является

значением функции Φ в точке t равной медиане M .

Замечание 2. Несложно понять, что мощность индексного множе-

ства J от итерации к итерации убывает. Это гарантирует конечность

процесса.
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O лучших и худших случаях

для алгоритма Maculan – de Paula.

• Лучший случай: при ci = cj, ∀i 6= j, алгоритм завершается за

одну итерацию.

• Худший случай: при ci 6= cj, ∀i 6= j, количество итераций опре-

делено размерностью задачи с точностью до константы.

log2(n̂)− 0.5849626 < k̂ < log2(n̂) + 2 (9)

kmax(n̂)− kmin(n̂) ≤ 2 (10)
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Минимальная и максимальная размерности

для данного числа итераций

Пусть d(k) — минимальная, а D(k) — максимальная размерность за-

дачи, которую алгоритм Maculan решает за k итераций.

kmin(n̂) = argmin
k

{D(k) | D(k) ≥ n̂}, (11)

kmax(n̂) = argmax
k

{d(k) | d(k) ≤ n̂}. (12)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

d(k) 1 3 4 6 10 18 34 66 130 258 514 1026 2050
D(k) 3 6 12 24 48 96 192 384 768 1536 3072 6144 12288

Например, задача размерности 100 потребует

kmin(100) = 7 или kmax(100) = 8 итераций алгоритма Maculan.
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Численные эксперименты

10000 точек в n-мерном евклидовом пространстве
при n равном 10, 102, 103, 104, 105 и 106.

Координаты точек c = (c1, . . . , cn) формировались пятью способами:

(A) генерировались по непрерывному равномерному распределению
на отрезке [−10000,10000];

(B) cj = ξ + vj, j ∈ 1 : n, где (v1, . . . , vn) — любой элемент из Λ,
ξ — произвольное фиксированное число из отрезка [−10000,10000];

(C) фиксировалось произвольное целое число k от 1 до n и веще-
ственное ck, тогда cj при j 6= k выбирались удовлетворяющие нера-
венству

cj ≤ ck − 1;

(D) cj 6= cℓ для всех 1 ≤ j 6= ℓ ≤ n, т. е. все компоненты точки c

различны;

(E) cj = ξ для всех 1 ≤ j ≤ n, где ξ — произвольное фиксированное
число из отрезка [−10000, 10000].
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Случай (A) — равномерное распределение
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Случай (B) — худший случай для алгоритма Малоземова–Певного
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Случай (C) — лучший случай для алгоритма Малоземова–Певного
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Случай (D) — худший случай для алгоритма Maculan–de Paula
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Случай (E) — лучший случай для алгоритма Maculan–de Paula
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