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Получены необходимые и достаточные условия существования решения и его вид для задачи 
нахождения неизвестной матрицы, разрешающей сопряженную пару систем линейных алгеб
раических уравнений. Указан вид решения с минимальной евклидовой нормой, исследованы 
условия, при которых данное решение является одноранговой матрицей. С использованием 
указанных результатов исследованы две проблемы: проблема коррекции матрицы коэффи
циентов двойственной пары (возможно, несобственных) задач линейного программирования, 
обеспечивающей существование заданных решений указанных задач, и проблема коррекции 
матрицы коэффициентов двойственной пары несобственных задач линейного программиро
вания по минимуму евклидовой нормы. Для первой проблемы указаны необходимые и доста
точные условия существования решения и его вид. Для второй проблемы указаны редукция 
к задаче нелинейной условной минимизации, необходимые и достаточные условия существо
вания решения и его вид. Приведены числовые примеры. Библ. 18. 
Ключевые слова: методы решения систем линейных алгебраических уравнений, задачи ли
нейного программирования, проблема коррекции матриц коэффициентов. 

1. ЗАДАЧА О НАХОЖДЕНИИ МАТРИЦЫ, ЯВЛЯЮЩЕЙСЯ РЕШЕНИЕМ 
СОПРЯЖЕННОЙ ПАРЫ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим (относительно неизвестной матрицы) систему 

Ах = Ъ, 

и А = v T , 

где x, ve Шп, b, и е Шт - заданные векторы, х Ф 0, и Ф 0. Нас будут интересовать вопросы суще
ствования решения системы (1), его вид, вид матрицы, являющейся решением системы (1) с ми
нимальной евклидовой нормой, и ее возможный ранг. Основу для ответа на указанные вопросы 
закладывает следующая 

Теорема 1. Система (1) разрешима относительно неизвестной матрицы A e f j m x " тогда и 
только тогда, когда выполняется условие 

иЪ — vTx - ос. (2) 

Решение А указанной системы, минимальное по евклидовой норме, единственно и дается фор
мулой 

/ T Т Т î их и v их А = — + а . (3) 
т т т т 4 7 

XX U U X XU U 

При этом 

\\bf "-"2 

цЛ|г ^ i ' ' v» а (4) 
Ы12 Ml 2 1Ы121Ы12' 

где, в зависимости от контекста, ||-|| - евклидова векторная или матричная норма. 
Доказательство. 1. Покажем необходимость условия (2). Действительно, пусть при заданных 

x, v, Ь, и существует матрица Л, являющаяся решением системы (1). Умножим обе части первого 
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уравнения системы (1) слева на ит и обе части второго уравнения (1) справа на х, что и даст соот
ношение (2): 

итАх = uTb - vTx = а. 

2. Покажем достаточность условия (2). Для этого покажем, что в случае выполнения указан
ного условия матрица А , задаваемая формулой (3), действительно является решением системы 
(1). Вначале заметим, что, в силу условий х Ф О, vф 0, матрица А существует. Проверим выпол
нение условий Ах = b, итА = vT. Действительно, в силу (2) и (3), 

т Т Т Т ч / Т Т Т ч T Т 
1 (ох иV V XUX \ j (UV V XUX \ j V X V X j Ах = + \х = b + \ bc = b + и и = Ь, 

\ т т т т / \ т т т / т т 
^Х X U U X XU U' U X XU U' U U U U 

т(Ьхт uvT ux*ub\ ub т и A - и + = —x 
\ т т т т i т 
^X X U U X XU U' XX 

3. Покажем, что квадрат евклидовой нормы матрицы À действительно может быть вычислен по 

формуле (4). Заметим, что строки матрицы Ьхт/хтх ортогональны строкам матрицы I ^ — ос ^ Х

 т ], 
Уии х*хии* 

следует из условия [ ̂ — ^Т

ХЫ* \х = 0. Отсюда, по теореме Пифагора, получаем 
Vj/w x^xuuJ 

ub 
+ v x - V . 

т 
X X 

что 

IUII2 = bx1 

x x 

uv их ot-
uu T T 

X XU и 

0 bxT fuvT uxT \ и f x Y y y Заметим, что матрицы — и I - а——— = — I v - а — являются одноранговыми. Не-
хтх ^ити xTxuu' и т гЛ хтх/ 

сложно показать, что евклидова норма произвольной одноранговой матрицы pqT, где p е 
может быть вычислена по формуле \\pqT\\ = |И||Ы|- Поэтому имеем 

IM 
IUI ' 

bx = M X 

XX хтх 
и f X V 

т \ т / 

U WV x X' 

и X 
v-a— T 

и и 
T 

X X 

a также 

и и 
Hull 

v-oc - т 
X X 

т ~ v a a = v v - 2a + — 
T T 

XX XX 

V v-
a _ i. j , 2 a 

x x 

откуда и получаем формулу (4). 

4. Покажем, что среди всех возможных решений системы (1) матрица А , и только она, имеет 
минимальную евклидову норму. Если матрица А - единственное решение системы (1), то ука
занное утверждение тривиально. Предположим, что матрица А + АД, где АД ^ 0, также является 
решением системы (1). Очевидно, что в этом случае строки матрицы АД должны быть ортого
нальны вектору x, а столбцы матрицы АД - вектору и. Кроме того, АД Ф 0 ||АЛ|| > 0. Но тогда, 
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в силу теоремы Пифагора, имеем 

А + АА Ьхт 2 
+ 

т 
X X 

Т Т ч 
U V UX \ а 

т т т I 
U U X XU Ш 

+ ДА 
2 Ьхт 2 

+ 
т 

U V 

т 
X X и и 

OL LI X + IIAAII2 = 

= |и|2 + | | А Л | | 2 ^ | Д | | 2 < | | л + АА1 2. 
Теорема 1 доказана. 

Следствие 1. Если система (1) разрешима относительно неизвестной матрицы А, то семейство 
указанных матриц описывается формулой 

А = А + АЛ, 

где Л - матрица с минимальной евклидовой нормой, задаваемая формулами (2), (3), АЛ е 
произвольная матрица такая, что 

итАА = О, AAJC = 0. 

Следствие 2. Справедливо неравенство 

rank Л < 2. 

(5) 

x п 

(6) 

(7) 

Доказательство. Утверждение (7) следует из того, что матрицу А можно представить в виде 
суммы двух одноранговых матриц: 

- f, а \ хт uvT Ъх и ( т ос Л А -\Ъ и — + = — + — v х . 
I т / т т т т 1 т / 
V U U 'XX U U XX U X X ' 

В то же время известно (см., например, [1]), что rank(A -ь В) < гапкЛ + rankß. Утверждение (7) 
доказано. 

Следствие 3. Если матрица Л существует и выполняются условия 

b = 0, v ^ O 
или 

b*0, v = 0, 
то справедливо равенство 

rank Л = 1. 

(8) 

(9) 

(Ю) 

Доказательство. Поскольку матрица Л существует, то выполняется условие (2). Из (2) и (8) 
или (9) следует, что а = 0. Поэтому, в силу (3) и (8), имеем 

a в силу (3) и (9) получаем 

Л = — Ф (), 
и и 

4 Ьхт

 гл 

хтх 

В обоих случаях матрица Л отвечает условию (10). 

Следствие 4. Если b = 0 и v = 0, то матрица Л существует и является нулевой. 

Теорема 2. Если b Ф 0 и vФ 0, то для того чтобы матрица А (решение системы (I) с мини
мальной евклидовой нормой) существовала и была одноранговой, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось хотя бы одно из условий: 

и b 
V - — X 

т 
X X 



или 

b = ^ и . (12) 
и и 

При этом 

з bxT I i - I i иЪ А = — , А = jp-n-, вслм v - х, 
т v т 

x х \\х\\ X X 

л Ы у г Т II л II llVll 7 V^X / 1 0 Ч 

А = ——, ||А|| = -jj—jj-, ес/ш = -^—и, (13) 
и и INI M T W 

3 bxT uvT il-и ||b|| Il vil ub j vTx 
A = — = —--, ||A|| = ïï-T = тт-]?, если v = —x и b - -j-u. 

хтх и и IWI INI xx и и 

Доказательство. 1. Покажем, что множество одноранговых матриц, являющихся решением 
системы (1) при условии b Ф 0 и лгф 0, состоит из единственной матрицы 

А = -Ьлг\ (14) 
а 

Действительно, пусть матрица вида pqT, где p e R m , q e IR" - некоторые векторы, является реше
нием системы (1). Тогда выполняются условия pqTx = b и wT/?gT = v T и, в силу теоремы 1, условие 
(2). Но b Ф 0 => ^TJC Ф 0, 0 => wT/7 Ф 0, в силу чего 

q xu p 

Но тогда выполняются условия $vTxb = b и ßwT/?vT = v T , откуда следует, что vTx ^ 0 и итЬ Ф 0. 
Но тогда, в силу (2), а Ф 0, и, с учетом приведенных выше выкладок, 

ß = 4 - = - i - = -

что и завершает обоснование формулы (14). 

2. Покажем, что матрицы А и А совпадают тогда и только тогда, когда выполняется хотя бы 
одно из условий (11) или (12). Как уже упоминалось выше, в силу теоремы 1, необходимым и до
статочным условием существования как матрицы А , так и матрицы А , является условие (2). Не
сложно заметить, что при выполнении хотя бы одного из условий (11) или (12) условие (2) вы
полняется, т.е. матрицы А и А существуют. Исследуем выполнение условия А - А = 0. В силу 
(3) и (14) имеем 

а д к bxT uvT их1 1 i т г, f, и V хт 1 Л л А - А = 0<=> — + а bv = 0<=>\b-a— v - 0. 
т т т т г / V

 т /V т
 Г / / 

XX и и X XU и ^ V и W ' V J C X ^ У 

Полученное соотношение позволяет утверждать, что матрицы А и А совпадают тогда и только 
тогда, когда выполняется хотя бы одно из условий: 

Ь-а^- = 0 (15) 
и и 

или 

- ^ - - v T = 0. (16) 
хтх а 

Но, в силу соотношения (2), условие (15) равносильно условию (12), а условие (16) - условию (11). 



3. Обоснуем соотношения (13). Истинность формул для А проверяется непосредственной 
подстановкой соотношений (2), (11) и (12) в формулу (3). Истинность формул для \\А || вытекает 
из формул для А и уже упоминавшегося при доказательстве теоремы 1 равенства \\pqT\\ = |И||Ы|-
Теорема 2 доказана. 

Замечание 1. Можно показать, что в совокупности теорема 2 и следствие 3 теоремы 1 исчерпывающе 
описывают все возможные случаи, когда решение системы с минимальной евклидовой нормой представ
ляет собой одноранговую матрицу. 

2. ПРОБЛЕМА КОРРЕКЦИИ МАТРИЦЫ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДВОЙСТВЕННОЙ ПАРЫ 
ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ, ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕЙ 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ЗАДАННЫХ НЕНУЛЕВЫХ РЕШЕНИЙ 
Результаты, полученные в предыдущем разделе, позволяют обратиться к исследованию про

блем коррекции матриц коэффициентов двойственных пар задач линейного программирования. 
Рассмотрим задачу линейного программирования в стандартной форме ДА, /?, с): 

Ах-Ъ, х > 0, стх — - max, 
и соответствующую двойственную задачу линейного программирования в основной форме 
L*(A, /?, с): 

итА > с т , bTu — - min, 

где A G R M X N - заданная матрица, b e [Rm, с е Ы" - заданные векторы. Пусть 

X(A,b) = {x I Ах = Ь,х>0} и ЩА,с) = {и | иА>ст} 

суть допустимые множества этих задач, 

Х(А, Ь, с) = Argmaxe JC , U(A, b, с) = Argminè и 
xe X(A,b) u& U(A,c) 

суть множества решений этих задач. 
Предположим, что задачи ДА, Ь, с) и L*(A, b, с) являются несобственными (род их несобствен

ности специально не оговаривается) или являются собственными, но их решения не устраивают 
лицо, принимающее решения. Рассмотрим проблему: 

найти H такую, что 
x е Х(А + Я, Z?, с), й G Û(A + Я, /?, с), (17) 

т.е. проблему такой коррекции матрицы коэффициентов двойственной пары задач ДА, Ъ, с) и 
L*(A, /?, с), при которой указанные задачи оказываются собственными и некоторые заданные не
нулевые векторы x G Rn и и G [Rm принадлежат множествам их решений. 

Заметим, что, в силу классических результатов теории двойственности (см., например, [2]-[4]), 
задачи ДА + Я, Ъ, с) и L*(A + Я, Ь, с) являются собственными тогда и только тогда, когда не пусты 
их допустимые области, т.е. когда Х(А + Я, Ь) Ф 0 и U(A + Я, с) Ф 0 . При этом, как известно, для 
произвольных векторов x G Х(А + Я, b), и e U(A + Я, с) выполняется условие стх < bTu, а векторы 
х и и являются оптимальными (т.е. x G X (А + Я, /?, с), и e U (А + Я, с)) тогда и только тогда, 
когда выполняются условия 

x G Х(А + Я, Ь), й G U(A + Я, с), с т х = bTü. 

Но из условия x G Х(А + Я, Ь) следует, что система линейных алгебраических уравнений 

Нх = Ь-Ах (18) 

разрешима относительно матрицы Я. Аналогично, из условия и G U(A + Я, с) следует, что отно

сительно матрицы Я разрешима система линейных неравенств и Н>ст - й т А. Известным стан

дартным приемом - введением неотрицательного вектора d e IR", указанная система линейных 



хх и и ххити 

АН e IR m х " - произвольная матрица такая, что 

АНх = 0, (25) 

и АН = 0. (26) 
При этом 

\\Н\\г = ||Я||2

 + ||АЯ||2, (27) 
где 

щг = \\b-Ag_ + \\c + d-A^\\2 

И 2 Huf М 2 | |Й | | 2 

Следствие. Если проблема (17) разрешима, а вектор d является решением задачи квадратич
ного программирования 

||с + d-ATuf — min , (29) 
d>0, dTx = 0 

то матрица Я , задаваемая формулой (24), является единственным решением проблемы (17) с ми
нимальной евклидовой нормой. 

Доказательство. Из формул (20)-(22), (24) и (28) следует, что при фиксированных А, Ь, с, х и 
и матрица Я определена единственным образом с точностью до вектора d, а задача минимиза
ции ее евклидовой нормы сводится к задаче (29). В свою очередь, задача (29) имеет единственное 
решение в силу выпуклости своей допустимой области и строгой выпуклости целевой функции. 

неравенств приводится к системе линейных алгебраических уравнений 

иН = ст + сГ- и А. (19) 
Несложно заметить, что системы (18) и (19) являются сопряженными и, таким образом, для 

решения задачи (17) применима задача нахождения матричного решения сопряженной пары си
стем линейных алгебраических уравнений, рассмотренная в предыдущем разделе, дополненная 
рядом условий. В частности, следует учесть условие (2), рассмотренное в теореме 1. В контексте 
задачи (17) оно принимает вид 

ùT(b-Ax) = (cT + dT-ûTA)x = ос, 

a с учетом условия стх = bTû может быть записано в виде 

стх = bTû = у, 
(20) 

dTx = 0. 
Очевидно, что в силу (20) имеем 

а = у-иАх. (21) 

Кроме того, не забываем выписать условия 

3с>0, d>0. (22) 

Теперь, опираясь на теорему 1 и ее следствие (см. (2)-(6)), можно утверждать, что справедлива 

Лемма 1. Решение проблемы (17) - матрица Не R M X N - существует тогда и только тогда, 
когда выполняются условия (20)-(22), и имеет вид 

Н = Н + АН, (23) 
где 

H = (b-Ax)— + —(cT + dT-ûTA)-a и х , (24) 

file:////b-Ag_


или 

При этом 

X X 

j л^ (с +d - й А) Л (с -и А)„ ,~л. Ъ-Ах- - -и - - - и . (31) 
U U U U 

fj (b-Ax)xT WfjW \\b-Ax\\ 

j-l _ v /—^ n̂ ii _ — —^ если выполняется (30), 
JcTx Ы 

Ь ü(cT + dT -ûTA) y £y|| \\c + d-Au\\ /<214 Я = — -, ||Я|| = тт—Й , если выполняется (31), 
ити IN (32) 

fj (b-Ax)xT û(cT + dT -итА) y £j| | |/?-Ax|| Цс + ̂ -АйЦ 
= — ~ — = — ~ ' 11 11 = iijcii " —i iu i i—' 

xx и и »и" 
если (30) и (31) выполняются одновременно. 

3. ПРОБЛЕМА КОРРЕКЦИИ МАТРИЦЫ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДВОЙСТВЕННОЙ ПАРЫ 
ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

ПО МИНИМУМУ ЕВКЛИДОВОЙ НОРМЫ 
Рассмотрим проблему 

||Я|| — min, 
(33) 

задачи L(A + Я, Ь, с), L*(A + Я, Ъ, с) собственные. 
Способ решения данной проблемы указывает приведенная ниже теорема, вытекающая из 

рассмотренной в предыдущем разделе леммы 1. 
Теорема 3. Проблема (33) разрешима тогда и только тогда, когда разрешима задана матема

тического программирования 

, Ч I|£-AJC||2 ||С + d-A'uf (у-и Ах)2 

f(x,d,u) = - + - — - - - — - 0 T -m in , 
INI2 IM 2 |Wl2||nir (34) 

cx = bTu = y, dTx = 0, x>0, d>0. 
Если задача (34) имеет непустое множество решений, к которому принадлежат векторы лс*, 

d* и м*, то единственное (при фиксированных J C * , d* и и*) решение проблемы (33) выражается 
формулой 

и*х*Т 

х*1х* и*ти х* хфи* и" 
H* = (b-Ax*)-^— + - ^ r ( c T + d * T - w * T A ) - a 

где 

а* = у* - м*тАлс*, у* = стх* = Ьти*. 

При этом 

||Я*||2 - /(**,</*,£**), 

x* G Х(А + Я*, Ь9 с), и* G Û(A + Я*, Ь, с). 
Задача (34) является невыпуклой задачей математического программирования. По этой при

чине ее детальное изучение может быть предметом отдельного исследования. В настоящей ра-

Замечание 2. Очевидно, что к проблеме (17) применимы не только теорема 1 и ее следствие, но и тео
рема 2. Т.е., гапкЯ < 2 и гапкЯ = 1 тогда и только тогда, когда выполняется хотя бы одно из условий: 

c + d-ATû = Ъ\Ъ-Ах)~ (30) 



боте мы ограничимся тремя теоремами, характеризующими ряд важных для практических при
ложений и сравнительно легко проверяемых по исходным данным необходимых условий суще
ствования решения задачи (34) . 

Теорема 4. Если Х(А, Ь)Ф0,ЬФО, U(A, С) Ф 0 , то для существования решения проблемы ( 3 3 ) 
необходимо, чтобы система 

и А - О, 
иЬ = О 

( 3 5 ) 

имела только тривиальное решение. 
Доказательство. В силу условий теоремы, задача L(A, Ь, с) является несобственной задачей 

II рода, а задача L*(A, b, с) - несобственной задачей I рода (см. [2]). По этой причине нулевая мат
рица не может принадлежать множеству решений проблемы (33) . Таким образом, если проблема 
(33) разрешима и матрица Я - ее решение, то H Ф 0, и, соответственно, | |Я|| > 0. Предположим 
теперь, что система (35) имеет нетривиальное решение й. Очевидно, что общность рассуждений не 
пострадает, если считать, что || й || = 1. Пусть x e Х(А, Ь) <=> b - Ах = 0. Заметим, что х Ф 0 в силу усло
вия b Ф 0. Пусть d = 0 е Ш", и - некоторый вектор такой, что сТх = Ьти = у. Построим матрицу Я(в): 

Я(9) - (b-Ax)xT , (и + + d-А1 (и + Qu))T а(и + ди)хт 

х х 

а(и + Qu)x (и + Qu)(c - Ати) 

(и + Qü)T(u + 9й) хтх(и + 6й)т(м + Qu) 

(и + Qu)T(u + Qu) хтх(и + Qu)T(u + Qu) 

c-ATu ^- j 

(и + Qu)1 (и + 9w) 

где a = y-(w + 9w )TAJC = у - uTAx. Сопоставление с формулой показывает, что матрица Я(9) явля
ется решением проблемы (17) с параметрами А, Ь, с, х, и + Qü . При этом 

ЦЯ(в)|| = 
с-Ати- ах 

х х 
\\и + 9w 

Очевидно, что 

lim ||Я(9)|| . т ОСЛ" 

А и 
т 

X X 

l i m îi к=Т\ 
е ->+оо \ \ и + 9м 

= 0. 

Но тогда существует число 0 < 9 < + о о такое, что ||Я(9 )|| < ||Я||; это противоречит предположе
нию о том, что матрица Я является решением проблемы (33) . Теорема 4 доказана. 

Теорема 5. Если Х(А, Ь) = 0 , U(A, с) Ф 0 , с Ф 0, то для существования решения проблемы ( 3 3 ) 
необходимо, чтобы система 

Ах = 0, 

с1 х - 0 
(36) 

имела только тривиальное решение. 
Доказательство. В силу условий теоремы, задача L(A, b, с) является несобственной задачей 

I рода, а задача L*(A, b, с) - несобственной задачей II рода (см. [2]). По этой причине нулевая мат
рица не может принадлежать множеству решений проблемы (33) . Таким образом, если проблема 
(33) разрешима и матрица Я - ее решение, то Я Ф 0 и, соответственно, | |Я|| > 0. Предположим 
теперь, что система (36) имеет нетривиальное решение х. Очевидно, что общность рассуждений 
не пострадает, если считать, что ||JC || = 1. Пусть 



и G U(A, с) <=> А"и > с <=> 
\Ати + d-c - О, 
[d = Ати-с>0. 

Заметим, что и Ф 0 в силу условия с Ф 0. Пусть л~ - некоторый вектор такой, что стх = Ьти = у. По
строим матрицу Я(9): 

Г / / А Ч [ Ô - A ( J C + 9х)](х + 0х) т w(c + d-A T w) 
Щ Н ) = 4-

аи(х + 0х) т 

(х + вх) (х + вх) 

(Ь-Ах)(х + дх)т аи(х + 9л) 1 

и и (х + вх) (х + вх)и и 

(х + 0х) т(х + 0х) (je + 0х) т(х + дх)ити (х + 0х) т О + вх) 

где а = у - wTA(x + 0х) = у - итАх. Сопоставление с формулой (24) показывает, что матрица Я(9) 
является решением проблемы (17) с параметрами А, Ъ, с, х + 03с, и. При этом 

aw 

11Ж6)|| = 
Ъ- Ах 

и и 
\\х + вх\\ 

Очевидно, что 

lim ||Я(0)|| = Ь-Ах ай 

и и 
lim г. ——г 

e-^+oo||jc + 9JC|| 

= 0. 

Но тогда существует число 0 < 0 < + ° о такое, что ||Я(0 )|| < ||Я||, а это противоречит предположе
нию о том, что матрица Я является решением проблемы (33). Теорема 5 доказана. 

Теорема 6. Если U(A, с) = 0 и существует вектор и, являющийся решением системы 

АТи > 0, Ьти > 0, (37) 
то проблема (33) не имеет решения. 

Доказательство. Предположим противное: пусть Я - некоторое решение проблемы (33). 
В силу условий теоремы, задача L(A, Ь, с) является несобственной задачей либо II, либо III рода, 
а задача L*(A, b, с) - несобственной задачей либо I, либо III рода [2]. При этом в любом случае 
нулевая матрица не может принадлежать множеству решений проблемы (33), поэтому Я Ф 0 и, 
соответственно, ||Я|| > 0. 

В силу теоремы Александрова-Фань-Цзи (см., например, [4]), непустота множества U(A, с) и 
совместность системы 

Ах = 0, C T J C > 0 , х>0 (38) 

составляют альтернативу. Поэтому из условия U(A, с) Ф 0 следует существование вектора х, яв
ляющегося решением системы (38). Предположим, что й - решение системы (37). Без потери 
общности можно считать, что ||х || = || й \\ = 1. Пусть 

т _ 
С X-ы = —и. 

Как несложно заметить, справедливо условие стх = bTü = у. 
Пусть 

d(Q) = 9Атм, JC(9) = 9л% м(в) = ви, 
где 9 > 0 - некоторое число. Несложно убедиться, что выполняются условия 

стх(в) = Ьти(д) = 9у, dT(9)x(9) = 0, х (9 )>0 , d (9)>0 . 



Построим матрицу Я(0): 

[b - Ax(Q)]xT(Q) м(в)[с + d(Q) - ATw(0)] Я(о) = + aw(0)xT(0) _ 1 Л - т + мс 
JCt(0)J(0) wT(0)w(0) Xt(0)JC(0)Wt(0)W(0) eV и 

T ~ - T \ 

: yux \ 
и и и s где a = 0y - uT(Q)Ax(Q) = 0y. Сопоставление с формулой показывает, что матрица Я(0) является 

решением проблемы (17) с параметрами А, Ь, с, х(0), и(0). При этом 

1|Я(0)|| Ьх + 
~ т 
UC yüxT 

и и 
lim ||Я(0)|| = 0. 

Ii и 

Но тогда существует число 0 < 0 < + ° о такое, что ||Я(0 )|| < ||Я ||, а это противоречит предположе
нию о том, что матрица Я является решением проблемы (33). Теорема 6 доказана. 

4. ЧИСЛОВЫЕ ПРИМЕРЫ 
Ниже рассматриваются три двойственные пары несобственных задач линейного программи

рования вида L(A, b, с) , L*(A, b, с), иллюстрирующие все три различных случая несобственности. 
Для каждой пары задач рассматриваются задачи (17) и (33). Для задачи (17), в силу ее относи
тельной простоты, малой размерности и модельного характера рассматриваемых примеров, уда
ется получить точные решения. Решения задачи (33) получены численно (методом сопряженно
го градиента) средствами нелинейной оптимизации программы MathCAD (в расчетах использо
валась версия 11.0а). 

Пример 1. Двойственная пара задач L(A, Ь, с), L*(A, b, с) характеризуется следующими данными: 
/ \ 

1 

А= 2 3 3 5 - 1 , b = 1 , с = о 
1 

ч 1 , 
Имеем Х(А, Ь) = 0 , U(A, с) Ф 0 , т.е. L(A, b, с) - несобственная задача I рода, L*(A, b, с) - несоб

ственная задача II рода. В справедливости условия Х(А, Ь) = 0 можно убедиться, используя лемму 
Минковского-Фаркаша: совместность систем Ах = b, х > 0 и итА > 0, итЬ < 0 является альтернативой 
(см., например, [4]). В данном случае совместна система итА > 0, итЬ < 0, поскольку и = (1 1 1 -1) т -
одно из ее решений. Множество U(A, с) не пусто, поскольку, например, w = (-1/2 -1/4 3/4 1/4)т е 
e U(A, с). 

Задачу (17) рассмотрим с параметрами 

1 
0 

х = i 

0 
1 

( -1 0 4 3 0 Ï ( 2 ) 

2 3 3 5 -1 , ь = 1 
1 3 1 2 1 1 

v 2 6 8 10 о , 

й = w, d = argmin ||c + d-A T ä | | 
d>0,fx = 0 

Условие стх - bTû выполняется: стх = bTû = 2. Поэтому у - 2, а = у - и Ах = -1/4. В то же 
время d =(0 0 0 1/4 0) т, 

Я = _1_ 
45 

-11 0 -17 0 -17 
-43 0 -46 0 -46 
-36 0 -27 0 -27 
-2 0 1 0 1 

гапкЯ = 2, I Я|| 
212 =^-4.71111111, 45 



V й и> V х х' l D 

11 -2 6 
-2 14 3 
6 3 6 
2 1 

2 
1 
-3 

-3 14 

4 
„ 4 x 5 

где Ze U - произвольная матрица. 
При решении задачи (33) получены следующие результаты: 

х* ~ 

( 0.85038865 4 

0 
0.95805957 

0 
4.52609778 

d* 

0 
0 
0 

0.10081712 
4 

2 0 - 1 0 - 1 
0 3 0 0 0 

- 1 0 2 0 -1 
0 0 0 3 

-1 0 - 1 0 

-0.96083772 
-0.91343037 
0.33888990 
0.78727023 

у* = 5.37648643, 

а" -1.23351066, H* ~ 

-0.03773530 0 -0.04251310 0 -0.20084186 
0.03655510 0 0.04118348 0 0.19453042 
-0.20502189 0 -0.23098049 0 -1.09120591 
0.02439511 0 0.02748387 0 0.12984024 

выполняются условия (30), (32), 

гапкЯ = 1, ||Я|| « 1.38878015. 
Пример 2. Двойственная пара задач ЦА, Ь, с), L*(A, b, с) характеризуется следующими данными: 

А = 

-6 О 
2 9 
О 9 

9 -3 
15 -7 
6 О 

-4 18 14 30 -10 

b = 

2 
3 
о 3 
о , с = 1 
5 

1 
4 

15 , 
v 1 

15 , 
v 1 

Имеем Х(Л, Ь) Ф 0 , U(A, с) = 0 , т.е. L(A, 6, с) - несобственная задача II рода, L*(A, с) - несоб
ственная задача I рода. В справедливости условия Х(А, Ь) Ф 0 можно убедиться, проверив условие 
z = (1/4 5/9 1/2 0 0) т G Х(А, Ь). В справедливости условия U(A, с) = 0 можно убедиться с использо
ванием теоремы Александрова-Фань-Цзи (совместность систем итА > ст и Ах = 0, стх > 0, JC > 0 яв
ляется альтернативой). В данном случае совместна система Ах = 0, стх > 0, х > 0, поскольку JC = 
= (10 10 1 ) т - одно из ее решений. 

Задачу (17) будем рассматривать с параметрами 
/ „ \ 

X = Z, и — 

0 
1/3 
о 
о 

d = argmin | 
d > 0, J г х = 0 

с + ^/-А тЙ . 

Условие стх = bTû выполняется: стх = Ьтй - 8/3. Поэтому у = 8/3, а = у - итАх = 0. В то же 
время, ^ = ( 0 0 0 1 0) т, 

H = 

0 0 0 0 0 
4 0 -2 010 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 



выполняются условия (31), (32), 

гапкЯ = 1, 11я||2 120, 

А Н = (l-^)z(l-îf) = 

1 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

724/805 -36/161 -162/805 0 0 
-36/161 81/161 -72/161 0 0 

-162/805 -72/161 481/805 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 

1,4x5 
где Z е к - произвольная матрица. 

Задача (33) не имеет решения в силу нарушения условий теоремы 4. Действительно, как не
трудно убедиться, вектор и = (1 1 1 -1) является нетривиальным решением системы (35). 

Пример 3. Двойственная пара задач ДА, b, с), L*{A, b, с) характеризуется следующими данными: 

А = 

-6 0 
2 9 
0 9 

9 
15 
6 

- 3 
-7 
О 

-4 18 14 30 -10 

1 
2 3 
1 

, с = 2 
1 4 

Имеем Х(А, Ь) = 0 , U(A, с) = 0 , т.е. ДА, Ь, с) и L*(A, b, с) - несобственные задачи III рода. 
В справедливости условия Х(А, Ь) = 0 можно убедиться с использованием леммы Минковского-
Фаркаша. Для этого достаточно проверить принадлежность вектора и = (1 1 2-1) множеству ре
шений системы итА > 0, итЬ < 0. В справедливости условия U(A, с) = 0 можно убедиться с исполь
зованием теоремы Александрова-Фань-Цзи. Для этого достаточно проверить принадлежность 
вектора * = ( 1 0 1 0 1 ) т множеству решений системы Ах = 0, стх > 0, х > 0. 

Задачу (17) будем рассматривать с параметрами 

х = х, и = 

1 
1 
1 
0 

d = argmin \\с + d-Атщ\. 
d>0.drx = 0 

Условие стх = bTü выполняется: стх = bTû = 4. Поэтому у = 4, а = у - и Ах. = 4. В то же время 
d =(0 15 0 26 0)т, 

Я = 

f 17 0 -34 0 35 4 

14 0 -37 0 32 
14 0 -37 0 32 
30 0 30 0 30 

, гапкЯ = 2, ||я||2 = 130.22222, 

V uîi' ^ хх' 

2 - 1 - 1 0 
-1 2 - 1 0 
- 1 - 1 2 0 
0 0 0 3 

2 0 - 1 0 - 1 
0 3 0 0 0 

-1 0 2 0 -1 
0 0 0 3 0 

- 1 0 - 1 0 2 

„4x5 где Z e H - произвольная матрица. 



Задача (33) не имеет решения в силу выполнения условий теоремы 6. Действительно, U(A, с) = 0 , 
как было показано выше. Кроме того, как несложно убедиться, вектор и = (-1 -1 1 1)т принадле
жит множеству решений системы (37). 

5. НЕКОТОРЫЕ ИСТОРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ И КОММЕНТАРИИ 
Насколько известно автору, задача разрешения спряженной пары систем линейных алгебра

ических уравнений относительно неизвестной матрицы ранее не рассматривалась. Тем не менее 
нельзя не упомянуть очень близкую как по постановке, так и по области приложений задачу по
иска матрицы с минимальной евклидовой нормой, являющейся решением системы линейных ал
гебраических уравнений Ах = b при заданных векторах х и Ъ. Для краткости последующих ссылок 
будем называть указанную задачу "задача Z0(x, b)". Данная задача, рассматриваемая вне своего 
прикладного контекста, привлекает к себе внимание своей нестандартной постановкой. Мы не 
будем пытаться прослеживать исторический путь задачи Z0(x, b), а сразу укажем работы [5]-[7], 
в которых обращение к задаче Z0(x, b) вызвано вполне утилитарными причинами, поскольку она ис
пользуется в качестве инструмента для разрешения проблемы построения нормального решения 
приближенной системы линейных алгебраических уравнений ZX(A , b , |i, S) (см. [5], [6]), и устойчи
вого решения задачи линейного программирования с приближенными данными Z2(A, b, с, (I, 8) 
(см. [7]). Для сравнения с материалом настоящей работы приведем постановки указанных задач: 

„ „ {{А*, А*, х*} неизвестно, 
Z , ( A A M ) : | { Л * £ * ? J C * } A A R G I N F 

Ax = b,U-A\\<\i,\\b-b\\<ô 

{{A*, b*, х*} неизвестно, 

{A*,b*,x*}à Arginf {стх + Цх\\}, 
Ах = ь,х> о, I I A - À | | < ц, \\ь -b\\<ö 

где A x - b - индивидуальная приближенная система, A G R M X N , b G RM, |Li > 0, 0 < 8 < \\b || - ска
лярные параметры, X > 0 - параметр регуляризации, а условия ||А - А || < [i, \\b - b || < 8 задают 
множество систем, эквивалентных системе Ах-Ь по точности. 

Для сравнения с теоремами 1 и 2 настоящей работы приведем также результат решения зада
чи Z0(x, b), обозначенный в работах [5], [6] как "основная лемма". 

Лемма А.Н. Тихонова. Система линейных алгебраических уравнений Ах = /?, рассматриваемая 

относительно неизвестной матрицы A G Шт х п при заданных векторах x e IR", х Ф 0, b e R m , раз

решима. Решение А указанной системы, минимальное по евклидовой норме, единственно и да

ется формулой А = , причем ||А || = jpjj. 
Следующий шаг в использовании задачи Z0(x, b) был сделан в работах A.A. Ватолина 

(см. [2 § 12], [8]), где, в частности, была рассмотрена задача оптимальной матричной коррекции 
несовместной системы линейных алгебраических уравнений: 

Гнайти {//*, й*, je*}, 
Z ^ b ) : W {Я*, А*,**} = Arginf | | [Я-й]| | , 

L (A + H)x = b + h 

и ее модификация, в которой часть столбцов матрицы А не корректируется. 
Можно показать, что представленное в работе [9] решение проблемы матричной коррекции 

задачи линейного программирования L(A, b, с) с несовместной системой ограничений: 

f найти {Я*, /г*, лс*}, 
где {Я*, А*,**} = Arginf ||[Я-А]||, 

\(A + H,b + h) = 0 , сТх>у 



рассмотренное без явного упоминания леммы Тихонова, фактически является ее следствием. За
метим, что полученное решение не гарантирует непустоту допустимой области двойственной за
дачи и, что эквивалентно, собственность задачи L(A + Я*, b + /г*, с). Указанное замечание справед
ливо и в отношении решений некоторых других проблем матричной коррекции задач линейного 
программирования с несовместной системой ограничений (или систем линейных алгебраических 
уравнений с условием неотрицательности решения), явно или неявно основанных на использова
нии либо леммы Тихонова (см., например, [10]—[13]), либо ее модификаций [14]—[16], в которых 
вместо евклидовой нормы используются другие, возможно аддитивные, матричные нормы. 

Необходимо также упомянуть исследования близких к предмету настоящей статьи проблем 
оптимальной (в различных векторных нормах) коррекции коэффициентов вектора правой части 
системы ограничений некоторой несобственной задачи линейного программирования, а также 
коэффициентов вектора ее целевой функции (и не затрагивающей матрицу коэффициентов си
стемы ограничений). Указанные исследования, связанные в основном с именем И.И. Ерёмина, а 
также его коллег и учеников (см. [2], [17], [18]), показали, что соответствующие проблемы кор
рекции сводятся к выпуклым задачам математического программирования, причем после кор
рекции соответствующие задачи линейного программирования действительно оказываются соб
ственными. 

Заметим, что при использовании полиэдральных векторных норм в роли показателей каче
ства коррекции исходные проблемы коррекции несобственных задач линейного программиро
вания сами сводятся к некоторым вспомогательным задачам линейного программирования, в 
связи с чем уместно упомянуть книгу [3], содержащую детальное исследование подобных задач 
и набор соответствующих числовых примеров. 

Автор выражает глубокую признательность своему научному консультанту В.А. Горелику, 
который первым ввел автора в проблематику матричной коррекции задач линейного програм
мирования и привил к ней интерес. Автор благодарен коллективу отдела математического про
граммирования ИММ УрО РАН, и в особенности И.И. Ерёмину, за доброжелательное отноше
ние и поддержку, особенно пригодившиеся на начальном этапе работы автора над исследовани
ем несобственных задач линейного программирования. Автор признателен В.К. Горбунову за 
ряд ценных замечаний и, в частности, за пожелание учитывать несобственность II и III рода при 
решении задач коррекции. Особую благодарность автор выражает Ф.П. Васильеву, который 
произвел переворот в сознании автора, заставив с общих позиций взглянуть на проблемы опти
мальной матричной коррекции и регуляризации по Тихонову систем линейных алгебраических 
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