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ÓÄÊ 512.64(07)

Ìàëîç¼ìîâ Â.Í. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà áåç îïðåäåëèòåëåé. Êâàäðàòè÷-

íàÿ �óíêöèÿ.

Â êíèãå ïðåäñòàâëåíû íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Èçëîæåíèå áàçèðóåòñÿ íà ïîíÿòèè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ è

íà ñâîéñòâàõ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè.

Ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ ïîíÿòèå îáðàòíîé ìàòðèöû. Óñòàíàâëèâàåò-

ñÿ êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îïèñûâàåò-

ñÿ ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé
ìàòðèöû. Äîêàçûâàþòñÿ îáùèå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è õàðàêòåðè-

çàöèè òî÷êè ìèíèìóìà âûïóêëîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íà à��èí-

íîì ìíîãîîáðàçèè. Îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå

ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû è ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ìàòðèöû. �àññìàòðèâàþòñÿ äâå êîíêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå

çàäà÷è: îá îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè òî÷êè íà ïîäïðîñòðàíñòâî è

î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû ìàòðèöàìè ìåíü-

øåãî ðàíãà. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå ñæà-

òèÿ èí�îðìàöèè.

Êíèãà îðèåíòèðîâàíà íà èíæåíåðîâ è ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ,

æåëàþùèõ ïîâûñèòü ñâîþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êâàëè�èêàöèþ.

Áèáëèîãð. 9 íàçâ. Èë. 5.
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Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ýòà íåáîëüøàÿ êíèãà íàïèñàíà äëÿ èíæåíåðîâ è ñòóäåíòîâ òåõíè÷å-

ñêèõ âóçîâ, çàèíòåðåñîâàííûõ â ïîâûøåíèè ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé êâà-

ëè�èêàöèè. Â íåé ïðåäñòàâëåíû òå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé

àëãåáðû, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â

ïðèëîæåíèÿõ.

Ê áàçîâûì ïîíÿòèÿì ëèíåéíîé àëãåáðû îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ è ñâÿçàííîå ñ íèì ïîíÿòèå ðàíãà ìàòðèöû. Â

ãëàâå 1 ïîêàçàíî, êàê äàëåêî ìîæíî ïðîäâèíóòüñÿ, îïèðàÿñü òîëüêî íà

ýòè ïîíÿòèÿ. Èòîã ïîëó÷àåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå íåîæèäàííûé.

Óäàåòñÿ ââåñòè è èññëåäîâàòü ïîíÿòèå îáðàòíîé ìàòðèöû, óñòàíîâèòü

êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (â �îðìå óñëîâèÿ

îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû, ëþáîìó

ðåøåíèþ îäíîðîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû), îïèñàòü ý��åêòèâíûé àë-

ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû è ïîïóòíî ïîñòðîèòü

äëÿ íåå QR-ðàçëîæåíèå. Âåäóùóþ ðîëü â ãëàâå 1 èãðàåò óòâåðæäåíèå

î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ. Îíî íàçâàíî

îñíîâíîé ëåììîé ëèíåéíîé àëãåáðû.

Â ãëàâå 2 ðàçâèâàåòñÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê çàäà÷å î ñîáñòâåííûõ

÷èñëàõ è ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû. Ïðåäâàðèòåëü-

íî ââîäèòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ è ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ åå ñâîéñòâà.

Äîêàçàíû îáùèå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è õàðàêòåðèçàöèè òî÷êè ìè-

íèìóìà âûïóêëîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íà à��èííîì ìíîãîîáðàçèè.

Äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíû. Îíè îïèðàþòñÿ íà òåîðåìó î

ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùèõ

òåîðåì ïîëó÷åíî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû è,

êàê ñëåäñòâèå, ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé

ìàòðèöû.

�àññìàòðèâàþòñÿ äâå êîíêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è: îá îðòî-

ãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè òî÷êè íà ïîäïðîñòðàíñòâî è î íàèëó÷øåì

ïðèáëèæåíèè ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû ìàòðèöàìè ìåíüøåãî ðàíãà. �å-

øåíèå ïåðâîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé ñõåìû. Óêàçàíà

ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ ïðîåêöèè, äåòàëüíî èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìàòðèöû

îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Âòîðàÿ çàäà÷à èìååò ïðÿìîå îòíîøå-

íèå ê ïðîáëåìå ñæàòèÿ èí�îðìàöèè. Â êíèãå äàåòñÿ èçÿùíîå ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è, îïèðàþùååñÿ, ïî ñóùåñòâó, íà âñå ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû.

Îòìå÷àåòñÿ, êàê ñâÿçàíà ìàòðèöà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ñèíãóëÿð-

íûì ðàçëîæåíèåì èñõîäíîé ìàòðèöû.

3



Ñëåäóåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êíèãà ñîäåðæèò ëèøü íà÷àëüíûå

ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Âïðî÷åì, äëÿ ìíîãèõ ÷èòàòåëåé èõ áó-

äåò âïîëíå äîñòàòî÷íî. �àñøèðèòü ñâîè çíàíèÿ (ïðåæäå âñåãî çà ñ÷åò

òåîðèè îïðåäåëèòåëåé) ìîæíî, îáðàùàÿñü ê áîëåå ïîëíûì ó÷åáíûì ïî-

ñîáèÿì. Íàçîâåì äâà èç íèõ:

• Âîåâîäèí Â.Â. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Èçä.2-å. Ì., 1980. 400 ñ.

• Áåêëåìèøåâ Ä.Â. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ëèíåéíîé àëãåáðû. Ì.,

1983. 335 ñ.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí äðóçüÿì è êîëëåãàì Â.À. Äàóãà-

âåò, À.Á. Ïåâíîìó, È.Â. �îìàíîâñêîìó, Ï.Â. ßêîâëåâó, êîòîðûå ñâîèìè

ñîâåòàìè, çàìå÷àíèÿìè è ó÷àñòèåì ïîìîãàëè â ðàáîòå íàä êíèãîé.
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�ËÀÂÀ 1. ËÈÍÅÉÍÀß ÀË�ÅÁ�À

ÁÅÇ ÎÏ�ÅÄÅËÈÒÅËÅÉ

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

m:n � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îò m äî n âêëþ÷èòåëüíî, ò.å.

m:n = {m,m+ 1, . . . , n}; çäåñü m è n � öåëûå ÷èñëà;

M,N, ... � ïðîèçâîëüíûå èíäåêñíûå ìíîæåñòâà (êîíå÷íûå íàáîðû öå-

ëûõ ÷èñåë);

|M | � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â M ;

R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;

RN
� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ x = x[N ] ñ êîìïîíåíòàìè

x[j], j ∈ N ;

ej = ej[N ], ãäå j ∈ N , � j-é îðò (âåêòîð, ó êîòîðîãî ej [j] = 1 è

ej [k] = 0 ïðè k 6= j);

0 = 0[N ] � íóëåâîé âåêòîð;

〈x, y〉 = x[N ]× y[N ] =
∑

j∈N x[j]× y[j] � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-

òîðîâ x è y;

A = A[M,N ] � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè A[i, j], i ∈M , j ∈ N ;

A⊤ = A⊤[N,M ] � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé

A⊤[j, i] = A[i, j], j ∈ N, i ∈M ;

A[M1, N1], ãäå M1 ⊂M , N1 ⊂ N , � ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A[M,N ];

A[M, j] � j-é ñòîëáåö ìàòðèöû A[M,N ];

A[i, N ] � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A[M,N ];

v = Ax = A[M,N ]×x[N ]� âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè v[i] = A[i, N ]×x[N ],
i ∈M ;

y = uA = u[M ] × A[M,N ] � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè y[j] = u[M ] ×
A[M, j], j ∈ N ;

C = AB = A[M,N ]×B[N,Q]� ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B (ìàòðèöà

ñ ýëåìåíòàìè C[i, k] = A[i, N ]×B[N, k], i ∈M , k ∈ Q);

E = E[N,N ] � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé E[j, j] = 1 ïðè âñåõ

j ∈ N è E[j, k] = 0 ïðè j 6= k;
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RM,N
� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö A = A[M,N ].

Êîãäà ìû ãîâîðèì îá RM,N
êàê î ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, òî èìååì

â âèäó, ÷òî âìåñòå ñ ìàòðèöàìè A1, A2 åìó ïðèíàäëåæèò ìàòðèöà

A = α1A1 + α2A2 ñ ýëåìåíòàìè

A[i, j] = α1A1[i, j] + α2A2[i, j],

ãäå α1, α2 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Âåêòîð, â çàâèñèìîñòè îò îáñòîÿòåëüñòâ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî

êàê ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî ñòîëáöà, ëèáî êàê ìàòðèöó, ñîñòîÿ-

ùóþ èç îäíîé ñòðîêè.

�àâåíñòâî ìàòðèö A1[M,N ] = A2[M,N ] ïîíèìàåòñÿ êàê ïîýëåìåíò-
íîå ðàâåíñòâî: A1[i, j] = A2[i, j] ïðè âñåõ i ∈M , j ∈ N .

1.1. Ñâîéñòâà âåêòîðîâ è ìàòðèö (èíäåêñíàÿ òåõíèêà)

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåêòîðîâ è ìàòðèö.

1. Ïóñòü N1 ⊂ N, N2 = N \N1. Òîãäà

c[N ]× x[N ] = c[N1]× x[N1] + c[N2]× x[N2].

Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2. Åñëè N1 ⊂ N è N2 = N \N1, òî

A[M,N ]× x[N ] = A[M,N1]× x[N1] +A[M,N2]× x[N2]. (1.1)

Àíàëîãè÷íî, åñëè M1 ⊂M è M2 =M \M1, òî

u[M ]×A[M,N ] = u[M1]×A[M1, N ] + u[M2]× A[M2, N ]. (1.2)

Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî (1.1). Ïðè ëþáîì i ∈M èìååì

A[i, N ]×x[N ] =
∑

j∈N
A[i, j]×x[j] =

(∑
j∈N1

+
∑

j∈N2

)
A[i, j]×x[j] =

= A[i, N1]× x[N1] +A[i, N2]× x[N2].

Òàêèì îáðàçîì, ó âåêòîðîâ, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåí-

ñòâà (1.1), âñå êîìïîíåíòû ðàâíû. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíû è ñàìè ýòè

âåêòîðû.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.2).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ åãî

ýëåìåíòîâ, òî â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç (1.1) è (1.2) ïîëó÷àåì âàæíûå

�îðìóëû

Ax =
∑

j∈N
A[M, j]× x[j], (1.3)

uA =
∑

i∈M
u[i]×A[i, N ]. (1.4)
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Îíè îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîð Ax ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ

A[M, j] ìàòðèöû A ñ êîý��èöèåíòàìè x[j], à âåêòîð uA � ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ñòðîê A[i, N ] ìàòðèöû A ñ êîý��èöèåíòàìè u[i].

3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u[M ]× (A[M,N ]× x[N ]) = (u[M ]×A[M,N ])× x[N ],

êîòîðîå êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

〈u,Ax〉 = 〈uA, x〉. (1.5)

Äåéñòâèòåëüíî,

〈u,Ax〉 =
∑

i∈M
u[i]× (A[i, N ]× x[N ]) =

=
∑

i∈M
u[i]×

(∑
j∈N

A[i, j]× x[j]
)
=

=
∑

i∈M

(∑
j∈N

u[i]×A[i, j]× x[j]
)
,

〈uA, x〉 =
∑

j∈N
(u[M ]×A[M, j])× x[j]) =

=
∑

j∈N

(∑
i∈M

u[i]×A[i, j]
)
× x[j] =

=
∑

j∈N

(∑
i∈M

u[i]×A[i, j]× x[j]
)
.

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ñòîÿò ïîâòîðíûå ñóììû, ðàçëè÷àþùèåñÿ

òîëüêî ïîðÿäêîì ñóììèðîâàíèÿ. Îíè ðàâíû. Çíà÷èò, ðàâíû è ëåâûå

÷àñòè.

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû uA è A⊤u èìåþò îäèíàêîâûå êîìïîíåíòû.

Ïîýòîìó 〈uA, x〉 = 〈A⊤u, x〉. �àâåíñòâî (1.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈u,Ax〉 = 〈A⊤u, x〉. (1.6)

4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

C[P,M ]× (A[M,N ]×B[N,Q]) = (C[P,M ]×A[M,N ])×B[N,Q],

êîòîðîå êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

C(AB) = (CA)B. (1.7)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó j-é ñòîëáåö ìàòðèöû AB ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ A[M,N ] × B[N, j], òî äëÿ ýëåìåíòà ñ èíäåêñàìè (i, j)
ìàòðèöû C(AB) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

C[i,M ]× (A[M,N ]×B[N, j]).
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Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà ñ èíäåêñàìè (i, j)
ìàòðèöû (CA)B:

(C[i,M ]×A[M,N ])×B[N, j].

Ñîãëàñíî (1.5) ýòè ýëåìåíòû ðàâíû ïðè âñåõ i ∈ M è j ∈ N . Ïî
îïðåäåëåíèþ, ðàâíû è ñàìè ìàòðèöû C(AB) è (CA)B.

Ôîðìóëà (1.7) õàðàêòåðèçóåò àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè óìíîæå-

íèÿ ìàòðèö.

5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A[M,N ]×B[N,Q] =
∑

j∈N
A[M, j]×B[j,Q]. (1.8)

Îíî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì ýëåìåíòîâ ñ èíäåêñàìè

(i, k) ìàòðèö, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (1.8).

Ïðè âñåé ñâîåé ïðîñòîòå �îðìóëà (1.8) âåñüìà ñîäåðæàòåëüíà. Îíà

óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå AB ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñóììû ìàòðèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñòîëáöà

ìàòðèöû A íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó ìàòðèöû B.

ÇÀÄÀ×È

1.1. Ïóñòü x, x1, x2, . . . , xp � âåêòîðû èç RN
è

x =

p∑

k=1

αkxk,

ãäå α1, . . . , αp � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû

A ∈ RM,N
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ax =

p∑

k=1

αk(Axk).

1.2. Ïóñòü A,A1, A2, . . . , As � ìàòðèöû èç RM,N
è

A =

s∑

k=1

βkAk,

ãäå β1, . . . , βs � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèö

B ∈ RN,Q
è C ∈ RP,M

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

AB =
s∑

k=1

βk(AkB), CA =
s∑

k=1

βk(CAk).

1.3. Ïóñòü C[M,Q] = A[M,N ]×B[N,Q]. Äîêàæèòå, ÷òî C⊤ = B⊤A⊤.
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1.4. Ïóñòü N1 ⊂ N . Äîêàæèòå, ÷òî

E[N1, N ]× x[N ] = x[N1], x[N ]× E[N,N1] = x[N1].

1.2. Îñíîâíàÿ ëåììà ëèíåéíîé àëãåáðû

Ê �óíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèÿì ëèíåéíîé àëãåáðû îòíîñèòñÿ ïîíÿ-

òèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðû x1, x2, . . . , xp èç RN
íàçûâàþòñÿ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè ðàâåíñòâî

p∑

k=1

αkxk = 0 (2.1)

ñïðàâåäëèâî òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîý��èöèåíòû αk ðàâíû íóëþ.

Âåêòîðû x1, x2, . . . , xp ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà

α1, α2, . . . , αp, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (2.1). Ïóñòü,

íàïðèìåð, α1 6= 0. Òîãäà

x1 = −
p∑

k=2

(
αk

α1

)
xk.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îäèí èç âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xp ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëü-

íûõ.

Ïðè p = 1 âåêòîð x1 ëèíåéíî íåçàâèñèì ëèøü òîãäà, êîãäà îí

îòëè÷åí îò íóëåâîãî.

Íàëè÷èå íóëåâîãî âåêòîðà â ñèñòåìå x1, x2, . . . , xp äåëàåò ýòó ñèñòå-

ìó ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Ó ï ð à æ í å í è å. Ïóñòü çàäàíû âåêòîðû x1, x2, . . . , xp, xp+1, . . . , xp+r.
Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ:

• Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xp ëèíåéíî çàâèñèìà, òî ëèíåé-

íî çàâèñèìà è ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà x1, x2, . . . , xp+r .

• Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xp+r ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî

ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ïîäñèñòåìà x1, x2, . . . , xp.

ÎÑÍÎÂÍÀß ËÅÌÌÀ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÀË�ÅÁ�Û. Äîïóñòèì, ÷òî âåê-

òîðû y1, y2, . . . , yq ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xp èç RN
, ò.å.

y1 = c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1pxp,

y2 = c21x1 + c22x2 + · · ·+ c2pxp,
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· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2.2)

yq = cq1x1 + cq2x2 + · · ·+ cqpxp.

Òîãäà ïðè q > p âåêòîðû y1, y2, . . ., yq ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî p. Ïðè p = 1
óñëîâèå ëåììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

yk = ckx1, k ∈ 1: q; q ≥ 2. (2.3)

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû y1, y2 ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè c1 = 0, òî y1 =
0. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ y1, y2 î÷åâèäíà. Ïóñòü

c1 6= 0. Ñîãëàñíî (2.3)

y2 −
(
c2
c1

)
y1 = 0.

Êîý��èöèåíò ïðè y2 ðàâåí 1. Çíà÷èò, âåêòîðû y1, y2 ëèíåéíî çàâè-

ñèìû. Ëèíåéíî çàâèñèìà è âñÿ ñèñòåìà y1, y2, . . . , yq.
Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò p− 1 ê p. �àññìîòðèì ñîîòíî-

øåíèÿ (2.2) ïðè q > p. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Âñå êîý��èöèåíòû c11, c21, . . . , cq1 ïðè x1 ðàâíû íóëþ. Òîãäà

y1, y2, . . . , yq ñóòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè x2, . . . , xp. Ïî èíäóêöè-
îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âåêòîðû y1, y2, . . . , yq ëèíåéíî çàâèñèìû.

2. Ñðåäè êîý��èöèåíòîâ c11, c21, . . . , cq1 èìååòñÿ íåíóëåâîé. Ïóñòü

ýòî áóäåò c11. Ââåäåì âåêòîðû

z2 = y2 − c21
c11

y1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
zq = yq − cq1

c11
y1.

(2.4)

Ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè x2, . . . , xp , è èõ
êîëè÷åñòâî q−1 áîëüøå p−1. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäóòñÿ ÷èñëà γ2, . . . , γq ,
íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

γ2z2 + . . .+ γqzq = 0.

Ñîãëàñíî (2.4) γ1y1 + γ2y2 + · · · γqyq = 0, ãäå

γ1 = −c21
c11

γ2 − · · · − cq1
c11

γq.

Êîý��èöèåíòû γ1, γ2, . . . , γq íå âñå ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

âåêòîðû y1, y2, . . . , yq ëèíåéíî çàâèñèìû.

Îòìåòèì, ÷òî ëåììà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè RN
çàìåíèòü ëþ-

áûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îäíàêî, çäåñü îíà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ èç RN
.
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Îáîçíà÷èì n = |N |.
ÒÅÎ�ÅÌÀ 2.1. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå RN

íàèáîëüøåå ÷èñëî

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ðàâíî n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî ïðåäúÿâèì n ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ âåêòîðîâ â RN
. Ýòî îðòû ej = ej [N ], j ∈ N, ó êîòîðûõ

ej[j] = 1 è ej [k] = 0 ïðè k 6= j. Èõ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïðîâåðÿ-
åòñÿ òàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∑
j∈N

αj ej = 0. (2.5)

Êîìïîíåíòà ñ èíäåêñîì k âåêòîðà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè (2.5), ðàâíà∑
j∈N αjej[k] = αk. Ñîãëàñíî (2.5), αk = 0 ïðè âñåõ k ∈ N . Ëèíåéíàÿ

íåçàâèñèìîñòü îðòîâ ej , j ∈ N, óñòàíîâëåíà.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáûå n + 1 âåêòîðîâ y1, y2, . . . , yn+1 èç

RN
ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ

ys =
∑

j∈N
ys [j] ej , s ∈ 1:n+ 1,

è îñíîâíîé ëåììû ëèíåéíîé àëãåáðû.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó X , íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ X è îáîçíà-

÷àåòñÿ dim X . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 dim RN = |N |.
Îðòû {ej} îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà RN

â òîì ñìûñëå, ÷òî

ëþáîé âåêòîð x ∈ RN
ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â

âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

x =
∑

j∈N
x[j] ej .

Áàçèñ {ej} íå åäèíñòâåííûé.
ÒÅÎ�ÅÌÀ 2.2.Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ u1, u2, . . . , un

èç RN
îáðàçóþò áàçèñ RN

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì, ÷òî ëþáîé âåêòîð x ∈ RN
ìîæíî

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =

n∑

j=1

αjuj . (2.6)

Âåêòîðû x, u1, . . . , un ïðèíàäëåæàò RN
, è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî n+1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäóòñÿ

÷èñëà γ, γ1, . . . , γn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

γx+ γ1u1 + . . .+ γnun = 0. (2.7)

Êîý��èöèåíò γ îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó ëè-

íåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ u1, . . . , un, è îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû
γ1, . . . , γn ðàâíÿëèñü áû íóëþ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
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Èç (2.7) ïîëó÷àåì

x = −
n∑

j=1

(
γj
γ

)
uj ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò (2.6) ñ αj = − γj

γ .

Óñòàíîâèì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6). Äîïóñòèì, ÷òî èìå-

åòñÿ åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå

x =

n∑

j=1

βjuj . (2.8)

Âû÷èòàÿ (2.8) èç (2.6), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

0 =

n∑

j=1

(αj − βj) uj .

Èç íåãî ñëåäóåò â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ u1, . . . , un, ÷òî
αj = βj ïðè âñåõ j ∈ 1:n.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà RN
,

ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ RN
.

ÇÀÄÀ×È

2.1. Ïóñòü N0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì èíäåêñíîãî ìíî-

æåñòâà N . Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ:

• Åñëè âåêòîðû x1[N ], x2[N ], . . . , xp[N ] ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

ëèíåéíî çàâèñèìû è âåêòîðû x1[N0], x2[N0], . . . , xp[N0].

• Åñëè âåêòîðû x1[N0], x2[N0], . . . , xp[N0] ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
òî ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âåêòîðû x1[N ], x2[N ], . . . , xp[N ].

2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû x1, x2, . . . , xp, ïðèíàäëåæàùèå RN
,

ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ëþáîé âåêòîð x èç RN
ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Äîêàæèòå, ÷òî p = |N |.

2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, x2, . . .,
xp èç RN

ïðè p < n ìîæíî äîïîëíèòü âåêòîðàìè xp+1, . . . , xn
òàê, ÷òî ñèñòåìà x1, x2, . . . , xn áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

1.3. �àíã ìàòðèöû

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òîN = {1, 2, . . . , n},
èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ N = 1:n.
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ËÅÌÌÀ 3.1. Åñëè ñòîëáöû êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = A[N,N ]
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ëèíåéíî íåçàâèñèìû è åå ñòðîêè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ, ÷òî ñòðîêè

ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà îäíó èç ýòèõ ñòðîê ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ. Íàïðèìåð,

A[1, N ] =

n∑

i=2

βiA [i, N ]. (3.1)

Ìàòðèöà A áåç ïåðâîé ñòðîêè èìååò n − 1 ñòðîê è n ñòîëáöîâ.

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ áîëüøå èõ ðàçìåðíîñòè, òî ïî òåîðåìå

2.1 ñòîëáöû ìàòðèöû A[2:n, 1:n] ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ
÷èñëà γ1, . . . , γn , íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

n∑

j=1

γj A [i, j] = 0, i ∈ 2:n. (3.2)

Âìåñòå ñ òåì ñîãëàñíî (3.1)

n∑

j=1

γjA[1, j] =
n∑

j=1

γj

n∑

i=2

βiA[i, j] =
n∑

i=2

βi

n∑

j=1

γjA[i, j] = 0.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ i ∈ 1:n . Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 3.1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ìàòðèöóA[N,N ]
çàìåíèòü ìàòðèöåé A[M,N ] ñ |M | = |N |.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåíóëåâóþ ìàòðèöó A = A[M,N ], ãäå
M = 1:m, N = 1:n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q íàèáîëüøåå ÷èñëî ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû. Ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç q ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, íàçîâåì áàçèñîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ q äîáàâëåíèå ê áàçèñíûì ñòîëáöàì íåáàçèñíîãî

äåëàåò ñèñòåìó ëèíåéíî çàâèñèìîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé íåáàçèñ-

íûé ñòîëáåö ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p íàèáîëüøåå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê

ìàòðèöû A. Ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç p ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê,

íàçîâåì áàçèñîì ñòðîê. Îòìåòèì, ÷òî ëþáóþ íåáàçèñíóþ ñòðîêó ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.1. Ó ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé ìàòðèöû A = A[M,N ]
íàèáîëüøåå ÷èñëî q ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ è íàèáîëüøåå

÷èñëî p ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ñîâïàäàþò.

Ýòî îáùåå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ

rank A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {A[M, j]}, j ∈ N∗, |N∗| = q, � áàçèñ

ñòîëáöîâ è {A[i, N ]}, i ∈ M∗, |M∗| = p , � áàçèñ ñòðîê ìàòðèöû A.
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî p < q. Âûäåëèì ïîäìàòðèöó A[M∗, N∗]. Ó
íåå ñòðîê ìåíüøå, ÷åì ñòîëáöîâ. Ïî òåîðåìå 2.1 ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû

ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ ÷èñëà γj , j ∈ N∗, íå âñå ðàâíûå

íóëþ, òàêèå, ÷òî

∑
j∈N∗

γj A [i, j] = 0, i ∈M∗. (3.3)

Çà�èêñèðóåì i0 ∈M \M∗. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ áàçèñà ñòðîê

A[i0, N ] =
∑

i∈M∗

βiA [i, N ].

Îòñþäà è èç (3.3) ñëåäóåò, ÷òî

∑

j∈N∗

γjA[i0, j] =
∑

j∈N∗

γj
∑

i∈M∗

βiA[i, j] =
∑

i∈M∗

βi
∑

j∈N∗

γjA[i, j] = 0.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ i ∈M . Íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ A[M, j], j ∈ N∗.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî p ≥ q. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
q ≥ p. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó p = q.

Â òåîðåìå ðàññìàòðèâàëèñü íåíóëåâûå ìàòðèöû. Ó íóëåâîé ìàòðèöû

ðàíã ðàâåí íóëþ ïî îïðåäåëåíèþ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.2. Ïóñòü A = A[M,N ], B = B[N,Q] è C = AB.
Òîãäà

rank C ≤ min{rank A, rank B}. (3.4)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè C � íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî íåðàâåíñòâî

òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C, à çíà÷èò, A è B �

íåíóëåâûå ìàòðèöû.

Ñîãëàñíî (1.3), k-é ñòîëáåö ìàòðèöû C, ðàâíûé A[M,N ]×B[N, k],
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A,
òî÷íåå, â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A
â êîëè÷åñòâå rank A. Ïî îñíîâíîé ëåììå ëèíåéíîé àëãåáðû ÷èñëî ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû C íå áîëüøå rank A. Çíà÷èò,
rank C ≤ rank A.

Äàëåå, ñîãëàñíî (1.4), i-þ ñòðîêó ìàòðèöû C, ðàâíóþ A[i, N ] ×
B[N,Q], ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ

ñòðîê ìàòðèöû B â êîëè÷åñòâå rank B. Ïî îñíîâíîé ëåììå ëèíåéíîé
àëãåáðû rank C ≤ rank B. Îáúåäèíÿÿ äâà ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà,

ïðèõîäèì ê (3.4).

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.4) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ êàê ñòðîãîå.

Ïóñòü, íàïðèìåð,

A =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, B =




0 0
0 0
1 0
0 1


 .
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Â ýòîì ñëó÷àå C =

[
0 0
0 0

]
, rank C = 0, â òî âðåìÿ êàê rank A =

rank B = 2.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.3. Äëÿ ñóììû ìàòðèö A = A[M,N ] è B = B[M,N ]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

rank (A+B) ≤ rank A+ rank B. (3.5)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáå ìàòðèöû A è B
íåíóëåâûå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, . . . , An è B1, . . . , Bn ñòîëáöû ìàò-

ðèö A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ñîâîêóïíîñòü ñòîëáöîâ A1, . . . , An,

B1, . . . , Bn îáðàçóåò ìàòðèöó D. Ñîãëàñíî îñíîâíîé ëåììå ëèíåéíîé àë-
ãåáðû

rank (A + B) ≤ rank D, ïîñêîëüêó êàæäûé ñòîëáåö Aj + Bj ìàòðè-

öû A + B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ

ñòîëáöîâ ìàòðèöû D.
Âìåñòå ñ òåì ÿñíî, ÷òî rank D ≤ rank A + rank B. Îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì

rank (A+B) ≤ rank D ≤ rank A+ rank B.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð

A =

[
1 0
0 0

]
, B =

[
0 0
0 1

]

ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.5) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî.

ÇÀÄÀ×À

3.1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = A[N,N ] íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè
A[i, j] = 0 ïðè i 6= j. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû
ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ A[i, i].

1.4. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = A[N,N ] íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B = B[N,N ], òàêàÿ, ÷òî

AB = E, BA = E,

ãäå E = E[N,N ] � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îá-

ðàòíîé è îáîçíà÷àåòñÿ B = A−1.
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü íàøëàñü åùå îäíà ìàòðèöà B0, òàêàÿ, ÷òî AB0 = E,B0A =
E . Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî AB = E ñëåâà íà B0 è ïîëüçóÿñü àññîöèà-

òèâíîñòüþ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷àåì (B0A)B = B0 èëè

B = B0.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

• åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E îáðàòèìà è E−1 = E;

• åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî îáðàòèìà è îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1
;

ïðè ýòîì (A−1)−1 = A.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà A = A[N,N ] áûëà îá-

ðàòèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ñòîëáöû áûëè ëèíåéíî

íåçàâèñèìû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . Ïóñòü ìàòðèöà A îáðà-

òèìà. Òîãäà AA−1 = E. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2

rank E ≤ min{rank A, rank A−1}. (4.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàíãà, rank A ≤ |N |, rank A−1 ≤ |N |. Êðîìå òîãî,

rank E = |N |. Íåðàâåíñòâî (4.1) áóäåò íåïðîòèâîðå÷èâûì òîëüêî òîãäà,

êîãäà rank A = |N |, rank A−1 = |N |. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû
ìàòðèö A è A−1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåé-

íî íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 îíè îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

RN .
�àññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AB = E è ïåðåïèøåì åãî â âèäå

ðàâåíñòâà ñòîëáöîâ ABj = ej , j ∈ N. Çäåñü ej � j-é îðò â RN
è Bj

� j-é ñòîëáåö íåèçâåñòíîé ìàòðèöû B. Êàæäîå èç ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå êîìïîíåíò âåêòîðà Bj íóæíî

âçÿòü êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ îðòà ej ïî áàçèñó, ñîñòàâëåííîìó èç

ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Òåì ñàìûì íàéäåíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå B
óðàâíåíèÿ AB = E.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî BA = E âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Êàê

îòìå÷àëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè, èç óñëîâèÿ AB = E
ñëåäóåò, ÷òî rank B = |N |. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñòîëáöû Bj ìàòðèöû B
ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà RN

. Â ÷àñòíîñòè,

ek =
∑

j∈N

αkjBj , k ∈ N. (4.2)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî AB = E ñëåâà íà B. Ïîëó÷èì (BA)B = B,
èëè (BA)Bj = Bj ïðè âñåõ j ∈ N . Íà îñíîâàíèè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ è
(4.2) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ k ∈ N

(BA)ek =
∑

j∈N

αkj(BA)Bj =
∑

j∈N

αkjBj = ek.

Ïåðåïèøåì ýòîò ðåçóëüòàò â ìàòðè÷íîé �îðìå: (BA)E = E. �àâåíñòâî
BA = E , à ñ íèì è òåîðåìà, äîêàçàíû.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 4.2. Ïóñòü ó ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A = A[M,N ]
ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ìàòðèöà A⊤A îáðàòèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (A⊤A)u
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A⊤A è ïðåäïîëîæèì, ÷òî (A⊤A)u = 0. Ïîêàæåì,

÷òî u = 0. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A⊤A ëèíåéíî

íåçàâèñèìû.

Ñîãëàñíî (1.6) èìååì

0 = 〈(A⊤A)u, u〉 = 〈Au,Au〉 =
∑

i∈M

((Au)[i])2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Au = 0. Ïî óñëîâèþ ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Çíà÷èò, u = 0.

Óñòàíîâëåíà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû

A⊤A. Ïî òåîðåìå 4.1 ìàòðèöà A⊤A îáðàòèìà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4.3. Åñëè ìàòðèöà A = A[M,N ] èìååò ðàíã r, òî
ðàíã ìàòðèö A⊤A è AA⊤

òàêæå ðàâåí r.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r ≥ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

B ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç áàçèñíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, è ïóñòü

G = B⊤B. Ïî òåîðåìå 4.2 ìàòðèöà G îáðàòèìà, à ñîãëàñíî òåîðåìå

4.1 åå ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òåì áîëåå ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè

áóäóò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû ìàòðèöû A⊤A (ðèñ. 1).

�èñóíîê 1.

A
A⊤A

GB⊤

A⊤

B

Ýòèõ ñòîëáöîâ r øòóê. Çíà÷èò, rank A⊤A ≥ r. Âìåñòå ñ òåì ïî òåîðåìå

3.2 rank A⊤A ≤ r. Ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó rank A⊤A = r.
Ïîñêîëüêó AA⊤ = (A⊤)⊤A⊤

, òî rank AA⊤ = rank A⊤ = r. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4.4. Äàíû ìàòðèöû A = A[M,N ], B = B[M,M ],
C = C[N,N ], ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöû B è C îáðàòèìû.

Òîãäà rank BAC = rank A.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2

rank A ≥ rank AC ≥ rank ACC−1 = rank A.
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Çíà÷èò, rank AC = rank A. Äàëåå

rank AC ≥ rank BAC ≥ rank B−1BAC = rank AC.

Çíà÷èò, rank BAC = rank AC. Èìååì

rank BAC = rank AC = rank A.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîíÿòèå îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî ââåñòè íå òîëüêî äëÿ ìàòðèöû

A[N,N ], íî è äëÿ ìàòðèöû A[M,N ] ïðè óñëîâèè, ÷òî |M | = |N |.
Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A[M,N ] ñ |M | = |N | íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé,

åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B[N,M ], òàêàÿ, ÷òî A[M,N ] × B[N,M ] =
E[M,M ] è B[N,M ]×A[M,N ] = E[N,N ]. Ìàòðèöà B[N,M ] íàçûâàåòñÿ
îáðàòíîé è îáîçíà÷àåòñÿ B[N,M ] = A−1[N,M ].

ÇÀÄÀ×È

4.1. Ïóñòü ìàòðèöà A îáðàòèìà. Äîêàæèòå, ÷òî òðàíñïîíèðîâàííàÿ

ìàòðèöà A⊤
òàêæå îáðàòèìà è (A⊤)−1 = (A−1)⊤.

4.2. Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöû A = A[N,N ] è B = B[N,N ] îáðàòèìû.
Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòèìî è ïðîèçâåäåíèå AB; ïðè ýòîì (AB)−1 =
B−1A−1.

4.3. Ïóñòü C[N,N ] = A[N,N ]×B[N,N ]. Äîêàæèòå, ÷òî èç îáðàòèìîñòè
ìàòðèöû C ñëåäóåò îáðàòèìîñòü ìàòðèö A è B.

4.4. Ìàòðèöà A = A[1 : n, 1 : n] íàçûâàåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé, åñëè

A[i, j] = 0 ïðè i > j. Äîêàæèòå, ÷òî âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðè-
öà A îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû A[i, i] îòëè÷íû îò íóëÿ.

4.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M∗, N∗ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ áàçèñíûõ ñòðîê è

áàçèñíûõ ñòîëáöîâ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A[M,N ]. Äîêàæèòå,
÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A[M∗, N∗] îáðàòèìà.

4.6. Ïóñòü A = A[N,N ] � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà è B = xy⊤, ãäå

x = x[N, 1] � âåêòîð-ñòîëáåö, y⊤ = y⊤[1, N ] � âåêòîð-ñòðîêà. Äî-

êàæèòå �îðìóëó Øåðìàíà�Ìîððèñîíà

(A+B)−1 = A−1 − βA−1BA−1,

ãäå β = (1 + α)−1, α = 〈y,A−1x〉, ïðè óñëîâèè, ÷òî α 6= −1.

4.7. Ïóñòü A =

[
B C
D H

]
, ãäå B è H � êâàäðàòíûå ìàòðèöû,

ïðè÷åì B îáðàòèìà. Îáîçíà÷èì F = H − DB−1C. Âûâåäèòå
�îðìóëó Ôðîáåíèóñà: åñëè ñóùåñòâóåò F−1

, òî

A−1 =

[
B−1 +B−1CF−1DB−1 −B−1CF−1

−F−1DB−1 F−1

]
.
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1.5. Ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A = A[M,N ]
èìåëà ðàíã r, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ïðåä-

ñòàâëåíèå

A[M,N ] = X [M,R]× Y ⊤[R,N ], (5.1)

ãäå |R| = r è rank X = rank Y ⊤ = r.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . Ïóñòü ìàòðèöà A èìå-

åò ðàíã r. Â êà÷åñòâå X âîçüìåì ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç áàçèñíûõ

ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Òîãäà êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ k-ãî ñòîëáöà
ìàòðèöû A ïî áàçèñó åå ñòîëáöîâ îïðåäåëÿò k-é ñòîëáåö ìàòðèöû

Y ⊤
.

�àíã X ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí r. Ìàòðèöà Y ⊤
ñîäåðæèò åäèíè÷-

íóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðîì r × r, ïîýòîìó è åå ðàíã ðàâåí r.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A = A[M,N ] ñóùå-
ñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå (5.1), â êîòîðîì ìàòðèöû X [M,R], Y [N,R] èìåþò
ðàíã r = |R|. Ïî òåîðåìå 3.2 rank A ≤ r.

Âîçüìåì r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Y ⊤
. Îíè îáðà-

çóþò êâàäðàòíóþ îáðàòèìóþ ïîäìàòðèöó B. Ïî òåîðåìå 4.4 rank XB =
rank X = r, ò.å. âñå r ñòîëáöîâ ìàòðèöû XB ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ýòè ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñòîëáöàìè ìàòðèöû A = XY ⊤
(ðèñ. 2).

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàíãà rank A ≥ r.

�èñóíîê 2.

A

XB

X Y ⊤

B

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ óêàçàííûì ðàíåå îáðàòíûì íåðàâåí-

ñòâîì rank A ≤ r ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó rank A = r.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà A = A[M,N ] èìåëà ðàíã 1
(áûëà îäíîðàíãîâîé), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî

ïðåäñòàâëåíèå

A = xy⊤,

ãäå x = x[M, 1] � íåíóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö è y⊤ = y⊤[1, N ] � íåíó-

ëåâàÿ âåêòîð-ñòðîêà.

Ïðåäñòàâëåíèå (5.1) íàçûâàåòñÿ ñêåëåòíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.
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1.6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü A = A[M,N ] �ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ââåäåì ëèíåéíîå

ìíîæåñòâî

L = {x ∈ RN |Ax = 0}.
Îíî íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ìàòðèöû A.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6.1. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

dim L = |N | − rank A.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ íóëåâîé ìàòðèöû A òåîðåìà òðèâèàëü-

íà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ åå áàçèñíûõ ñòîëáöîâ, òàê ÷òî |Q| = rank A. Çà-
�èêñèðóåì k ∈ N \Q. Ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà ñòîëáöîâ ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé

A[M,Q]× xk[Q] = −A[M,k] (6.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äîîïðåäåëèì xk, ïîëîæèâ

xk[j] =

{
1 ïðè j = k,
0 ïðè îñòàëüíûõ j ∈ N \Q.

Ïîëó÷èì A[M,N ] × xk[N ] = 0[M ]. Òåì ñàìûì, ïîñòðîåíî |N \ Q| =
|N |− rank A ýëåìåíòîâ xk ïîäïðîñòðàíñòâà L. Ýòè ýëåìåíòû ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, ÷òî ñëåäóåò èç èõ çàäàíèÿ íà èíäåêñàõ j ∈ N \Q. Ïîêàæåì,
÷òî {xk} � áàçèñ L.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò z èç L è ðàññìîòðèì âåêòîð

z0 =
∑

k∈N\Q

z[k] xk.

Ïðîâåðèì, ÷òî z0 = z. �àâåíñòâî z0[N \ Q] = z[N \ Q] ñïðàâåäëèâî â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ xk. Äàëåå, ñîãëàñíî (6.1)

A[M,Q]× z0[Q] =
∑

k∈N\Q

z[k]A[M,Q]× xk[Q] =

= −
∑

k∈N\Q

z[k]A[M,k] = −A[M,N \Q]× z[N \Q]. (6.2)

Ïî óñëîâèþ A[M,N ]× z[N ] = 0[M ], ÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A[M,Q]× z[Q] = −A[M,N \Q]× z[N \Q]. (6.3)

Ïðàâûå ÷àñòè â (6.2) è (6.3) ðàâíû. Çíà÷èò, ðàâíû è ëåâûå, ò.å.

A[M,Q]× (z0[Q]− z[Q]) = 0[M ].
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Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A[M,Q] ïîëó÷àåì

z0[Q] = z[Q].
Óñòàíîâëåíî, ÷òî z0 = z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò z ∈ L

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

z =
∑

k∈N\Q

z[k] xk.

Ïî îñíîâíîé ëåììå ëèíåéíîé àëãåáðû â L íå ìîæåò áûòü áîëåå |N \Q|
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Íî ñòîëüêî, |N \Q|, åñòü � ýòî {xk}.
Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà dim L = |N \Q| =
|N | − rank A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âåêòîðû u, v èç RM
íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè 〈u, v〉 = 0.

Âîçüìåì ëèíåéíîå ìíîæåñòâî (ïîäïðîñòðàíñòâî) H ïðîñòðàíñòâà RM
.

Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

H⊥ = {u ∈ RM | 〈u, v〉 = 0 äëÿ âñåõ v ∈ H}.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6.2. Ïóñòü A = A[M,N ] � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà è

H = {v ∈ RM |A⊤v = 0}. Òîãäà

H⊥ = {u = Ax |x ∈ RN}. (6.4)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ íóëåâîé ìàòðèöû A òåîðåìà òðèâèàëü-

íà. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê H = RM
ÿâëÿåòñÿ H⊥ = {0}.

Äåéñòâèòåëüíî, íåíóëåâîé âåêòîð u íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü H⊥
, ïî-

ñêîëüêó äëÿ âåêòîðà v = u èç H áóäåò 〈u, v〉 = 〈u, u〉 > 0.
Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî A � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì

÷åðåç P ìíîæåñòâî, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè (6.4), è ïîêàæåì ñíà÷àëà,

÷òî P ⊂ H⊥
. Âîçüìåì u ∈ P . Òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ H ñîãëàñíî (1.6)

ïîëó÷èì

〈u, v〉 = 〈Ax, v〉 = 〈x,A⊤v〉 = 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî u ∈ H⊥.
Ïðîâåðèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå H⊥ ⊂ P . Âîçüìåì u ∈ H⊥

. Âûäåëèì

ïîäìàòðèöó B = A[M,Q], ñîñòàâëåííóþ èç áàçèñíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû

A, è ïîêàæåì, ÷òî u = Bx ïðè íåêîòîðîì x = x[Q].

À í à ë è ç. Åñëè òàêîé âåêòîð x ñóùåñòâóåò, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî B⊤u = B⊤Bx. Ïî òåîðåìå 4.2 ìàòðèöà B⊤B îáðàòèìà, ïîýòîìó

x = (B⊤B)−1B⊤u. (6.5)

Ïðîä î ëæå í è å ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à. Âû÷èñëèì x ïî �îðìóëå

(6.5) è ïðîâåðèì, ÷òî u = Bx. Îáîçíà÷èì v = u − Bx. Ñîãëàñíî (6.5)
B⊤v = B⊤u−B⊤Bx = 0. Ïîäðîáíåå

A⊤[Q,M ]× v[M ] = 0[Q].
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Ïîñêîëüêó ñòðîêè ìàòðèöû A⊤[Q,M ] îáðàçóþò áàçèñ ñòðîê ìàòðèöû

A⊤[N,M ], òî
A⊤[N,M ]× v[M ] = 0[M ].

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v ∈ H.
Ïî óñëîâèþ u ∈ H⊥. Èìååì

0 = 〈u, v〉 = 〈v +Bx, v〉 = 〈v, v〉+ 〈x,B⊤v〉 = 〈v, v〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, v = 0, èëè u = Bx, èëè

u[M ] = A[M,Q]× x[Q].

Äîîïðåäåëèì âåêòîð x, ïîëîæèâ x[j] = 0 ïðè j ∈ N \ Q. Ïîëó÷èì
u = Ax, ò.å. u ∈ P . Âêëþ÷åíèå H⊥ ⊂ P , à ñ íèì è ðàâåíñòâî

H⊥ = P , óñòàíîâëåíû.
ÒÅÎ�ÅÌÀ 6.3. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ ïðÿìî-

óãîëüíîé ìàòðèöåé A = A[M,N ] èìååò ðåøåíèå (ñîâìåñòíà) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòå-

ìû A⊤v = 0 îðòîãîíàëüíî âåêòîðó b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì H = {v ∈ RM |A⊤v = 0}. Åñëè
〈b, v〉 = 0 ïðè ëþáîì v ∈ H, òî b ∈ H⊥. Ïî òåîðåìå 6.2 âåêòîð b
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå b = Ax, òàê ÷òî ñèñòåìà Ax = b ñîâìåñòíà.

Íàîáîðîò, ïóñòü x0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå Ax = b. Äëÿ ëþáîãî

v ∈ H èìååì

〈b, v〉 = 〈Ax0, v〉 = 〈x0, A⊤v〉 = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.7. Âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàòðèöû è QR-ðàçëîæåíèå

Â ëèíåéíîé àëãåáðå âåêòîð u îáû÷íî �èãóðèðóåò êàê âåêòîð-

ñòîëáåö. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âåêòîð-ñòðîêè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

u⊤.
Ïóñòü A = A[M,N ] � íåíóëåâàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàíãà r.

�àññìîòðèì ìàòðèöó

F = A− xy⊤,

ãäå x = x[M, 1] � âåêòîð-ñòîëáåö, à y⊤ = y⊤[1, N ] � âåêòîð-ñòðîêà.

Ïî òåîðåìå 3.2 ðàíã ìàòðèöû xy⊤ ðàâåí íóëþ èëè åäèíèöå. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 3.3

rank F ≤ rank A+ 1,

rank A = rank (F + xy⊤) ≤ rank F + 1.

Ïîñêîëüêó rank A = r, òî

r − 1 ≤ rank F ≤ r + 1. (7.1)
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 7.1. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

(I) rank F = r − 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð x ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, à
âåêòîð y⊤ � â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòðîê ìàòðèöû A, ò.å.

x = Av0, y⊤ = u⊤0 A, (7.2)

ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

〈u0, Av0〉 = 1; (7.3)

(II) rank F = r + 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé Av = x è A⊤u = y íåñîâìåñòíû;

(III) rank F = r âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ (I).

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ñîãëàñíî (7.2)

F = A−Av0u
⊤
0 A. (7.4)

Ïóñòü n = |N |. Ïî òåîðåìå 6.1 ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé Av = 0 èìååò n−r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé v1, . . . , vn−r. Â
ñèëó (7.3), Av0 6= 0, ïîýòîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìîé áóäåò ðàñøèðåííàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ v0, v1, . . . , vn−r.

Ó÷èòûâàÿ (7.4), ïîëó÷àåì Fvj = 0 ïðè j ∈ 1:n − r . Êðîìå òîãî,
ñîãëàñíî (7.3)

Fv0 = Av0 −Av0(u
⊤
0 Av0) = Av0 −Av0〈u0, Av0〉 = 0.

Çíà÷èò, ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Fv = 0 èìååò n −
r + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé v0, v1, . . . , vn−r .

Îáîçíà÷èì H = {v ∈ RN |Fv = 0}. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ðàçìåð-
íîñòè ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà è ñíîâà ïðèâëåêàÿ òåîðåìó 6.1, ïðèõîäèì ê

ñîîòíîøåíèÿì

n− r + 1 ≤ dim H = n− rank F.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî rank F ≤ r − 1. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî óêàçàíî â
(7.1). Òàêèì îáðàçîì, rank F = r − 1.

Íå î á õ î ä èì î ñ ò ü . Ïóñòü òåïåðü rank F = r − 1. Ïîñêîëüêó

rank A = r, òî íàéäóòñÿ âåêòîðû v0 è u0, òàêèå, ÷òî

Fv0 = 0, Av0 6= 0,

u⊤0 F = 0, u⊤0 A 6= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ÿäðî {v |Fv = 0} ìàòðèöû F èìååò ðàçìåðíîñòü

n− r+1. Åñëè v1, . . . , vn−r+1 � áàçèñ ÿäðà, òî Avj 6= 0 ïðè íåêîòîðîì

j ∈ 1:n − r + 1. Èíà÷å îêàçàëîñü áû, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà L =
{v |Av = 0} íå ìåíüøå n − r + 1, â òî âðåìÿ êàê ïî òåîðåìå 6.1

23



dim L = n− r. Ñîîòâåòñòâóþùåå vj è îáîçíà÷èì ÷åðåç v0. Àíàëîãè÷íî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà u0 ñî ñâîéñòâàìè

F⊤u0 = 0, A⊤u0 6= 0.
Èìååì

Av0 = (F + xy⊤)v0 = 〈y, v0〉x,

u⊤0 A = u⊤0 (F + xy⊤) = 〈u0, x〉y⊤.
(7.5)

Ïî ïîñòðîåíèþ âåêòîðû Av0 è u⊤0 A íåíóëåâûå. Çíà÷èò, 〈y, v0〉 6= 0,
〈u0, x〉 6= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

〈y, v0〉 = 1, 〈u0, x〉 = 1. (7.6)

Äëÿ ýòîãî âåêòîð v0 ñëåäóåò çàìåíèòü íà v0/〈y, v0〉, à âåêòîð u0 � íà

u0/〈u0, x〉. Ñîãëàñíî (7.5), (7.6) ïîëó÷àåì

Av0 = x, u⊤0 A = y⊤,

〈u0, Av0〉 = 〈u0, x〉 = 1.

Óòâåðæäåíèå (I) äîêàçàíî.

Ïåðåõîäèì ê óòâåðæäåíèþ (II).

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ñèñòåìû Av = x è A⊤u = y íåñîâ-

ìåñòíû. Ïî äîêàçàííîìó rank F 6= r − 1. Äîïóñòèì, ÷òî rank F = r.
�àññìîòðèì âåêòîðû v1, . . . , vn−r, îáðàçóþùèå áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà

H = {v |Fv = 0}. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ F èìååì

Avj = 〈y, vj〉x, j ∈ 1:n− r.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà Av = x íåñîâìåñòíà, òî 〈y, vj〉 = 0 ïðè âñåõ

j ∈ 1:n− r. Óñëîâèå rank A = r ãàðàíòèðóåò, ÷òî âåêòîðû v1, . . . , vn−r

îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L = {v |Av = 0}.
Ñèñòåìà A⊤u = y òàêæå íåñîâìåñòíà. Ïî òåîðåìå 6.3 íàéäåòñÿ

ðåøåíèå v0 îäíîðîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû Av = 0, òàêîå, ÷òî

〈y, v0〉 6= 0. Âåêòîð v0 ïðèíàäëåæèò L, ïîýòîìó åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

v0 =
n−r∑

j=1

tjvj .

Íî òîãäà

〈y, v0〉 =
n−r∑

j=1

tj〈y, vj〉 = 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêàçàíî, ÷òî ðàíã F îòëè÷åí îò r − 1 è r. Ñîãëàñíî (7.1)

rank F = r + 1.
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Íå î á õ î ä èì î ñ ò ü . Ïóñòü rank F = r+1. Ïîñêîëüêó rank A = r,
òî íàéäóòñÿ âåêòîðû v0 è u0 ñî ñâîéñòâàìè

Av0 = 0, Fv0 6= 0,

A⊤u0 = 0, F⊤u0 6= 0.

Èìååì Fv0 = −〈y, v0〉x, F⊤u0 = −〈x, u0〉y. Â ÷àñòíîñòè, 〈y, v0〉 6= 0,
〈x, u0〉 6= 0.

Ñèñòåìà Av = x íåñîâìåñòíà, òàê êàê âåêòîð u0 óäîâëåòâîðÿåò

îäíîðîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå A⊤u = 0 è 〈x, u0〉 6= 0. Ïî àíà-

ëîãè÷íîé ïðè÷èíå íåñîâìåñòíà è ñèñòåìà A⊤u = y. Óòâåðæäåíèå (II)

äîêàçàíî.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (III) ñëåäóåò èç (7.1).

Òåîðåìà 7.1 äàåò îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ðàí-

ãà íåíóëåâîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A = A[M,N ]. Âîçüìåì íåíóëåâîé

ñòîëáåö A[M, j0] =: a. Îáîçíà÷èì ‖a‖ = 〈a, a〉1/2. Âåëè÷èíà ‖a‖ íàçûâà-
åòñÿ íîðìîé âåêòîðà a. Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîðû

x =
1

‖a‖a, y⊤ = x⊤A

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (7.2), (7.3).

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî 〈x, x〉 = 1
‖a‖2 〈a, a〉 = 1. Èçâëåêàÿ êâàä-

ðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì ‖x‖ = 1. Âåêòîð x ñî ñâîéñòâîì ‖x‖ = 1 íàçû-
âàåòñÿ åäèíè÷íûì èëè íîðìèðîâàííûì. Âåêòîð y � íåíóëåâîé, ó íåãî

y[j0] = ‖a‖. Äàëåå

x =
1

‖a‖A[M, j0] =
1

‖a‖Aej0 = A

(
1

‖a‖ej0
)

=:Av0,

y⊤ = x⊤A =:u⊤0 A,

〈u0, Av0〉 = 〈x, x〉 = 1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1 rank (A− xy⊤) = rank A− 1.
Ïðè äàííîì âûáîðå âåêòîðîâ x è y ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

F := A− xy⊤ = A− xx⊤A = (E − xx⊤)A. (7.7)

Ìàòðèöà P = E − xx⊤ åñòü ìàòðèöà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî L, îðòîãîíàëüíîå âåêòîðó x (ðèñ. 3).
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�èñóíîê 3.
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✟✟✟✟✟✟✟✟✯

✻

Äåéñòâèòåëüíî, Pv = v äëÿ âñåõ v ∈ L. Êðîìå òîãî, Px = 0, ïî-

ñêîëüêó 〈x, x〉 = 1. Çíà÷èò, ñòîëáöû ìàòðèöû F ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. Â ÷àñò-

íîñòè, ñòîëáåö A[M, j0] ïðåîáðàçóåòñÿ â íóëåâîé ñòîëáåö ìàòðèöû F .
Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ïðèåìà ïðèâîäèò ê ñëåäó-

þùåìó àëãîðèòìó.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû.

1. Ïîëàãàåì q = 0, F0 = A.

2. Åñëè Fq = 0, òî ïðîöåññ çàêîí÷åí è rank A = q.

3. Èíà÷å ïîëàãàåì q: = q + 1.

4. Áåðåì íåíóëåâîé ñòîëáåö fq = Fq−1[M, jq] ìàòðèöû Fq−1 è ñòðîèì

âåêòîðû

xq =
1

‖fq‖
fq, y⊤q = x⊤q Fq−1.

5. Âû÷èñëÿåì Fq = Fq−1 − xqy
⊤
q .

6. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷èì q = rank A è

A =

q∑

k=1

xk y
⊤
k . (7.8)

Ïîÿñíèì ýòî. Àëãîðèòì ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö

F0 = A,
Fk = Fk−1 − xky

⊤
k , k ∈ 1: q,
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òàêèõ, ÷òî rank Fk = rank Fk−1 − 1, è Fq = 0. Ïîñêîëüêó 0 = rank Fq =
rank Fq−1 − 1 = . . . = rank F0 − q = rank A − q, òî rank A = q. Ïî
óñëîâèþ rank A = r. Çíà÷èò, q = r. Êðîìå ýòîãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà,
ìû ïîëó÷àåì íîâîå ðàçëîæåíèå (7.8) ìàòðèöû A = A[M,N ]. Èññëåäóåì
åãî ñâîéñòâà.

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû x1, . . . , xq ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Ñîãëàñíî

(7.7)

x⊤1 F1 = x⊤1 (F0 − x1y
⊤
1 ) = x⊤1 F0 − y⊤1 = 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû F1 îðòîãîíàëåí x1. Â ÷àñò-

íîñòè, 〈x1, x2〉 = 0.
Äîïóñòèì, ÷òî âåêòîðû x1, . . . , xk ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, è ïðîâå-

ðèì èõ îðòîãîíàëüíîñòü xk+1. Âåêòîð xk+1 ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

ðàâåí íåíóëåâîìó ñòîëáöó ìàòðèöû Fk. Ïðè j ∈ 1: k èìååì

x⊤j Fk = x⊤j


Fj−1 −

k∑

i=j

xiy
⊤
i


 = x⊤j Fj−1 − y⊤j = 0.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî 〈xj , xk+1〉 = 0 ïðè j ∈ 1: k. Îðòîãî-
íàëüíîñòü âåêòîðîâ x1, . . . , xq óñòàíîâëåíà.

Òåïåðü îòìåòèì òàêîé �àêò. Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà

ñòîëáåö òåêóùåé ìàòðèöû Fk−1 ïåðåøåë â íóëåâîé, òî â äàëüíåéøåì

îí îñòàíåòñÿ íóëåâûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñîãëàñíî (7.7) øàã àëãî-

ðèòìà ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ìàòðèöû Fk.

Åñëè îáîçíà÷èòü Pk = E − xkx
⊤
k , òî

Fk = PkFk−1.

Êàê ñëåäñòâèå,

0 = Fq = PqFq−1 = · · · = PqPq−1 · · ·P1A,

ò.å.

PqPq−1 · · ·P1A = 0.

Ýòà �îðìóëà ïîÿñíÿåò, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì åñòü àëãîðèòì ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Ïî ñóòè àëãîðèòìà ó ìàòðèöû Fk = Fk−1 − xky
⊤
k , ïî êðàéíåé ìå-

ðå, íà îäèí íóëåâîé ñòîëáåö áîëüøå, ÷åì ó Fk−1. Ó âåêòîðà y⊤k êîìïî-

íåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì ñòîëáöàì ìàòðèöû Fk−1, ðàâíû íóëþ

(íóëåâûå ñòîëáöû ïåðåõîäÿò â íóëåâûå). Êîìïîíåíòà y⊤k [jk], ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ âûáèðàåìîìó íåíóëåâîìó ñòîëáöó fk ìàòðèöû Fk−1, îòëè÷íà

îò íóëÿ (ðàâíà ‖fk‖). Ïîñêîëüêó ñòîëáåö fk ïåðåõîäèò â íóëåâîé, òî

y⊤k+1[jk] = 0. ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî íóëåâûõ êîìïîíåíò ó y⊤k+1 áîëüøå,

÷åì ó y⊤k . Òî÷íåå

• ó âåêòîðà y⊤2 , ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà íóëåâàÿ êîìïîíåíòà,

27



• ó âåêòîðà y⊤3 , ïî êðàéíåé ìåðå, äâå íóëåâûå êîìïîíåíòû,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

• ó âåêòîðà y⊤q , ïî êðàéíåé ìåðå, q − 1 íóëåâûõ êîìïîíåíò.

Ïåðåïèøåì (7.8) â ìàòðè÷íîé �îðìå

A = XY ⊤. (7.9)

ÇäåñüX �ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñòîëáöîâ x1, . . . , xq,
à Y ⊤

� ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîê y⊤1 , . . . , y
⊤
q . Ïî òåîðåìå 3.2 ñòðî-

êè ìàòðèöû Y ⊤
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñîîòíîøåíèå (7.9) íàçûâàåòñÿ

QR-ðàçëîæåíèåì ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A = A[M,N ].

ÇÀÄÀ×È

7.1. Ïóñòü w1, w2, . . . , wk � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû èç RN
, ïðè-

÷åì ‖w1‖ = 1. Ââåäåì ìàòðèöó ïðîåêòèðîâàíèÿ P1 = E − w1w
⊤
1 .

Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû P1w2, . . . , P1wk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

7.2. Ïóñòü A = A[1:n, 1:n] � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå, ÷òî åå

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = XY ⊤
, ãäå X = X [1:n, 1:n] � ìàò-

ðèöà ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè è Y ⊤ = Y ⊤[1:n, 1:n] �
âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé Y ⊤[i, j] = 0 ïðè i > j è
Y ⊤[j, j] > 0 ïðè âñåõ j ∈ 1:n.

7.3. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå îáðàòèìîé ìàòðèöû A = A[1:n, 1:n],
óêàçàííîå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, åäèíñòâåííî.
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�ËÀÂÀ 2. ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÀß ÔÓÍÊÖÈß

2.1. Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà D = D[N,N ] íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñ-

ëè D⊤ = D. �àñïèøåì ýòî ðàâåíñòâî ïî ýëåìåíòàì: D⊤[i, j] = D[i, j],
i, j ∈ N . Ïîñêîëüêó D⊤[i, j] = D[j, i], òî ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû D
îçíà÷àåò, ÷òî D[j, i] = D[i, j] ïðè âñåõ i, j ∈ N .

ËÅÌÌÀ 1.1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà D = D[N,N ] ñèììåòðè÷íà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈Dx, y〉 = 〈x,Dy〉 ïðè âñåõ x, y ∈ RN . (1.1)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìàòðèöà D ñèììåòðè÷íà, òî ðàâåíñòâî

(1.1) ñëåäóåò èç �îðìóëû (1.6) ãëàâû 1. Íàîáîðîò, äîïóñòèâ ñïðàâåäëè-

âîñòü (1.1), ïðè x = ei, y = ej ïîëó÷èì

〈Dx, y〉 = D[j, i], 〈x,Dy〉 = D[i, j],

òàê ÷òî D[j, i] = D[i, j] ïðè âñåõ i, j ∈ N .

Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íîé, åñëè 〈Dx, x〉 ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈ RN
, è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé,

åñëè 〈Dx, x〉 > 0 ïðè âñåõ íåíóëåâûõ x ∈ RN
.

ËÅÌÌÀ 1.2. Ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà

D èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó D−1
, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà Dx = 0 èìååò òîëüêî íó-

ëåâîå ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû Dx0 = 0 ïðè íåêîòîðîì x0 6= 0,

òî ïîëó÷èëè áû 〈Dx0, x0〉 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè ìàòðèöû D. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû D ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Ïî òåîðåìå 4.1 ãëàâû 1 ìàòðèöà D èìååò îáðàòíóþ D−1
.

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè D

〈D−1x, y〉 = 〈D−1x,DD−1y〉 = 〈x,D−1y〉,

îòêóäà ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü D−1
.

Âîçüìåì x 6= 0 è îáîçíà÷èì y = D−1x. Î÷åâèäíî, ÷òî y 6= 0. Ïî-

ñêîëüêó

〈D−1x, x〉 = 〈D−1x,DD−1x〉 = 〈y,Dy〉 > 0,

òî D−1
� ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó D,
ââåäåì îáîáùåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈x, y〉D = 〈Dx, y〉
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è îáîáùåííóþ íîðìó ‖x‖D = 〈Dx, x〉1/2. Îáîáùåííàÿ íîðìà îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(I) ‖x‖D = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;

(II) ‖tx‖D = |t| · ‖x‖D ïðè ëþáîì t ∈ R;

(III) 〈x, y〉D ≤ ‖x‖D · ‖y‖D;

(IV) ‖x+ y‖D ≤ ‖x‖D + ‖y‖D.

Ñâîéñòâà (I) è (II) î÷åâèäíû. Ïðîâåðèì (III).

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ x, y ðàâåí íóëþ, òî íåðàâåíñòâî (III)
âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x 6= 0 è y 6= 0.

Ïóñòü ñíà÷àëà ‖x‖D = 1, ‖y‖D = 1. Òîãäà

‖x− y‖2D = 〈D(x− y), x− y〉 = 2− 2〈x, y〉D.

Ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

〈x, y〉D = 1− 1/2‖x− y‖2D.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x, y ïîëó÷àåì

〈
x

‖x‖D
,

y

‖y‖D

〉

D

= 1− 1

2

∥∥∥∥
x

‖x‖D
− y

‖y‖D

∥∥∥∥
2

D

.

Çíà÷èò,

〈x, y〉D =

(
1− 1

2

∥∥∥∥
x

‖x‖D
− y

‖y‖D

∥∥∥∥
2

D

)
‖x‖D · ‖y‖D. (1.2)

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (III). Áîëåå òîãî, ïî-

ñêîëüêó −〈x, y〉D = 〈−x, y〉D ≤ ‖x‖D · ‖y‖D, òî

|〈x, y〉D| ≤ ‖x‖D · ‖y‖D.

×òî êàñàåòñÿ íåðàâåíñòâà (IV), òî ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ýëå-

ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îíî ïåðåõîäèò â íåðàâåíñòâî (III).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.2) íåðàâåíñòâà (III) è (IV) âûïîëíÿþòñÿ

êàê ðàâåíñòâà ïðè íåíóëåâûõ x, y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x

‖x‖D
=

y

‖y‖D
.

Îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííîé íîðìå ïðèD = E.
Åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà x îáîçíà÷àåòñÿ ‖x‖.
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ÇÀÄÀ×È

1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå AB ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ñèììåò-

ðè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû A è B ïåðåñòàíîâî÷íû,

ò.å. êîãäà AB = BA.

1.2. Ïóñòü ó ìàòðèöû A = A[M,N ] ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äî-

êàæèòå, ÷òî ìàòðèöà D = A⊤A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííîé.

1.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé ìàòðèöû D = D[N,N ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

D[i, j] < 1/2 (D[i, i] +D[j, j]) ïðè i 6= j.

1.4. Ïóñòü D[N,N ] � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-

ðèöà è N0 ⊂ N . Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìàòðèöà D[N0, N0] òàêæå ñèì-
ìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðè-

öà D = D[1 : n, 1 : n] äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå D = LL⊤
, ãäå L �

íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè, ò.å. L[i, j] = 0 ïðè i < j è L[i, i] > 0 ïðè âñåõ i∈1 : n
(ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî).

2.2. Âûïóêëûå êâàäðàòè÷íûå �óíêöèè

Ïóñòü D = D[N,N ] � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ôóíêöèÿ âèäà

Q(x) = 1/2〈Dx, x〉 + 〈c, x〉 + α

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.

ËÅÌÌÀ 2.1. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

Q(x+ h)−Q(x) = 〈Dx+ c, h〉+ 1/2〈Dh, h〉. (2.1)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû D èìååì

Q(x+h) = 1/2〈D(x+h), x+h〉+〈c, x+h〉+α = Q(x)+1/2〈Dh, h〉+〈Dx+c, h〉.

Ýòî ðàâíîñèëüíî (2.1).

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïðè âñåõ x, h èç RN
è t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Q(x+ th)−Q(x) = t [Q(x+ h)−Q(x)]− 1/2 t (1− t)〈Dh, h〉. (2.2)

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (2.1)

Q(x+ th)−Q(x) = t 〈Dx+ c, h〉+ 1/2 t
2〈Dh, h〉.
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Âìåñòå ñ òåì, èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî

〈Dx+ c, h〉 = Q(x+ h)−Q(x)− 1/2〈Dh, h〉.

Îáúåäèíÿÿ äâå ïîñëåäíèå �îðìóëû, ïðèõîäèì ê (2.2).

Ôóíêöèÿ Q íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà RN
, åñëè

Q(tx1 + (1− t)x0) ≤ tQ(x1) + (1− t)Q(x0) (2.3)

äëÿ âñåõ x0, x1 èç RN
è t ∈ [0, 1].

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q áûëà âû-

ïóêëîé íà RN
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà D áûëà íå-

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . ÏóñòüQ� âûïóêëàÿ �óíê-

öèÿ. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (2.3) â âèäå

Q(x0 + t(x1 − x0)) ≤ Q(x0) + t [Q(x1)−Q(x0)]. (2.4)

Çà�èêñèðóåì x0 è ïîëîæèì x1 = x0 + h. Ïðè t ∈ (0, 1) èìååì

Q(x0 + th)−Q(x0)− t [Q(x0 + h)−Q(x0)] ≤ 0. (2.5)

Â ñèëó (2.2) ïîëó÷àåì −1/2 t (1− t)〈Dh, h〉 ≤ 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

〈Dh, h〉 ≥ 0 ïðè âñåõ h ∈ RN . (2.6)

Íåîòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû D óñòàíîâëåíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Çà�èêñèðóåì x0, x1 èç RN
è t ∈ [0, 1]. Ïîëî-

æèì h = x1 − x0. Èç (2.2) è (2.6) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.5), ðàâíîñèëü-
íîå (2.4). Ïîñëåäíåå, â ñâîþ î÷åðåäü, õàðàêòåðèçóåò �óíêöèþ Q êàê

âûïóêëóþ.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà D � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðè-

öà. Ââåäåì âåëè÷èíó

λ = min
‖x‖=1

〈Dx, x〉.

Ìèíèìóì íåïðåðûâíîé �óíêöèè 〈Dx, x〉 íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì

ìíîæåñòâå S = {x ∈ RN | ‖x‖ = 1} äîñòèãàåòñÿ. Îáîçíà÷èì òî÷êó ìè-

íèìóìà ÷åðåç x0. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû D
èìååì λ = 〈Dx0, x0〉 > 0.

Ñîãëàñíî âûáîðó λ

〈Dx, x〉 ≥ λ‖x‖2 ïðè âñåõ x ∈ RN .

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.2) ïðè x = x0 è h = x1−x0. Äëÿ t ∈ [0, 1]
ïîëó÷èì

Q(tx1+(1− t)x0) ≤ tQ(x1)+(1− t)Q (x0)− 1/2λ t (1− t)‖x1−x0‖2. (2.7)
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Íåðàâåíñòâî (2.7) õàðàêòåðèçóåò �óíêöèþ Q êàê ñèëüíî âûïóêëóþ.

Óñòàíîâèì åùå îäèí êðèòåðèé âûïóêëîñòè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q áûëà âû-

ïóêëîé íà RN
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè âñåõ x è h èç RN

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

Q(x+ h)−Q(x) ≥ 〈Dx+ c, h〉. (2.8)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . Âûïóêëîñòü �óíêöèè Q
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 ãàðàíòèðóåò íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàò-

ðèöû D. Òåïåðü (2.8) ñëåäóåò èç (2.1).
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Íà îñíîâàíèè (2.1) è (2.8) çàêëþ÷àåì, ÷òî

〈Dh, h〉 ≥ 0 ïðè âñåõ h ∈ RN
, ò.å. ÷òî D � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 2.1.

Íåðàâåíñòâî (2.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

Q(x1)−Q(x0) ≥ 〈Dx0 + c, x1 − x0〉. (2.9)

�àññìîòðèì à��èííîå ìíîãîîáðàçèå

Ω = {x ∈ RN |A[M,N ]× x[N ] = b[M ]}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî íå ïóñòîå. Êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ Q áóäåì

íàçûâàòü âûïóêëîé íà Ω, åñëè íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ
x0, x1 èç Ω è t ∈ [0, 1].

Ïîëîæèì Ω0 = {h | Ah = 0}.
ÒÅÎ�ÅÌÀ 2.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q áûëà

âûïóêëîé íà Ω, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà D áûëà

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé íà Ω0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå

òî÷êè x0 ∈ Ω è h ∈ Ω0. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà x1 = x0 + h ïðèíàäëå-

æèò Ω. Òàê êàê �óíêöèÿ Q âûïóêëà íà Ω, òî ñîãëàñíî (2.2) ïðè x = x0
è t = 1/2 ïîëó÷àåì −1/8〈Dh, h〉 ≤ 0, èëè 〈Dh, h〉 ≥ 0 ïðè âñåõ h ∈ Ω0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà D íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà Ω0.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü òî÷êè x0, x1 ïðèíàäëåæàò Ω. Òîãäà ðàç-
íîñòü h = x1 − x0 ïðèíàäëåæèò Ω0. Íåðàâåíñòâî (2.3) äëÿ t ∈ [0, 1]
ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) ïðè x = x0 è íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè ìàòðèöû D íà Ω0.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q áûëà

âûïóêëîé íà Ω, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-

âåíñòâî (2.8) ïðè âñåõ x ∈ Ω è h ∈ Ω0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 âû-

ïóêëîñòü Q íà Ω âëå÷åò íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû D
íà Ω0. Íåðàâåíñòâî (2.8) ïðè x ∈ Ω è h ∈ Ω0 ñëåäóåò òåïåðü èç (2.1).
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Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Âîçüìåì x ∈ Ω, h ∈ Ω0 . Íà îñíîâàíèè (2.1) è

(2.8) ïîëó÷àåì 〈Dh, h〉 ≥ 0 . Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 2.3.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû

D íà ìíîæåñòâå Ω0 = {h |Ah = 0} êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q áóäåò

âûïóêëîé íà à��èííîì ìíîãîîáðàçèè Ω = x0 + Ω0 = {x = x0 + h |h ∈
Ω0} ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x0 ∈ RN

.

ÇÀÄÀ×È

2.1. Äîêàæèòå âûïóêëîñòü íà RN
êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè

Q(x) = 1/2‖Ax− b‖2,

ãäå A = A[M,N ] � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà.

2.2. Ïóñòü Q(x) � êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ

F (y) = Q(x0 +By),

ãäå B = B[N,M ], òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.

2.3. Ïóñòü Q(x) = 1/2〈Gx, x〉, ãäå G � ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðè-

öà. Óêàæèòå òàêóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöóD, ÷òîQ(x) = 1/2〈Dx, x〉.

2.3. Ìèíèìèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè

Òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè Q íà RN
, åñëè

Q(x) ≥ Q(x∗) ïðè âñåõ x ∈ RN
.

ËÅÌÌÀ 3.1. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q îãðàíè÷åíà ñíèçó íà

RN
, òî îíà âûïóêëà íà RN

è ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Dx = −c (3.1)

èìååò ðåøåíèå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Ïðîâåðèì âíà÷àëå ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (3.1).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå u0 îäíîðîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

D⊤u = 0. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû D

Du0 = 0. (3.2)

Ïîêàæåì, ÷òî 〈c, u0〉 = 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 6.3 ãëàâû 1 ñèñòåìà (3.1)

áóäåò ñîâìåñòíîé.

Çà�èêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ RN
. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 è (3.2) ïðè t ∈ R

ïîëó÷àåì

Q(x0 + tu0)−Q(x0) = t〈Dx0 + c, u0〉+ 1/2t
2〈Du0, u0〉 =
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= t[〈c, u0〉+ 〈x0, Du0〉] = t〈c, u0〉.
Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Q îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî íåîáõîäèìî 〈c, u0〉 = 0. Ñîâ-
ìåñòíîñòü ñèñòåìû (3.1) óñòàíîâëåíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗ ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1). Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 ïðè

ëþáûõ h ∈ RN
è t ∈ R èìååì

Q(x∗ + th)−Q(x∗) = t〈Dx∗ + c, h〉+ 1/2 t
2〈Dh, h〉 = 1/2 t

2〈Dh, h〉.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó �óíêöèè Q îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈Dh, h〉 ≥
0. Ïî òåîðåìå 2.1 �óíêöèÿ Q âûïóêëà íà RN

.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q èìåëà

òî÷êó ìèíèìóìà íà RN
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà

îãðàíè÷åíà ñíèçó íà RN
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü òðèâèàëüíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè �óíêöèÿ Q îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî ïî ëåììå

3.1 îíà âûïóêëà è ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå (3.1).
Ïîêàæåì, ÷òî x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà. Ñîãëàñíî (2.9)

Q(x)−Q(x∗) ≥ 〈Dx∗ + c, x− x∗〉 = 0,

èëè Q(x) ≥ Q(x∗) ïðè âñåõ x ∈ RN
. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ìèíèìóìà

óñòàíîâëåíî.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.2. Ïóñòü Q� âûïóêëàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ. Äëÿ

òîãî ÷òîáû ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Q íà RN
äîñòèãàëîñü â òî÷êå x∗,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Dx∗ = −c.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . Ïóñòü x∗ � òî÷êà ìèíè-

ìóìà. Ïîëîæèì h∗ = Dx∗ + c. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1

0 ≤ Q(x∗ + th∗)−Q(x∗) = t〈Dx∗ + c,Dx∗ + c〉+ 1/2 t
2〈Dh∗, h∗〉.

Ïîëó÷èëè, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ

q(t) = t ‖Dx∗ + c‖2 + 1/2 t
2 〈Dh∗, h∗〉

íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ t ∈ R. Íî òîãäà ‖Dx∗ + c‖ = 0. Ýòî î÷åâèäíî
ïðè 〈Dh∗, h∗〉 = 0 è ñëåäóåò èç íåïîëîæèòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà ïðè

〈Dh∗, h∗〉 6= 0. �àâåíñòâî æå ‖Dx∗ + c‖ = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà,
êîãäà Dx∗ = −c.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè Q � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ è Dx∗ = −c, òî
ñîãëàñíî (2.9)

Q(x)−Q(x∗) ≥ 〈Dx∗ + c, x− x∗〉 = 0,

èëè Q(x) ≥ Q(x∗) ïðè âñåõ x ∈ RN
. Ýòî çíà÷èò, ÷òî x∗ � òî÷êà ìèíè-

ìóìà.
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�àññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íà à��èí-

íîì ìíîãîîáðàçèè:

Q(x): = 1/2〈Dx, x〉 + 〈c, x〉+ α → min,

Ax = b,
(3.3)

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Âåêòîð x, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé îãðàíè÷åíèþ Ax = b çàäà÷è (3.3), íàçûâàåòñÿ åå ïëàíîì. Ìíî-

æåñòâî ïëàíîâ îáîçíà÷èì Ω. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω � íåïóñòîå ìíîæå-

ñòâî.

Ïîëîæèì Ω0 = {h |Ah = 0}.
ËÅÌÌÀ 3.2. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q îãðàíè÷åíà ñíèçó íà Ω,

òî îíà âûïóêëà íà Ω è ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Dx − A⊤u = −c,
Ax = b

(3.4)

èìååò ðåøåíèå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (3.4).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå {v0, z0} îäíîðîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñ-

òåìû. Ïî îïðåäåëåíèþ

(
D A⊤

−A 0

)(
v0
z0

)
=

(
0

0

)
,

èëè Dv0 +A⊤z0 = 0, Av0 = 0. Çà�èêñèðóåì x0 ∈ Ω. Òîãäà

Q(x0 + tv0)−Q(x0) = t〈Dx0 + c, v0〉+ 1/2t
2〈Dv0, v0〉 =

= t〈c, v0〉+ t〈x0, Dv0〉 − 1/2t
2〈A⊤z0, v0〉 =

= t〈c, v0〉 − t〈x0, A⊤z0〉 − 1/2t
2〈z0, Av0〉 =

= t〈c, v0〉 − t〈Ax0, z0〉 = −t[〈−c, v0〉+ 〈b, z0〉].
Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Q îãðàíè÷åíà ñíèçó íà Ω è òî÷êà x0 + tv0 ïðèíàä-
ëåæèò Ω ïðè âñåõ t ∈ R, òî íåîáõîäèìî 〈−c, v0〉+ 〈b, z0〉 = 0. Ïî òåîðåìå
6.3 ãëàâû 1 ñèñòåìà (3.4) èìååò ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {x∗, u∗} ðåøåíèå ñèñòåìû (3.4) è âîçüìåì h ∈ Ω0.

Èìååì

Q(x∗ + th)−Q(x∗) = t〈Dx∗ + c, h〉+ 1/2t
2〈Dh, h〉.

Îäíàêî ïðè h ∈ Ω0

〈Dx∗ + c, h〉 = 〈A⊤u∗, h〉 = 〈u∗, Ah〉 = 0.

Ïîýòîìó

Q(x∗ + th)−Q(x∗) = 1/2t
2〈Dh, h〉.
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Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó �óíêöèè Q íà Ω ïîëó÷àåì 〈Dh, h〉 ≥ 0
ïðè âñåõ h ∈ Ω0, ò.å. ìàòðèöà D ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé

íà Ω0. Ïî òåîðåìå 2.3 �óíêöèÿ Q âûïóêëà íà Ω.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (3.3) èìåëà ðåøåíèå, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ Q áûëà îãðàíè÷åííîé ñíèçó íà

Ω.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü òðèâèàëüíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q îãðàíè÷åíà ñíè-

çó íà Ω, òî ïî ëåììå 3.2 îíà âûïóêëà íà Ω è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå {x∗, u∗}
ñèñòåìû (3.4). Ïîêàæåì, ÷òî x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè Q íà Ω.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x èç Ω. Âåêòîð h = x−x∗ ïðèíàäëåæèò
Ω0. Ñîãëàñíî(2.9)

Q(x) −Q(x∗) ≥ 〈Dx∗ + c, x− x∗〉 = 〈A⊤u∗, h〉 = 〈u∗, Ah〉 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, Q(x) ≥ Q(x∗) ïðè âñåõ x ∈ Ω. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè
ìèíèìóìà óñòàíîâëåíî.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q âû-

ïóêëà íà Ω. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Q íà Ω äîñòèãà-

ëîñü â òî÷êå x∗ ∈ Ω, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøåëñÿ âåêòîð

u∗, òàêîé, ÷òî
Dx∗ + c = A⊤u∗. (3.5)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü . Ïóñòü x∗ � òî÷êà ìèíè-

ìóìà. Íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

A⊤u = Dx∗ + c (3.6)

èìååò ðåøåíèå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå v∗ îäíîðîäíîé ñîïðÿ-

æåííîé ñèñòåìû Av = 0 è ïîêàæåì, ÷òî 〈Dx∗ + c, v∗〉 = 0.
Âåêòîð x∗ + tv∗ ïðèíàäëåæèò Ω ïðè ëþáîì t ∈ R. Ïîýòîìó

0 ≤ Q(x∗ + tv∗)−Q(x∗) = t〈Dx∗ + c, v∗〉+ 1/2 t
2〈Dv∗, v∗〉.

Ïîëó÷èëè, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ

q(t) = t〈Dx∗ + c, v∗〉+ 1/2 t
2〈Dv∗, v∗〉

íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ t ∈ R. Íî òîãäà 〈Dx∗ + c, v∗〉 = 0. Ïî òåîðåìå
6.3 ãëàâû 1 ñèñòåìà (3.6) èìååò ðåøåíèå.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. ÏóñòüQ� âûïóêëàÿ íà Ω �óíêöèÿ è âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå (3.5). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x èç Ω. �àçíîñòü h =
x− x∗ ïðèíàäëåæèò Ω0. Ñîãëàñíî (2.9)

Q(x) −Q(x∗) ≥ 〈Dx∗ + c, x− x∗〉 = 〈A⊤u∗, h〉 = 〈u∗, Ah〉 = 0,

èëè Q(x) ≥ Q(x∗) ïðè âñåõ x ∈ Ω. Çíà÷èò, x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà.
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ÇÀÄÀ×È

3.1. Ïóñòü D � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Äîêàæèòå, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ 〈Dx0, x0〉 = 0 ñëåäóåò Dx0 = 0.

3.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàò-

ðèöû D ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

min
y∈RN

{〈Dy, y〉 − 2〈x, y〉} = −〈D−1x, x〉.

3.3. Ïóñòü Q � âûïóêëàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ è x∗ � åå òî÷êà ìè-

íèìóìà íà RN
. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ RN

Q(x)−Q(x∗) = 1/2〈Dx+ c, x− x∗〉.

2.4. Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

Â ýòîì ïàðàãðà�å óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî N = 1:n.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4.1. Ïóñòü D = D[N,N ] è B = B[N,N ] � ñèììåòðè÷-

íûå ìàòðèöû, ïðè÷åì B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò âåùåñòâåííûå ÷èñëà λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn è íåíóëåâûå âåêòîðû

x1, x2, . . . , xn, òàêèå, ÷òî

Dxk = λkBxk, k ∈ 1:n, (4.1)

〈Bxi, xj〉 = δij , i, j ∈ 1:n. (4.2)

Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà (δij = 1 ïðè i = j è δij = 0 ïðè i 6= j).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì S = {x | 〈Bx, x〉 = 1}. Î÷åâèäíî,
÷òî S � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî îãðàíè÷åíî. Ïîëîæèì

µ: = min
‖x‖=1

〈Bx, x〉 > 0.

Èìååì 〈Bx, x〉 ≥ µ‖x‖2 ïðè âñåõ x ∈ RN
. Çíà÷èò, ‖x‖2 ≤ 1/µ äëÿ x ∈ S.

Ýòî ãàðàíòèðóåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà S.
Ââåäåì âåëè÷èíó

λ1 = min
x∈S

〈Dx, x〉. (4.3)

Ïîñêîëüêó 〈Dx, x〉� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ è ìíîæåñòâî S, ïî êîòîðîìó
áåðåòñÿ ìèíèìóì, îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, òî ìèíèìóì â (4.3) äîñòèãà-

åòñÿ. Òî÷êó ìèíèìóìà îáîçíà÷èì x1. Ïîêàæåì, ÷òî Dx1 = λ1Bx1.
Èìååì

〈Dx, x〉 ≥ λ1〈Bx, x〉 ïðè âñåõ x ∈ RN . (4.4)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x = 0 íåðàâåíñòâî òðèâèàëüíî. Ïóñòü x 6= 0. Òîãäà

〈Bx, x〉 > 0. Âåêòîð x̂ = x/〈Bx, x〉1/2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 〈Bx̂, x̂〉 = 1,
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ò.å. ïðèíàäëåæèò S. Ïîýòîìó äëÿ íåãî 〈Dx̂, x̂〉 ≥ λ1, ÷òî ðàâíîñèëü-

íî (4.4).

Ââåäåì êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ

Q1(x) = 1/2〈(D − λ1B)x, x〉.

Ñîãëàñíî (4.4) èìååì Q1(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈ RN
. Êðîìå òîãî, Q1(x1) =

0. Çíà÷èò, x1 � òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè Q1 íà RN
. Ôóíêöèÿ Q1,

îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó íóëåì, ñîãëàñíî ëåììå 3.1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà

RN
. Ïî òåîðåìå 3.2 â òî÷êå ìèíèìóìà x1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(D − λ1B)x1 = 0, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî Dx1 = λ1Bx1.
Òåïåðü ââåäåì ìíîæåñòâî S(x1) = {x ∈ S | 〈Bx1, x〉 = 0} è ïîëîæèì

λ2 = min
x∈S(x1)

〈Dx, x〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x2 òî÷êó ìèíèìóìà. Ïîêàæåì, ÷òî x2 ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

Q2(x): = 1/2〈(D − λ2B)x, x〉 → min,

〈Bx1, x〉 = 0.
(4.5)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïëàíà x çàäà÷è (4.5) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

〈Dx, x〉 ≥ λ2〈Bx, x〉. (4.6)

Ïðè x = 0 ýòî òðèâèàëüíî. Âîçüìåì íåíóëåâîé ïëàí x. Âåêòîð x̂ =

x/〈Bx, x〉1/2 òàêæå áóäåò ïëàíîì. Êðîìå òîãî, äëÿ íåãî 〈Bx̂, x̂〉 = 1.
Çíà÷èò, x̂ ∈ S(x1). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ λ2 ïîëó÷àåì 〈Dx̂, x̂〉 ≥ λ2,
÷òî ðàâíîñèëüíî (4.6).

Èç (4.6) ñëåäóåò, ÷òî Q2(x) ≥ 0 íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ. Âìåñòå ñ òåì
âåêòîð x2 ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì çàäà÷è (4.5) è íà íåì Q2(x2) = 0. Çíà÷èò, x2
� ðåøåíèå çàäà÷è (4.5).

Ôóíêöèÿ Q2, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó íóëåì íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ Ω2,

ñîãëàñíî ëåììå 3.2 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà Ω2. Ïî òåîðåìå 3.4 íàéäåòñÿ

÷èñëî u1, òàêîå, ÷òî
(D − λ2B)x2 = u1Bx1.

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà x1. Ïîëó÷èì

u1 = 〈(D − λ2B)x2, x1〉.

Íî 〈Bx2, x1〉 = 〈x2, Bx1〉 = 0 è

〈Dx2, x1〉 = 〈x2, Dx1〉 = λ1〈x2, Bx1〉 = 0.

Çíà÷èò, u1 = 0. Ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (D − λ2B)x2 = 0, èç êîòîðîãî

ñëåäóåò, ÷òî Dx2 = λ2Bx2.
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Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü. Îïèøåì p-é øàã. Ïóñòü óæå íàé-
äåíû ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λp−1 è íåíóëåâûå âåêòîðû x1, x2, . . . , xp−1, òàêèå,

÷òî

Dxk = λkBxk, k ∈ 1: p− 1,

〈Bxi, xj〉 = δij , i, j ∈ 1: p− 1.

Ââåäåì ìíîæåñòâî S(x1, x2, . . . , xp−1) = {x ∈ S | 〈Bx1, x〉 = 0, 〈Bx2, x〉 =
0, . . . , 〈Bxp−1, x〉 = 0} è ïîëîæèì

λp = min
x∈S(x1,x2,...,xp−1)

〈Dx, x〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xp òî÷êó ìèíèìóìà . Ïîêàæåì, ÷òî xp ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

Qp(x): = 1/2〈(D − λpB)x, x〉 → min,

〈Bx1, x〉 = 0, 〈Bx2, x〉 = 0, . . . , 〈Bxp−1, x〉 = 0.
(4.7)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïëàíà x çàäà÷è (4.7) ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ λp èìååì

〈Dx, x〉 ≥ λp〈Bx, x〉.
Çíà÷èò, Qp(x) ≥ 0 íà ïëàíàõ x. Âìåñòå ñ òåì âåêòîð xp � ïëàí çàäà÷è

(4.7) è Qp(xp) = 0. Ïîëó÷èëè, ÷òî xp � ðåøåíèå çàäà÷è (4.7).

Ôóíêöèÿ Qp, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó íóëåì íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ Ωp,

ñîãëàñíî ëåììå 3.2 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà Ωp. Ïî òåîðåìå 3.4 íàéäóòñÿ

÷èñëà u1, . . . , up−1, òàêèå, ÷òî

(D − λpB)xp =

p−1∑

i=1

uiBxi. (4.8)

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà xj , j ∈ 1: p− 1, ïîëó÷èì

uj = 〈(D − λpB)xp, xj〉.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé 〈Bxi, xj〉 = δij . Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî

〈Bxp, xj〉 = 〈xp, Bxj〉 = 0 è

〈Dxp, xj〉 = 〈xp, Dxj〉 = λj〈xp, Bxj〉 = 0.

Çíà÷èò, uj = 0 ïðè âñåõ j ∈ 1: p−1. Ñîãëàñíî (4.8) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

(D − λpB)xp = 0, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî Dxp = λpBxp.
Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà ìíîæåñòâî S(x1, x2, . . . , xp−1) áó-

äåò íåïóñòûì. Ïðè p = n åùå íàéäóòñÿ λn è xn. Íî ïðè p = n + 1
óñëîâèÿ

〈Bx, x〉 = 1,

〈Bx1, x〉 = 0, . . . , 〈Bxn, x〉 = 0
(4.9)
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ñòàíîâÿòñÿ íåñîâìåñòíûìè. Ïðîâåðèì ýòî. Âåêòîðû Bx1, . . . , Bxn ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà

∑n
k=1 ckBxk = 0 ñëåäóåò, ÷òî

〈∑n
k=1 ckBxk, xj〉 = 0, èëè cj = 0 ïðè âñåõ j ∈ 1:n. Ìàòðèöà ñèñòåìû

ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

〈Bx1, x〉 = 0, . . . , 〈Bxn, x〉 = 0

êâàäðàòíàÿ è îáðàòèìàÿ, ïîýòîìó ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøå-

íèå. Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.9) íåñîâìåñòíà.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λn è íåíóëå-
âûå âåêòîðû x1, x2, . . . , xn, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (4.1), (4.2).

Ïî ïîñòðîåíèþ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn. Òåîðåìà äîêàçàíà.

×èñëà λk íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, à ñî-

îòâåòñòâóþùèå âåêòîðû xk � îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè

ìàòðèöû D. Îáû÷íûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïîëó-

÷àþòñÿ ïðè B = E.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëáöîâ x1, x2, . . . , xn.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (4.1), (4.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

P⊤DP = Λ, P⊤BP = E, (4.10)

ãäå Λ� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè λ1, λ2, . . . , λn.
Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíò ñ èíäåêñàìè (i, j) ìàòðèöû P⊤DP ðàâåí

〈xi, Dxj〉 = λj〈xi, Bxj〉 = λjδij .

Òîìó æå ðàâåí ýëåìåíò ñ èíäåêñàìè (i, j) ìàòðèöû Λ. Ôîðìóëà P⊤DP =
Λ óñòàíîâëåíà. Ïîïóòíî äîêàçàíà è âòîðàÿ �îðìóëà P⊤BP = E.

�îâîðÿò, èìåÿ â âèäó ñîîòíîøåíèÿ (4.10), ÷òî ìàòðèöà P îäíîâðå-

ìåííî ïðèâîäèò ìàòðèöû D è B ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Óñòàíîâèì åùå îäíî ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî îáîáùåííûõ ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë è îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïî-ïðåæíåìó ÷åðåç

S(a1, . . . , ap−1) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì 〈Bx, x〉 = 1, 〈Ba1, x〉 = 0, . . . , 〈Bap−1, x〉 = 0.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4.2 (Êóðàíò � Ôèøåð). �åøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà-

÷è

min
x∈S(a1,...,ap−1)

〈Dx, x〉 → max
{a1,...,ap−1}

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû a1 = x1, . . . , ap−1 = xp−1.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî λp.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì a1, . . . , ap−1 è íàéäåì âåêòîð x0
âèäà x0 =

∑p
i=1 cixi, ïðèíàäëåæàùèé S(a1, . . . , ap−1). Óñëîâèÿ 〈Ba1, x0〉 =

0, . . . , 〈Bap−1, x0〉 = 0 ðàñïèøåì â âèäå

p∑

i=1

ci〈Baj , xi〉 = 0, j ∈ 1: p− 1. (4.11)
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Ó ñèñòåìû (4.11) p− 1 óðàâíåíèé, à íåèçâåñòíûõ ci � íà åäèíèöó áîëü-

øå. Ïî ëåììå 3.1 ãëàâû 1 ñòîëáöû ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû

(4.11) ëèíåéíî çàâèñèìû. Êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îáðà-

çóþò íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.11). Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷-

íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû

∑p
i=1 c

2
i =

1. Òîãäà ñîãëàñíî (4.2)

〈Bx0, x0〉 =
〈

p∑

i=1

ciBxi,

p∑

j=1

cjxj

〉
=

p∑

i=1

c2i = 1.

Ïîëó÷èëè, ÷òî x0 ∈ S(a1, . . . , ap−1). Òåïåðü èìååì

min
x∈S(a1,...,ap−1)

〈Dx, x〉 ≤ 〈Dx0, x0〉 =

=

〈
p∑

i=1

ciDxi,

p∑

j=1

cjxj

〉
=

〈
p∑

i=1

ciλiBxi,

p∑

j=1

cjxj

〉
=

=

p∑

i=1

c2iλi ≤ λp.

Âìåñòå ñ òåì, ïî îïðåäåëåíèþ λp

min
x∈S(x1,...,xp−1)

〈Dx, x〉 = λp.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÇÀÄÀ×È

4.1. Ïóñòü λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn � îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è

x1, x2, . . ., xn � îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû D.
Äîêàæèòå, ÷òî

λp = max
x∈S(xp+1,...,xn)

〈Dx, x〉.

4.2. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

max
x∈S(ap+1,...,an)

〈Dx, x〉 → min
{ap+1,...,an}

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ap+1 = xp+1, . . . , an =
xn è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî λp.
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2.5. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñèììåòðè÷íîé ìàòðè-

öû

Ïóñòü N = 1:n è B = E[N,N ]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 äëÿ ëþáîé

ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû D = D[N,N ] ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà
λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn è íåíóëåâûå âåêòîðû x1, x2, . . . , xn, òàêèå, ÷òî

Dxk = λkxk, k ∈ 1:n, (5.1)

〈xi, xj〉 = δij , i, j ∈ 1:n. (5.2)

×èñëà λk íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåê-

òîðû xk � ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû D. Ñèñòåìà âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (5.2), íàçûâàåòñÿ îðòî-

íîðìèðîâàííîé, à ìàòðèöà P , ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ x1, x2, . . . , xn,
� îðòîãîíàëüíîé.

Èç (5.1) è (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

P⊤DP = Λ, (5.3)

P⊤P = E, (5.4)

ãäå Λ = diag (λ1, . . . , λn). �àâåíñòâî (5.4) îçíà÷àåò, ÷òî (P⊤)−1 = P .
Ïåðåõîäÿ ê îáðàòíûì ìàòðèöàì, ïîëó÷àåì P⊤ = P−1

, òàê ÷òî PP⊤ =
E. �àâåíñòâî (5.3) ïðèâîäèò ê �îðìóëå

D = PΛP⊤. (5.5)

Îòìåòèì, ÷òî k-é ñòîëáåö ìàòðèöû PΛ ðàâåí λkxk. Ïîýòîìó ñîãëàñíî
�îðìóëå (1.8) ãëàâû 1 è (5.5)

D =

n∑

k=1

λkxkx
⊤
k . (5.6)

Ñîîòíîøåíèå (5.6) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðè-

öû D. Áàçèñíûå ìàòðèöû Hk = xkx
⊤
k ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îáëàäàþò ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1)

∑n
k=1Hk = E;

2) H2
k = Hk;

3) HiHj = 0 ïðè i 6= j.

Ñâîéñòâî 1) äîêàçûâàåòñÿ òàê:

n∑

k=1

Hk =

n∑

k=1

xkx
⊤
k = PP⊤ = E.
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Ñâîéñòâà 2) è 3) îñíîâàíû íà ñîîòíîøåíèè

HiHj = xi(x
⊤
i xj)x

⊤
j = δijxix

⊤
j .

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λn, ÿâëÿþùèåñÿ êîý��èöèåíòàìè â ðàçëî-

æåíèè D =
∑n

k=1 λkHk, îáðàçóþò ñïåêòð ìàòðèöû D.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5.1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé ìàòðè-

öû D îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ìàòðèöà D îáðàòèìà è

D−1 =

n∑

k=1

λ−1
k xkx

⊤
k . (5.7)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà Λ = diag (λ1, . . . , λn)
îáðàòèìà è Λ−1 = diag (λ−1

1 , . . . , λ−1
n ). Âåðíåìñÿ ê ðàâåíñòâó (5.5) è

óìíîæèì îáå åãî ÷àñòè ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíî íà P,Λ−1, P⊤
. Ïîëó-

÷èì

D(PΛ−1P⊤) = E.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà D îáðàòèìà è D−1 = PΛ−1P⊤
. Ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (5.7).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5.2. Ïóñòü D � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ìàòðèöà

G =

n∑

k=1

√
λk xkx

⊤
k

ñèììåòðè÷íà, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è GG = D.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííî-

ãî ÷èñëà λ1 ìàòðèöû D ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

λ1 = min
‖x‖=1

〈Dx, x〉.

Åñëè D � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, òî λ1 ≥ 0. Ïîíÿòíî,
÷òî è îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû.

Ïðîâåðèì ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû Hk = xkx
⊤
k . Èìååì

〈(xkx⊤k )u, v〉 = 〈xk, u〉〈xk, v〉,

〈u, (xkx⊤k )v〉 = 〈xk, v〉〈xk, u〉.
Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, v èçRN

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈Hku, v〉 =
〈u,Hkv〉. Ïî ëåììå 1.1 ìàòðèöà Hk ñèììåòðè÷íà. Ìàòðèöà G êàê ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö òàêæå ñèììåòðè÷íà.

Ïîñêîëüêó

〈(xkx⊤k )u, u〉 = 〈xk, u〉2,
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òî ìàòðèöà Hk íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ìàòðèöà G êàê ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè íåîòðèöàòåëüíî îï-

ðåäåëåííûõ ìàòðèö òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Íàêîíåö, èìååì

GG =

(
n∑

i=1

√
λiHi

)


n∑

j=1

√
λj Hj


 =

∑

i,j

√
λiλj HiHj =

n∑

i=1

λiH
2
i =

n∑

i=1

λiHi = D.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñâîéñòâà ìàòðèöû G ïîçâîëÿþò íàçâàòü åå êâàäðàòíûì êîðíåì èç

ìàòðèöû D è îáîçíà÷èòü G =
√
D èëè G = D

1/2
. Òàêèì îáðàçîì,

√
D =

n∑

k=1

√
λk xkx

⊤
k .

Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû D (ó êîòî-

ðîé íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî) ìîæíî ââåñòè ìàò-

ðèöó

D−1/2 = (
√
D)−1 =

n∑

k=1

λ
−1/2
k xkx

⊤
k .

Î÷åâèäíî, ÷òî D−1/2
� ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðîâåðèì, ÷òî îíà ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Èìååì

〈D−1/2u, u〉 =
n∑

k=1

λ
−1/2
k 〈xk, u〉2 ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 〈D−1/2u, u〉 = 0. Òîãäà 〈xk, u〉 = 0 ïðè âñåõ k ∈ 1:n.
Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â ìàòðè÷íîì âèäå: P⊤u = 0. Óìíîæèâ

ñëåâà íà P , ïîëó÷èì u = 0. Òàêèì îáðàçîì, 〈D−1/2u, u〉 > 0 ïðè u 6= 0.

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû D−1/2
óñòàíîâëåíà.

Îòìåòèì, ÷òî DD−1/2 = D
1/2
.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ý��åêòíûé ñïîñîá îðòîãîíàëèçàöèè ñèñ-

òåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5.3. Ïóñòü A = A[M,N ] � ìàòðèöà ñ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûìè ñòîëáöàìè. Òîãäà ìàòðèöà C = A(A⊤A)−
1/2

óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ C⊤C = E.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöà A⊤A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííîé (çàäà÷à 1.2). Ïîýòîìó ìàòðèöà (A⊤A)−
1/2

ñóùå-

ñòâóåò, îíà ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Èìååì

C⊤C = (A⊤A)−
1/2A⊤A(A⊤A)−

1/2 = E.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ðàâåíñòâà C = A(A⊤A)−
1/2

ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû C1, . . . , Cn ìàò-

ðèöû C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ A1, . . . , An ìàò-

ðèöû A, ò.å.

Ci =

n∑

j=1

αijAj , i ∈ 1:n.

Âìåñòå ñ òåì ðàâåíñòâî C⊤C = E îçíà÷àåò, ÷òî 〈Ci, Cj〉 = δij ïðè

i, j ∈ 1:n, ò.å. âåêòîðû C1, . . . , Cn îðòîíîðìèðîâàííûå. Òàêèì îáðàçîì,

óêàçàíî ÿâíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

A1, . . . , An â îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû C1, . . . , Cn.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî C = A(A⊤A)−
1/2

â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

A = C(A⊤A)
1/2.

Ýòà �îðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöó ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè

ñòîëáöàìè ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà èç êî-

òîðûõ èìååò îðòîíîðìèðîâàííûå ñòîëáöû, à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ââåäåì ýêñïîíåíòó îò ìàòðèöû:

expD = E +

∞∑

p=1

1

p!
Dp. (5.8)

Ñõîäèìîñòü ðÿäà èç ìàòðèö ïîíèìàåòñÿ êàê ïîýëåìåíòíàÿ ñõîäèìîñòü.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5.4. Åñëè D � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî

expD =

n∑

k=1

exp(λk)xkx
⊤
k . (5.9)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

Dp =

n∑

k=1

λpkHk.

Ïîýòîìó äëÿ ÷àñòíîé ñóììû ðÿäà (5.8) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

E +

s∑

p=1

1

p!
Dp =

n∑

k=1

Hk +

s∑

p=1

1

p!

n∑

k=1

λpkHk =

46



=
n∑

k=1

(
1 +

s∑

p=1

λpk
p!

)
Hk. (5.10)

×èñëîâîé êîý��èöèåíò

∑s
p=0 λ

p
k/p! ïðè s → ∞ ñòðåìèòñÿ ê exp(λk).

Çíà÷èò, ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè (5.10) ðàâåí ïðàâîé ÷àñòè (5.9). Â òî æå

âðåìÿ ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè (5.10), ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâåí expD. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

ÇÀÄÀ×È

5.1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû D ðàâåí êîëè÷åñòâó

íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ1 ≤ λ2 ≤
. . . ≤ λn.

5.2. Ñëåäîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ñóììà åå äèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåä ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí ñóì-

ìå åå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

5.3. Ïóñòü D � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,

âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðîé îòëè÷íû îò åäèíèöû. Äîêàæèòå,

÷òî ìàòðèöàD+D−1−2E ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé.

5.4. Ïóñòü D � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà è

m‖x‖2 ≤ 〈Dx, x〉 ≤M‖x‖2 ïðè âñåõ x ∈ RN ,

ãäå m > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

‖x‖2/M ≤ 〈D−1x, x〉 ≤ ‖x‖2/m ïðè âñåõ x ∈ RN .

5.5. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íîé ìàòðèöû D ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

1/2〈Dx, x〉 + 〈c, x〉 = 1/2‖D 1/2x+D−1/2c‖2 − 1/2‖D−1/2c‖2.

2.6. Ïðîåêòèðîâàíèå òî÷êè íà ïîäïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü M = 1:m, N = 1:n, A = A[M,N ] � ìàòðèöà ñ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûìè ñòðîêàìè è c ∈ RN
� �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà. �àññìîòðèì

ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

Q(x): = 1/2 ‖x− c‖2 −→ min,

Ax = 0.
(6.1)

Ìíîæåñòâî ïëàíîâ ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì Ω. Î÷åâèäíî, ÷òî Ω íå ïóñòî.
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Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (6.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x∗. Äëÿ íåãî

1/2 ‖x∗ − c‖2 ≤ 1/2 ‖x− c‖2 ïðè âñåõ x ∈ Ω. (6.2)

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (6.2) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

‖x∗ − c‖ ≤ ‖x− c‖ ïðè âñåõ x ∈ Ω.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî õàðàêòåðèçóåò x∗ êàê òî÷êó èç Ω, áëèæàéøóþ
ê c (ðèñ. 4). �îâîðÿò òàêæå, ÷òî x∗ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè c íà Ω.

�èñóíîê 4.

Ω
0

x
x∗

c

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

✘✘✘✘✘✘✘✿

�
�
�
�
�
�✒❈

❈
❈
❈❲

❅
❅
❅❅❘

Îáðàòèìñÿ ê öåëåâîé �óíêöèè Q. Èìååì

Q(x) = 1/2〈x− c, x− c〉 = 1/2〈Ex, x〉 − 〈c, x〉+ 1/2 ‖c‖2.

Âèäíî, ÷òî Q � êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ ñ ìàòðèöåé D = E. Â ñèëó ïî-

ëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè åäèíè÷íîé ìàòðèöû �óíêöèÿ Q âûïóêëà

íà RN
è, â ÷àñòíîñòè, íà Ω. Íàêîíåö, çíà÷åíèÿ Q îãðàíè÷åíû ñíèçó íó-

ëåì. Ïî òåîðåìå 3.3 �óíêöèÿ Q èìååò òî÷êó ìèíèìóìà íà Ω. Òåîðåìà
3.4 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà:

x− c = A⊤u,

Ax = 0.
(6.3)

Íàéäåì ðåøåíèå ñèñòåìû (6.3). Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ëåâóþ è ïðà-

âóþ ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà A. Ó÷èòûâàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî,

ïîëó÷àåì

−Ac = AA⊤u.

Ïî óñëîâèþ ñòîëáöû ìàòðèöû A⊤
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó ñîã-

ëàñíî òåîðåìå 4.2 ãëàâû 1 ìàòðèöà AA⊤ = (A⊤)⊤A⊤
îáðàòèìà. Çíà÷èò,

u = −(AA⊤)−1Ac è

x = c+A⊤u = c−A⊤(AA⊤)−1Ac = (E −A⊤(AA⊤)−1A)c. (6.4)

Ïîëó÷èëè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.3). Ââåäåì ìàòðèöó

P = E −A⊤(AA⊤)−1A. (6.5)
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Ñ åå ïîìîùüþ �îðìóëó (6.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå x = Pc.
Ïîäâåäåì èòîã:

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6.1. Çàäà÷à (6.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ = Pc.

Ìàòðèöà P âèäà (6.5) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îðòîãîíàëüíîãî ïðî-

åêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ω = { x |Ax = 0}.
ÒÅÎ�ÅÌÀ 6.2. Ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ P îáëà-

äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) PA⊤ = 0, PP = P ;

2) P � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà;

3) rank P = n−m;

4) P èìååò m ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λm, ðàâíûõ íóëþ, è n−
m ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λm+1, . . . , λn, ðàâíûõ åäèíèöå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àâåíñòâî PA⊤= 0 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç (6.5). Äàëåå

PP = P (E −A⊤(AA⊤)−1A) = P − (PA⊤)(AA⊤)−1A = P.

Ìàòðèöà AA⊤
ñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó è îáðàòíàÿ ìàòðèöà (AA⊤)−1

ñèììåòðè÷íà. Èìååì

〈A⊤(AA⊤)−1Ax, y〉 = 〈(AA⊤)−1Ax,Ay〉 = 〈Ax, (AA⊤)−1Ay〉 =

= 〈x,A⊤(AA⊤)−1Ay〉.
Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 ìàòðèöà A⊤(AA⊤)−1A ñèììåòðè÷íà. Çíà÷èò, ñèì-

ìåòðè÷íà è ìàòðèöà P .
Äëÿ ïðîâåðêè íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè P âîñïîëüçóåìñÿ ñèì-

ìåòðè÷íîñòüþ P è ðàâåíñòâîì PP = P . Ïîëó÷èì

〈Px, x〉 = 〈PPx, x〉 = 〈Px, Px〉 ≥ 0.

Ñâîéñòâà 1) è 2) óñòàíîâëåíû. Ïåðåõîäèì ê áîëåå ãëóáîêèì ñâîéñò-

âàì 3) è 4).

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Px = 0 èìååò m ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé � ýòî ñòîëáöû A⊤
1 , . . . , A

⊤
m ìàòðèöû A⊤

.

Îòìåòèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A⊤
îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà

P = {x |Px = 0}. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ P èìååì ñîãëàñíî

(6.5)

0 = Px = x−A⊤(AA⊤)−1Ax = x−A⊤a,

ò.å. x = A⊤a. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé ñòîëáöîâ ìàòðèöû A⊤

. Ïî îñíîâíîé ëåììå ëèíåéíîé àëãåáðû â P íå

ìîæåò áûòü áîëåå m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Íî ñòîëüêî åñòü
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� ýòî ñòîëáöû ìàòðèöû A⊤
. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî

ìíîæåñòâà dim P = m. Â ñèëó òåîðåìû 6.1 ãëàâû 1

rank P = n−m.

Îò áàçèñà A⊤
1 , . . . , A

⊤
m ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà P ïåðåéäåì ê îðòîíîð-

ìèðîâàííîìó áàçèñó. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöó

X = A⊤(AA⊤)−
1/2.

Ïî òåîðåìå 5.3 ñòîëáöû x1, . . . , xm ìàòðèöû X îðòîíîðìèðîâàííûå. Ïî-

ñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ A⊤
1 , . . . , A

⊤
m

ìàòðèöû A⊤
, òî

Pxk = 0, k ∈ 1:m. (6.6)

Òåïåðü ââåäåì ëèíåéíîå ìíîæåñòâî L = {x |Ax = 0}. Ïî òåîðåìå 6.1
ãëàâû 1 dim L = n−m. Âîçüìåì n−m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

zm+1, . . . , zn èç L. Ñîãëàñíî (6.5) ïîëó÷àåì Pzk = zk, k ∈ m+1:n. Êàê
è â ñëó÷àå ìíîæåñòâà P , îò áàçèñà zm+1, . . . , zn ïåðåéäåì ê îðòîíîðìè-

ðîâàííîìó áàçèñó xm+1, . . . , xn , òàê ÷òî

xk =

n∑

j=m+1

αkjzj , k ∈ m+ 1:n.

Íî òîãäà

Pxk =
n∑

j=m+1

αkjPzj =
n∑

j=m+1

αkjzj = xk,

ò.å.

Pxk = xk, k ∈ m+ 1:n. (6.7)

Ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-

íîøåíèþ

〈xi, xj〉 = δij , i, j ∈ 1:n. (6.8)

Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ ëèøü îðòîãîíàëüíîñòü xi è xj ïðè i ∈ 1:m è

j ∈ m+ 1:n. Íî îíà ëåãêî ñëåäóåò èç (6.6) è (6.7). Äåéñòâèòåëüíî,

〈xi, xj〉 = 〈xi, Pxj〉 = 〈Pxi, xj〉 = 0.

Íà îñíîâàíèè (6.6) � (6.8) çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà P èìååò ñîáñò-

âåííûå ÷èñëà λ1 = . . . = λm = 0, λm+1 = . . . = λn = 1 è ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÇÀÄÀ×È

Âî âñåõ òðåõ çàäà÷àõ w � åäèíè÷íûé âåêòîð, ‖w‖ = 1.

6.1. Ïóñòü Ω = { x | 〈w, x〉 = 0}. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà îðòîãîíàëüíî-
ãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ω èìååò âèä P = E−ww⊤

.

(Òàêàÿ ìàòðèöà ïîÿâëÿëàñü â ïàðàãðà�å 1.7.)

6.2. Ìàòðèöà V = E−2ww⊤
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ . Íàé-

äèòå åå ñïåêòð.

6.3. Ìàòðèöà B = E + γww⊤
ïðè γ > 0 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàñòÿ-

æåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âäîëü âåêòîðà w. Íàéäèòå åå ñïåêòð.

2.7. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðè-

öû

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ èíäåêñíàÿ òåõíèêà.

Ïóñòü çàäàíà íåíóëåâàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà A = A[M,N ] ðàíãà
r, ó êîòîðîé M = 1:m, N = 1:n. Íàðÿäó ñ ìàòðèöåé A ðàññìîòðèì

ñèììåòðè÷íóþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó AA⊤
. Ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà AA⊤
íåîòðèöàòåëüíû, ÷òî ïîçâîëÿåò îáîçíà÷èòü èõ ϑ2k. Ñàìè

ϑk áóäåì ñ÷èòàòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Óïîðÿäî÷èì ϑ2k â ïîðÿäêå íåâîç-

ðàñòàíèÿ

ϑ21 ≥ ϑ22 ≥ . . . ≥ ϑ2m. (7.1)

Ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îáîçíà÷èì

ϕ1, ϕ2, . . ., ϕm. Èç ñòîëáöîâ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm ñîñòàâèì ìàòðèöó Φ = Φ[M,M ].
Ôîðìóëû (5.3), (5.4) â äàííîì ñëó÷àå ïðèìóò âèä

Φ⊤AA⊤Φ = Θ2, Φ⊤Φ = E,

ãäå Θ = Θ[M,M ] � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåí-

òàìè ϑ1, ϑ2, . . . , ϑm. Ïî òåîðåìå 4.3 ãëàâû 1 rank AA⊤ = r, a ñîãëàñíî

òåîðåìå 4.4 ãëàâû 1

rank Θ2 = rank Φ⊤AA⊤Φ = rank AA⊤ = r.

Òàêèì îáðàçîì, rank Θ2 = r. Íî ðàíã äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí

÷èñëó íåíóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, òîëüêî r ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë ϑ2k îòëè÷íû îò íóëÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü óòî÷íèòü ñîîò-

íîøåíèÿ (7.1):

ϑ21 ≥ ϑ22 ≥ . . . ≥ ϑ2r > 0 = ϑ2r+1 = . . . = ϑ2m.

Ïîëîæèì R = 1: r. Ñîãëàñíî (5.6)
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AA⊤ =
m∑

k=1

ϑ2kϕkϕ
⊤
k =

r∑

k=1

ϑ2kϕkϕ
⊤
k =

= Φ[M,R]×Θ2[R,R]× Φ⊤[R,M ]. (7.2)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà Φ[M,R]×Θ−1[R,R]. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî Φ⊤[R,M ]× Φ[M,R] = E[R,R], ïîëó÷àåì

A[M,N ]×A⊤[N,M ]× Φ[M,R]×Θ−1[R,R] = Φ[M,R]×Θ[R,R]. (7.3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Ψ[N,R] = A⊤[N,M ]× Φ[M,R]×Θ−1[R,R].

Òîãäà �îðìóëó (7.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A[M,N ]×Ψ[N,R] = Φ[M,R]×Θ[R,R]. (7.4)

Ïîêàæåì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû Ψ[N,R] îðòîíîðìèðîâàííûå. Èìååì
ñîãëàñíî (7.2)

Ψ⊤[R,N ]×Ψ[N,R] = Θ−1[R,R]× Φ⊤[R,M ]× (A[M,N ]×A⊤[N,M ])×

×Φ[M,R]×Θ−1[R,R] = Θ−1[R,R]× (Φ⊤[R,M ]× Φ[M,R])×Θ2[R,R]×
×(Φ⊤[R,M ]× Φ[M,R])×Θ−1[R,R] = E[R,R].

Îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñòîëáöîâ ψ1, ψ2, . . . , ψr ìàòðèöû Ψ[N,R] óñòàíîâ-
ëåíà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàò-

ðèöó A⊤A. Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû ψk ÿâëÿþòñÿ åå ñîáñòâåííûìè âåêòî-

ðàìè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Ψ[N,R] è �îðìóëå (7.2) èìååì

A⊤[N,M ]×A[M,N ]×Ψ[N,R] = A⊤[N,M ]× (A[M,N ]×A⊤[N,M ])×

×Φ[M,R]×Θ−1[R,R] = A⊤[N,M ]× Φ[M,R]×Θ2[R,R]× (Φ⊤[R,M ]×
×Φ[M,R])×Θ−1[R,R] = A⊤[N,M ]× Φ[M,R]×Θ[R,R] =

= Ψ[N,R]×Θ2[R,R].

Ïåðåïèøåì ýòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî êàê ðàâåíñòâî ñòîëáöîâ

(A⊤A)ψk = ϑ2kψk, k ∈ 1: r. (7.5)

Ïîñëåäíåå è îçíà÷àåò, ÷òî ψk � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A⊤A, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ϑ2k.

Ïî òåîðåìå 4.3 ãëàâû 1 rank A⊤A = r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà
A⊤A èìååò ðîâíî r íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Íî îíè íàì èçâåñò-

íû � ýòî ϑ21, . . . , ϑ
2
r. Îñòàëüíûå n − r ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíû íóëþ.

Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.
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Âîçüìåì n − r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ

ïîäïðîñòðàíñòâà L = {x |Ax = 0}. Îáîçíà÷èì èõ xr+1, . . . , xn. Ñ ïîìî-

ùüþ ïðèåìà, óêàçàííîãî â òåîðåìå 5.3, ïåðåéäåì ê îðòîíîðìèðîâàííîìó

áàçèñó ψr+1, . . . , ψn, òàê ÷òî

ψk =

n∑

j=r+1

αkjxj , k ∈ r + 1:n.

Ïîñêîëüêó Aψk = 0, òî è

(A⊤A)ψk = 0, k ∈ r + 1:n. (7.6)

Ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ ψ1, . . . , ψr, ψr+1, . . . , ψn óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-

íîøåíèþ

〈ψi, ψj〉 = δij , i, j ∈ 1:n. (7.7)

Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ ëèøü îðòîãîíàëüíîñòü ψi è ψj ïðè i ∈ 1: r è

j ∈ r + 1:n. Íî îíà ëåãêî ñëåäóåò èç (7.5) è (7.6). Äåéñòâèòåëüíî,

〈ψi, ψj〉 = ϑ−2
i 〈(A⊤A)ψi, ψj〉 = ϑ−2

i 〈ψi, (A
⊤A)ψj〉 = 0.

Íà îñíîâàíèè (7.5)�(7.7) çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà A⊤A èìååò ñîáñò-

âåííûå ÷èñëà

ϑ21 ≥ ϑ22 ≥ . . . ≥ ϑ2r > 0 = ϑ2r+1 = . . . = ϑ2n

è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ψ1, ψ2, . . . , ψr, ψr+1, . . . , ψn .

Ìàòðèöó Ψ[N,R] äîïîëíèì ñòîëáöàìè ψr+1, . . . , ψn äî îðòîãîíàëü-

íîé ìàòðèöû Ψ = Ψ[N,N ]. Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ

A[M,N ]×Ψ[N,N \R] = 0[M,N \R]. (7.8)

Ôîðìóëû (7.4) è (7.8) ìîæíî îáúåäèíèòü. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì l =
min{m,n} è ââåäåì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Θ = Θ[M,N ] ñ ýëåìåíòàìè
Θ[i, i] = Θi ïðè i ∈ 1: l è Θ[i, j] = 0 ïðè i 6= j. Íà ðèñ. 5 ñõåìàòè÷íî

ïðåäñòàâëåíà ìàòðèöà Θ ïðè m ≤ n è m > n.

�èñóíîê 5.

Θ

nl

m

r

r

1

1

n

Θ

l

m

r

r1

1

❅
❅
❅
❅❅

❅
❅
❅
❅❅
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Ôîðìóëû (7.4) è (7.8) îáúåäèíÿþòñÿ òàê:

A[M,N ]×Ψ[N,N ] = Φ[M,M ]×Θ[M,N ]. (7.9)

Äåéñòâèòåëüíî,

Φ[M,M ]×Θ[M,R] =
∑

i∈M

Φ[M, i]×Θ[i, R] =
∑

i∈R

Φ[M, i]×Θ[i, R] =

= Φ[M,R]×Θ[R,R] = A[M,N ]×Ψ[N,R],

Φ[M,M ]×Θ[M,N \R] =
∑

i∈M

Φ[M, i]×Θ[i, N \R] = 0[M,N \R] =

= A[M,N ]×Ψ[N,N \R].
Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.9) ñïðàâà íà Ψ−1

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Ψ−1 = Ψ⊤
, ïîëó÷àåì

A[M,N ] = Φ[M,M ]×Θ[M,N ]×Ψ⊤[N,N ]. (7.10)

Ñîîòíîøåíèå (7.10) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû

A, ÷èñëà ϑ1 ≥ ϑ2 ≥ . . . ≥ ϑr > 0 = ϑr+1 = . . . = ϑl � ñèíãóëÿðíûìè

÷èñëàìè, à îðòîíîðìèðîâàííûå ñòîëáöû ìàòðèö Φ è Ψ � ñèíãóëÿðíûìè

áàçèñàìè.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (7.9). Åñëè îáå

åãî ÷àñòè òðàíñïîíèðîâàòü, à çàòåì óìíîæèòü ñëåâà íà Ψ è ñïðàâà íà

Φ, òî ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

A⊤[N,M ]× Φ[M,M ] = Ψ[N,N ]×Θ⊤[N,M ].

ÇÀÄÀ×È

7.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç �îðìóëû (7.10) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

A =

r∑

k=1

ϑkϕkψ
⊤
k .

7.2. Ïóñòü èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

A[M,N ] = Φ[M,M ]×Θ[M,N ]×Ψ⊤[N,N ],

â êîòîðîì Φ è Ψ � íåêîòîðûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû è Θ �

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà óêàçàííîãî â îñíîâíîì òåêñòå âèäà. Äîêà-

æèòå, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèö Φ è Ψ îáðàçóþò ïîëíûå ñèñòåìû ñîáñò-

âåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö AA⊤
è A⊤A ñîîòâåòñòâåííî.

7.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå A = PD, ãäå P � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à D
� ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. (Òàêîå

ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.)

7.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-

ðèöà D èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è åäèíñòâåííà.

54



2.8. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðè-

öû ìàòðèöàìè ìåíüøåãî ðàíãà

Äëÿ ìàòðèöû A = A[M,N ] ââåäåì åâêëèäîâó íîðìó

‖A‖ =


∑

i∈M

∑

j∈N

(A[i, j])2




1/2

.

�àññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó AA⊤
è íàéäåì ñóììó åå äèàãîíàëü-

íûõ ýëåìåíòîâ:

∑

i∈M

A[i, N ]×A⊤[N, i] =
∑

i∈M


∑

j∈N

A[i, j]×A⊤[j, i]


 =

=
∑

i∈M

∑

j∈N

(A[i, j])2 = ‖A‖2.

Ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû C íàçûâàåòñÿ åå

ñëåäîì è îáîçíà÷àåòñÿ tr C. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

‖A‖2 = tr (AA⊤). (8.1)

ËÅÌÌÀ 8.1. Äëÿ ìàòðèö A1, A2 èç RM,N
ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

‖A1 +A2‖2 = ‖A1‖2 + ‖A2‖2 + 2tr (A1A
⊤
2 ). (8.2)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (8.1) èìååì

‖A1 +A2‖2 = tr

[
(A1 +A2)(A

⊤
1 +A⊤

2 )
]
=

= ‖A1‖2 + ‖A2‖2 + tr (A1A
⊤
2 ) + tr (A2A

⊤
1 ). (8.3)

Ñëåä ìàòðèöû A2A
⊤
1 ñîâïàäàåò ñî ñëåäîì òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû,

ðàâíîé A1A
⊤
2 , ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü �îðìóëó (8.3) â âèäå (8.2).

Óñòàíîâèì îäíî ñâîéñòâî ñëåäà ìàòðèöû, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ â äàëü-

íåéøåì.

ËÅÌÌÀ 8.2. Ïóñòü A = A[M,N ] è B = B[N,M ]. Òîãäà

tr (AB) = tr (BA).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

tr (AB) =
∑

i∈M

A[i, N ]×B[N, i] =
∑

i∈M

∑

j∈N

A[i, j]×B[j, i]. (8.4)
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tr (BA) =
∑

j∈N

B[j,M ]×A[M, j] =
∑

j∈N

∑

i∈M

B[j, i]×A[i, j]. (8.5)

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ �îðìóë (8.4) è (8.5) ñòîÿò ïîâòîðíûå ñóììû, ðàçëè-

÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñóììèðîâàíèÿ. Îíè ðàâíû. Çíà÷èò, ðàâíû è

ëåâûå ÷àñòè.

Ñîãëàñíî ëåììå 8.2, äëÿ ‖A‖2 íàðÿäó ñ (8.1) ñïðàâåäëèâî äðóãîå

ïðåäñòàâëåíèå

‖A‖2 = tr (A⊤A). (8.6)

Ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö A = A[M,N ] ðàíãà r îáîçíà÷èì
RM,N

r . Âîçüìåì A ∈ RM,N
r , çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå p < r è ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ìàòðèöû A ìàòðèöåé ðàíãà p. Ñ
ó÷åòîì òåîðåìû 5.1 ãëàâû 1 ýòó çàäà÷ó ìîæíî �îðìàëèçîâàòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

εp(X,Y ): = ‖A−XY ⊤‖2 −→ min
X∈RM,P

p ,Y ∈RN,P
p

, (8.7)

ãäå |P | = p. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M = 1:m, N = 1:n,
P = 1: p.

Îòìåòèì, ÷òî â (8.7) äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû Y = Y [N,P ],
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

Y ⊤[P,N ]× Y [N,P ] = E[P, P ], (8.8)

ò.å. ìàòðèöû ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Y ∈ RN,P
p . Ïîñêîëüêó ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

òî ïî òåîðåìå 5.3 ñóùåñòâóåò (Y ⊤Y )−
1/2

è ìàòðèöà Ŷ = Y (Y ⊤Y )−
1/2

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.8). Ìàòðèöå X ∈ RM,P
p ñîïîñòàâèì ìàòðèöó

X̂ = X(Y ⊤Y )
1/2
. Ïîëó÷èì

X̂Ŷ ⊤ = X(Y ⊤Y )
1/2(Y ⊤Y )−

1/2 Y ⊤ = XY ⊤.

Ïî òåîðåìå 4.4 ãëàâû 1

rank X̂ = rank X = p, rank Ŷ = rank Y = p.

Òàêèì îáðàçîì, ïëàíó (X,Y ) çàäà÷è (8.7) ìû ñîïîñòàâèëè äðóãîé ïëàí

(X̂, Ŷ ) ñ ìàòðèöåé Ŷ , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (8.8), è ñ òåì æå çíà-

÷åíèåì öåëåâîé �óíêöèè εp. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè εp, ýòèìè

ïëàíàìè ìîæíî è îãðàíè÷èòüñÿ. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæåíèå î ðàíãå Ŷ
ìîæíî îïóñòèòü, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 ãëàâû 1 ðàíã ìàòðèöû,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (8.8), àâòîìàòè÷åñêè ðàâåí p.

ËÅÌÌÀ 8.3. Ïóñòü Y0 = Y0[N,P ] � ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ (8.8). Òîãäà

min
X∈RM,P

‖A−XY ⊤
0 ‖2 = ‖A‖2 − ‖AY0‖2, (8.9)
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ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîé ìàòðèöå X0 = AY0.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìèíèìóì â ëåâîé ÷àñòè (8.9) áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó

RM,P
, à íå òîëüêî ïî RM,P

p .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì f(X) = ‖A−XY ⊤
0 ‖2. Ñîãëàñíî ëåì-

ìå 8.1 èìååì

f(X +H) = ‖A− (X +H)Y ⊤
0 ‖2 = ‖(A−XY ⊤

0 )−HY ⊤
0 ‖2 =

‖A−XY ⊤
0 ‖2 + ‖HY ⊤

0 ‖2 − 2tr [(A−XY ⊤
0 )Y0H

⊤].

Ïîñêîëüêó Y ⊤
0 Y0 = E, òî

‖HY ⊤
0 ‖2 = tr (HY ⊤

0 Y0H
⊤) = ‖H‖2,

tr [(A−XY ⊤
0 )Y0H

⊤] = tr [(AY0 −X)H⊤].

Çíà÷èò,

f(X +H) = f(X)− 2tr [(AY0 −X)H⊤] + ‖H‖2. (8.10)

Ïîëîæèì X0 = AY0. Ïðè X = X0 �îðìóëà (8.10) ïðèíèìàåò âèä

f(X0 +H) = f(X0) + ‖H‖2.

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òîX0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷-

êîé ìèíèìóìà �óíêöèè f(X) íà RM,P
.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå f(X0). Èìååì

f(X0) = ‖A−AY0Y
⊤
0 ‖2 = ‖A‖2 + ‖AY0Y ⊤

0 ‖2 − 2tr (AY0Y
⊤
0 A

⊤).

Íî ‖AY0Y ⊤
0 ‖2 = tr [AY0(Y

⊤
0 Y0)Y

⊤
0 A

⊤] = tr (AY0Y
⊤
0 A

⊤) è tr (AY0Y
⊤
0 A⊤) =

‖AY0‖2, òàê ÷òî
f(X0) = ‖A‖2 − ‖AY0‖2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Íà ïóòè ê ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è (8.7) íàì ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü

âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ‖AY ‖2 ïðè îãðàíè÷åíèè (8.8).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (8.6)

‖AY ‖2 = tr (Y ⊤A⊤AY ).

Ââåäåì ìàòðèöó D = A⊤A è îáîçíà÷èì ÷åðåç y1, . . . , yp ñòîëáöû ìàòðè-

öû Y . Òîãäà âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∑p
k=1〈yk, Dyk〉 −→ max,

〈yi, yj〉 = δij , i, j ∈ 1: p.
(8.11)

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèì-

ìåòðè÷íîé ìàòðèöû D = A⊤A. Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å,
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îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ϑ21 ≥ ϑ22 ≥ . . . ≥ ϑ2r > 0 = ϑ2r+1 = . . . = ϑ2n è

ψ1, ψ2, . . . , ψr, ψr+1, . . . , ψn ñîîòâåòñòâåííî.

ËÅÌÌÀ 8.4. �åøåíèåì çàäà÷è (8.11) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû y1 =
ψ1, . . . , yp = ψp. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî

∑p
k=1 ϑ

2
k.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Y∗ ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè ψ1, . . . , ψp, òî ñîã-

ëàñíî ëåììå 8.4 ïîëó÷èì

max
Y ⊤Y=E

‖AY ‖2 = ‖AY∗‖2 =

p∑

k=1

ϑ2k. (8.12)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïëàí (y1, . . . , yp) çàäà÷è (8.11). �àç-

ëîæèì âåêòîð yk ïî áàçèñó ψ1, . . . , ψn:

yk =

n∑

j=1

ckjψj , k ∈ 1: p.

Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà èìååì 〈yk, ψi〉 = cki è

1 = 〈yk, yk〉 =
〈

n∑

i=1

ckiψi,

n∑

j=1

ckjψj

〉
=

n∑

i=1

c2ki,

òàê ÷òî

∑n
i=1 c

2
ki = 1 ïðè âñåõ k ∈ 1: p. Îáîçíà÷èì τi =

∑p
k=1 c

2
ki è

ïîêàæåì, ÷òî τi ≤ 1 ïðè i ∈ 1:n. Ïîñêîëüêó âåêòîðû y1, . . . , yp òîæå

îðòîíîðìèðîâàííûå, òî

0 ≤ ‖ψi −
p∑

k=1

〈yk, ψi〉yk‖2 = ‖ψi‖2 −
p∑

k=1

〈yk, ψi〉2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ i ∈ 1:n

τi =

p∑

k=1

c2ki =

p∑

k=1

〈yk, ψi〉2 ≤ ‖ψi‖2 = 1,

ò.å. τi ≤ 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

n∑

i=1

τi =

n∑

i=1

p∑

k=1

c2ki =

p∑

k=1

n∑

i=1

c2ki = p.

Ïîýòîìó

n∑

i=p+1

τi = p−
p∑

i=1

τi =

p∑

i=1

(1− τi).

Îáðàòèìñÿ ê öåëåâîé �óíêöèè çàäà÷è (8.11). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Dψj =
ϑ2jψj , ïîëó÷àåì

p∑

k=1

〈yk, Dyk〉 =
p∑

k=1

〈
n∑

j=1

ckjψj ,

n∑

i=1

ϑ2i ckiψi

〉
=
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=

p∑

k=1

n∑

i=1

ϑ2i cki =

n∑

i=1

ϑ2i τi ≤
p∑

i=1

ϑ2i τi + ϑ2p+1

n∑

i=p+1

τi =

=

p∑

i=1

ϑ2i τi + ϑ2p+1

p∑

i=1

(1− τi) ≤
p∑

i=1

ϑ2i τi +

p∑

i=1

ϑ2i (1 − τi) =

p∑

i=1

ϑ2i .

Òàêèì îáðàçîì,

∑p
k=1〈yk, Dyk〉 ≤ ∑p

k=1 ϑ
2
k äëÿ âñåõ ïëàíîâ (y1, . . . , yp)

çàäà÷è (8.11). Âìåñòå ñ òåì,

p∑

k=1

〈ψk, Dψk〉 =
p∑

k=1

ϑ2k〈ψk, ψk〉 =
p∑

k=1

ϑ2k.

Ëåììà äîêàçàíà.

Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å (8.7).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 8.1. Ìèíèìóì �óíêöèè εp äîñòàâëÿåò ïàðà (X∗, Y∗),
ãäå X∗ = AY∗ è Y∗ � ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îðòî-

íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ψ1, . . . , ψp ìàòðèöû A⊤A, ñîîò-
âåòñòâóþùèå íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ϑ21, . . . , ϑ

2
p. Ïðè ýòîì

εp(X∗, Y∗) =

r∑

k=p+1

ϑ2k.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî rank X∗ = p. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 3.2 ãëàâû 1, rank X∗ ≤ min{rank A, rank Y∗} = p, ò.å.
rank X∗ ≤ p. Äàëåå A⊤X∗ = A⊤AY∗ = Y∗Θ

2
, ãäå Θ2 = diag (ϑ21, . . . , ϑ

2
p).

Ïî òîé æå òåîðåìå 3.2 ãëàâû 1 rank (Y∗Θ
2) ≤ rank X∗. Íî rank (Y∗Θ

2) =
p. Çíà÷èò, rank X∗ ≥ p. Îáúåäèíÿÿ äâà íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ðàâåí-

ñòâó rank X∗ = p.
Òåïåðü âîçüìåì ïëàí (X0, Y0) çàäà÷è (8.7), ãäå X0 ∈ RM,P

p è Y0 =
Y0[N,P ] � ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (8.8). Ñîãëàñíî (8.9) è

(8.12) èìååì

εp(X0, Y0) = ‖A−X0Y
⊤
0 ‖2 ≥ min

X∈RM,P
‖A−XY ⊤

0 ‖2 =

= ‖A‖2 − ‖AY0‖2 ≥ ‖A‖2 − ‖AY∗‖2 = ‖A‖2 −
p∑

k=1

ϑ2k.

Âìåñòå ñ òåì

εp(X∗, Y∗) = ‖A−AY∗Y
⊤
∗ ‖2 = ‖A‖2 − ‖AY∗‖2 = ‖A‖2 −

p∑

k=1

ϑ2k.

Ïîëó÷èëè, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè εp ðàâíî ‖A‖2−∑p
k=1 ϑ

2
k

è äîñòèãàåòñÿ íà ïàðå (X∗, Y∗). Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

‖A‖2 =
r∑

k=1

ϑ2k. (8.13)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëá-

öîâ ψ1, . . . , ψn. ÒîãäàΨΨ⊤= E èΨ⊤A⊤AΨ = Θ2
, ãäåΘ = diag (ϑ1, . . . , ϑn).

Ñîãëàñíî ëåììå 8.2

tr Θ2 = tr (Ψ⊤A⊤AΨ) = tr (ΨΨ⊤A⊤A) = tr (A⊤A) = ‖A‖2.

Íî tr Θ2 =
∑n

k=1 ϑ
2
k =

∑r
k=1 ϑ

2
k. Ñîîòíîøåíèå (8.13) óñòàíîâëåíî.

Çàäà÷ó (8.7) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàäà÷ó ïðîåêòèðîâàíèÿ

ìàòðèöû A ∈ RM,N
r íà ìíîæåñòâîRM,N

p . Â òåîðåìå 8.1 äëÿ ïðîåêöèè Z∗

óêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå Z∗ = X∗Y
⊤
∗ = AY∗Y

⊤
∗ . Ïîñêîëüêó Y∗ = Ψ[N,P ],

òî

Z∗ = A[M,N ]×Ψ[N,P ]×Ψ⊤[P,N ]. (8.14)

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (7.4), ãäå Φ[M,R] � ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êî-

òîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ϕ1, . . . , ϕr ìàòðèöû AA⊤
, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ϑ21, . . . , ϑ
2
r. Ïîëó÷èì

A[M,N ]×Ψ[N,P ] = Φ[M,R]×Θ[R,P ] =
∑

i∈R

Φ[M, i]×Θ[i, P ] =

=
∑

i∈P

Φ[M, i]×Θ[i, P ] = Φ[M,P ]×Θ[P, P ].

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ (8.14), ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

Z∗ = Φ[M,P ]×Θ[P, P ]×Ψ⊤[P,N ] =

p∑

k=1

ϑkϕkψ
⊤
k . (8.15)

Ôîðìóëà (8.15) ïîêàçûâàåò, êàê ñâÿçàíà ïðîåêöèÿ Z∗ ñ ñèíãóëÿðíûì

ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.
�åçóëüòàò òåîðåìû 8.1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðèáëèæåííîé �îð-

ìóëû

A = X∗Y
⊤
∗ +H∗. (8.16)

Çäåñü X∗Y
⊤
∗ � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìàòðèöû A, à H∗ � ìàò-

ðèöà ïîãðåøíîñòåé, ó êîòîðîé ‖H∗‖ = (
∑r

k=p+1 ϑ
2
k)

1/2
. Ôîðìóëà (8.16)

ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíà òîãäà, êîãäà îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàòðèö X∗ è

Y∗ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, à íîðìà ìàòðèöû
ïîãðåøíîñòåé H∗ äîñòàòî÷íî ìàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå X∗Y

⊤
∗

îáåñïå÷èâàåò ñæàòèå èí�îðìàöèè , ñîäåðæàùåéñÿ â ìàòðèöå A.
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�ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

�ëàâà 1

1.1. Ïðè i ∈M èìååì

A[i, N ]× x[N ] =
∑

j∈N

A[i, j]×
(

p∑

k=1

αkxk[j]

)
=

=

p∑

k=1

αk

∑

j∈N

A[i, j]× xk[j] =

p∑

k=1

αkA[i, N ]× xk[N ].

1.2. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, âòîðîå ðàâåíñòâî:

C[i,M ]×A[M, j] =
∑

l∈M

C[i, l]×
(

s∑

k=1

βkAk[l, j]

)
=

=
s∑

k=1

βk
∑

l∈M

C[i, l]×Ak[l, j] =
s∑

k=1

βkC[i,M ]×Ak[M, j].

1.3. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ïîëó÷àåì

C⊤[j, i] = C[i, j] = A[i, N ]×B[N, j] =
∑

k∈N

A[i, k]×B[k, j] =

=
∑

k∈N

B⊤[j, k]×A⊤[k, i] = B⊤[j,N ]×A⊤[N, i].

1.4. Îáîçíà÷èì N2 = N\N1. Òîãäà

E[N1, N ]× x[N ] = E[N1, N1]× x[N1] + E[N1, N2]× x[N2] =

= E[N1, N1]× x[N1] = x[N1].

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ âòîðîå ðàâåíñòâî.

2.1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñè-

ìîñòè âåêòîðîâ.

2.2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, p ≤ n. Âìåñòå ñ òåì, ïî óñëîâèþ îðòû

{ej} ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xp. Ïîñêîëüêó îðòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è èõ ÷èñëî ðàâ-

íî n, òî ïî îñíîâíîé ëåììå ëèíåéíîé àëãåáðû n ≤ p. Îáúåäèíÿÿ
äâà íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó p = n.
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2.3. Äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî N = 1:n. Ê âåêòîðàì x1, . . . , xp áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿòü îðòû e1, e2, . . . , en, ïðîïóñêàÿ ëèøü òå,
êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå âåêòîðû ñòðîÿ-

ùåéñÿ ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xp, xp+1, . . . , xm, òàêèõ, ÷òî âñå îðòû ÿâëÿ-

þòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè. Íî òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈
RN

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ

x1, . . . , xm. Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, çàêëþ÷àåì, ÷òî m = n.

3.1. Ñòîëáåö ñ èíäåêñîì i äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A ðàâåí A[i, i]ei.
Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùèì �àêòîì: åñëè âåêòîðû {xi} ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû, òî ëèíåéíî íåçàâèñèìû òàêæå âåêòîðû {λixi}
ïðè íåíóëåâûõ λi.

4.1. Â ðàâåíñòâå A−1A = E ïåðåéäåì ê òðàíñïîíèðîâàííûì ìàòðè-

öàì. Ïîëó÷èì A⊤(A−1)⊤=E. Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ìàòðèöû

(A⊤)−1 = (A−1)⊤.

4.2. Ïîñêîëüêó AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = E, òî ïî îï-
ðåäåëåíèþ îáðàòíîé ìàòðèöû (AB)−1 = B−1A−1

.

4.3. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 4.1 è 3.2

|N | = rank C ≤min{rank A, rank B}.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî rank A = rank B = |N |. Îñòàåòñÿ åùå ðàç

ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 4.1.

4.4. Äîïóñòèì, ÷òî âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà A = A[1 : n, 1 : n]
îáðàòèìà, îäíàêî A[i, i] = 0 ïðè íåêîòîðîì i∈1 : n. Â ýòîì ñëó÷àå

ïîäìàòðèöà A[i : n, 1 : i] � íóëåâàÿ. Ó ïîäìàòðèöû A[1 : i− 1, 1 : i]
÷èñëà ñòðîê ìåíüøå ÷èñëà ñòîëáöîâ, ïîýòîìó åå ñòîëáöû ëèíåéíî

çàâèñèìû. Íî òîãäà è ñòîëáöû ïîäìàòðèöû A[1 : n, 1 : i] ëèíåéíî
çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îáðàòèìîñòè ìàòðèöû A. Äîêàçàíî,
÷òî ó îáðàòèìîé âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû âñå äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ.

Íàîáîðîò, ïóñòü âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âåðõíåé òðåóãîëüíîé

ìàòðèöû A îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîêàæåì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

Ax = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Âîçüìåì ëþáîå ðåøåíèå x0
ñèñòåìû Ax = 0. Äëÿ íåãî

n∑

j=1

A[i, j]×x0[j] = 0, i∈1 : n.

Ïðè i = n èìååì A[n, n]×x0[n] = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x0[n] = 0.
Â ðàâåíñòâå

n−1∑

j=1

A[i, j]×x0[j] = 0
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ïîëîæèì i = n− 1. Ïîëó÷èì A[n− 1, n− 1]×x0[n− 1] = 0. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî x0[n−1] = 0. Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ, ïðèäåì ê òîìó,

÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà x0 ðàâíû íóëþ.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà Ax = 0 èìååò òîëüêî íóëå-

âîå ðåøåíèå. Ýòî ãàðàíòèðóåò îáðàòèìîñòü ìàòðèöû A.

4.5. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A[M∗, N∗] ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà γj , j ∈
N∗, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

∑

j∈N∗

γjA[i, j] = 0, i ∈M∗. (1)

Çà�èêñèðóåì i0 ∈ M\M∗ è ðàçëîæèì íåáàçèñíóþ ñòðîêó A[i0, N ]
ìàòðèöû A ïî áàçèñíûì:

A[i0, N ] =
∑

i∈M∗

βiA[i, N ].

Ïîëó÷èì

∑

j∈N∗

γjA[i0, j] =
∑

j∈N∗

γj
∑

i∈M∗

βiA[i, j] =
∑

i∈M∗

βi
∑

j∈N∗

γjA[i, j] = 0.

Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ i ∈M . Íî ýòî ïðîòè-

âîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ A[M, j], j ∈ N∗,

ìàòðèöû A.

4.6. Èìååì

(A+B)(A−1 − βA−1BA−1) = E +BA−1 − βBA−1 − βBA−1BA−1.
(2)

Íî BA−1BA−1 = xy⊤A−1xy⊤A−1 = 〈y,A−1x〉xy⊤A−1 = αBA−1.
Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (2) ðàâíà E+(1−β−αβ)BA−1 =
E. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì îáðàòíîé ìàòðèöû.

4.7. Íóæíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ÷åòûðåõ ðàâåíñòâ

B(B−1 +B−1CF−1DB−1)− CF−1DB−1 = E,

−BB−1CF−1 + CF−1 = 0,

D(B−1 +B−1CF−1DB−1)−HF−1DB−1 = 0,

−DB−1CF−1 +HF−1 = E.

Ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà òðèâèàëüíû. Òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëåäóþò

èç òîãî, ÷òî (H −DB−1C)F−1 = E.
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7.1. Ïóñòü

∑k
j=2 αjP1wj = 0. Îáîçíà÷èì w =

∑k
j=2 αjwj . Òîãäà P1w =

0. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû P1, ïîëó÷àåì w − 〈w1, w〉w1 =

0. Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

∑k
j=1 αjwj = 0, ãäå α1 =

−〈w1, w〉. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ w1, w2, . . . , wk

âñå êîý��èöèåíòû α1, α2, . . . , αk ðàâíû íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, ðàâíû

íóëþ è êîý��èöèåíòû α2, . . . , αk.

7.2. Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû A, ïîëà-
ãàÿ â ï. 4 jq = q. Â ýòîì ñëó÷àå fq = Fq−1[M, q], q = 1, 2, . . . , n.
Ïðîâåðèì, ÷òî âñå âåêòîðû fq íåíóëåâûå.

Äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ó ìàòðèöû Fq−1 ïåðâûå q−1
ñòîëáöîâ íóëåâûå, à îñòàëüíûå � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Ïðè q = 2
ýòî ñëåäóåò èç �îðìóëû F1 = P1A è ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Àíàëî-

ãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ è â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå îò

q − 1 ê q.

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî y⊤q [j] = 0 ïðè j ∈ 1: q − 1 (íóëåâûå ñòîëáöû

ïåðåõîäÿò â íóëåâûå) è y⊤q [q] = ‖fq‖.

7.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X1Y
⊤
1 = X2Y

⊤
2 , ãäå X1, X2 � ìàòðèöû ñ îð-

òîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè è Y ⊤
1 , Y

⊤
2 � âåðõíèå òðåóãîëüíûå

ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïîêà-

æåì, ÷òî X1 = X2 è Y
⊤
1 = Y ⊤

2 .

Îáîçíà÷èìN = 1:n è çàïèøåì ðàâåíñòâî ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèö
X1Y

⊤
1 è X2Y

⊤
2 :

X1[N, 1]× Y ⊤
1 [1, 1] = X2[N, 1]× Y ⊤

2 [1, 1].

Ïåðåõîäÿ ê ðàâåíñòâó íîðì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖X1[N, 1]‖ = ‖X2[N, 1]‖
= 1, ïîëó÷àåì |Y ⊤

1 [1, 1]| = |Y ⊤
2 [1, 1]|. Ïîñêîëüêó äèàãîíàëüíûå ýëå-

ìåíòû ìàòðèö Y ⊤
1 è Y ⊤

2 ïîëîæèòåëüíû, òî Y ⊤
1 [1, 1] = Y ⊤

2 [1, 1] è,
êàê

ñëåäñòâèå, X1[N, 1] = X2[N, 1].

Äîïóñòèì, ÷òî óæå äîêàçàíî ðàâåíñòâî ïåðâûõ k−1 ñòîëáöîâ ìàò-
ðèö X1 è X2, Y

⊤
1 è Y ⊤

2 . Çàïèøåì ðàâåíñòâî k-õ ñòîëáöîâ ìàòðèö
X1Y

⊤
1 è X2Y

⊤
2 :

k−1∑

j=1

X1[N, j]× Y ⊤
1 [j, k] +X1[N, k]× Y ⊤

1 [k, k] =

=
k−1∑

j=1

X2[N, j]× Y ⊤
2 [j, k] +X2[N, k]× Y ⊤

2 [k, k].

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íàX1[N, i] = X2[N, i],
i ∈ 1: k − 1. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ïîëó÷èì Y ⊤

1 [i, k] = Y ⊤
2 [i, k]

ïðè âñåõ i ∈ 1: k − 1. Íî òîãäà X1[N, k] × Y ⊤
1 [k, k] = X2[N, k] ×
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Y ⊤
2 [k, k]. Îòñþäà, êàê è ðàíüøå, ñëåäóåò, ÷òî Y ⊤

1 [k, k] = Y ⊤
2 [k, k] è

X1[N, k] = X2[N, k]. �àâåíñòâî k-õ ñòîëáöîâ ìàòðèö X1 è X2, Y
⊤
1

è Y ⊤
2 óñòàíîâëåíî.

�ëàâà 2

1.1. Åñëè AB = BA, òî

〈ABx, y〉 = 〈Bx,Ay〉 = 〈x,BAy〉 = 〈x,ABy〉.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 ìàòðèöà AB ñèììåòðè÷íà.

Íàîáîðîò, ïóñòü ìàòðèöà AB ñèììåòðè÷íà. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëü-

òàòîì çàäà÷è 1.3 ãëàâû 1. Ïîëó÷èì

AB = (AB)⊤ = B⊤A⊤ = BA.

1.2. Ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû A⊤A ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ñîîòíîøå-

íèé

〈A⊤Ax, y〉 = 〈Ax,Ay〉 = 〈x,A⊤Ay〉.
Äàëåå

〈A⊤Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2 ≥ 0.

Åñëè 〈A⊤Ax, x〉 = 0, òî Ax = 0. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ðàâåíñòâî Ax = 0 âîçìîæíî òîëüêî ïðè x =
0. Òàêèì îáðàçîì, 〈A⊤Ax, x〉 > 0 ïðè x 6= 0.

1.3. Ïðè i 6= j èìååì

0 < 〈D(ei − ej), ei − ej〉 = D[i, i]− 2D[i, j] +D[j, j],

÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó.

1.4. Ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû D0 = D[N0, N0] î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì åå

ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü. Âîçüìåì íåíóëåâîé âåêòîð x0 =
x[N0] è äîïîëíèì åãî íóëÿìè äî x = x[N ]. Ïîñêîëüêó x 6= 0 è

D = D[N,N ] � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, òî

0 < 〈Dx, x〉 = (D[N0, N ]× x[N ])× x[N0] =

= (D[N0, N0]× x[N0])× x[N0] = 〈D0x0, x0〉.

1.5. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî D[1, 1] ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå D[1, 1] =

√
D[1, 1]

√
D[1, 1]. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé

ïåðåõîä îò n− 1 ê n.
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Ïî óñëîâèþ ìàòðèöà D = D[1 : n, 1 : n] ñèììåòðè÷íà è ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ìàòðèöà

D1 = D[1 : n− 1, 1 : n− 1] (ñì. çàäà÷ó 1.4). Èìååì

D =

[
D1 b
b⊤ δ

]
.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ D1 = L1L
⊤
1 , ãäå L1 � íèæíÿÿ

òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåí-

òàìè. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà L1 îáðàòèìà (çàäà÷à 4.4 ãëàâû 1).

Ââåäåì íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó L âèäà

L =

[
L1 0

p⊤ λ

]
.

Âåêòîð p è ÷èñëî λ âûáåðåì èç óñëîâèÿ LL⊤ = D. Ïîñêîëüêó

LL⊤ =

[
L1 0

p⊤ λ

] [
L⊤
1 p

0

⊤ λ

]
=

[
D1 L1p
p⊤L⊤

1 p⊤p+ λ2

]
,

òî äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

L1p = b, p⊤p+ λ2 = δ.

Èìååì p = L−1
1 b, λ2 = δ−p⊤p. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî δ−p⊤p > 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé

p⊤p = b⊤(L−1
1 )

⊤
L−1
1 b = b⊤(L1L

⊤
1 )

−1
b = b⊤D−1

1 b.

Âåêòîð x1 = [b⊤D−1
1 ,−1]

⊤
îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó 〈Dx1, x1〉 > 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Dx1 =

[
D1 b
b⊤ δ

] [
D−1

1 b
−1

]
=

[
0

b⊤D−1
1 b− δ

]
,

ïîëó÷àåì 0 < 〈Dx1, x1〉 = δ − b⊤D−1
1 b = δ − p⊤p, ò.å. δ − p⊤p > 0.

2.1. Ïî îïðåäåëåíèþ åâêëèäîâîé íîðìû

Q(x) = 1/2‖Ax− b‖2 = 1/2〈Ax− b, Ax− b〉 =

= 1/2〈A⊤Ax, x〉 − 〈A⊤b, x〉+ 1/2‖b‖2.
Ïîñêîëüêó A⊤A � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà, òî êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ Q âûïóêëà íà RN
.

2.2. Â êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè Q(x) ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = x0 +By.
Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 ïîëó÷èì

Q(x0 +By) = Q(x0) + 〈Dx0 + c, By〉+ 1/2〈DBy,By〉 =

= 1/2〈B⊤DBy, y〉+ 〈B⊤(Dx0 + c), y〉+Q(x0).
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2.3. Ïîëîæèì D = 1/2(G + G⊤). Î÷åâèäíî, ÷òî D � ñèììåòðè÷íàÿ

ìàòðèöà. Êðîìå òîãî,

1/2〈Dx, x〉 = 1/4〈(G+G⊤)x, x〉 = 1/2〈Gx, x〉 = Q(x).

3.1. Ââåäåì êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ Q(x) = 1/2〈Dx, x〉. Îíà íåîòðèöà-
òåëüíà, âûïóêëà è îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè x = x0. Ïîñêîëüêó x0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè Q, òî ïî òåîðåìå 3.2Dx0 = 0.

3.2. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2 ìàòðèöà D îáðàòèìà, ïîýòîìó óðàâíåíèå

Dy = x èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y∗ = D−1x. Ïî òåîðåìå 3.2
�óíêöèÿ Q(y) = 〈Dy, y〉 − 2〈x, y〉 äîñòèãàåò â òî÷êå y∗ ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ. Íàéäåì ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Èìååì

Q(y∗) = 〈Dy∗, y∗〉 − 2〈x, y∗〉 = −〈x,D−1x〉.

3.3. Ïî óñëîâèþ Dx∗ + c = 0. Ñëåäîâàòåëüíî

Q(x)−Q(x∗) = 1/2〈D(x− x∗), x− x∗〉 = 1/2〈Dx+ c, x− x∗〉.

4.1. Âîçüìåì âåêòîð x̂ èç S(xp+1, . . . , xn) è ðàçëîæèì åãî ïî îáîáùåí-

íûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû D:

x̂ =

n∑

j=1

cjxj .

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà Bxi, i ∈ p+ 1:n.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈Bxi, x̂〉 = 0 ïðè i ∈ p + 1:n, ïîëó÷àåì ci = 0.
Çíà÷èò,

x̂ =

p∑

j=1

cjxj .

Èç óñëîâèÿ 〈Bx̂, x̂〉 = 1 ñëåäóåò, ÷òî
∑p

j=1 c
2
j = 1.

Îáðàòèìñÿ ê �óíêöèè 〈Dx, x〉 è îöåíèì åå çíà÷åíèå ñâåðõó ïðè

x = x̂:

〈Dx̂, x̂〉 =
p∑

j=1

λjc
2
j ≤ λp.

Âìåñòå ñ òåì, 〈Dxp, xp〉 = λp. Ïîëó÷èëè, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
�óíêöèè 〈Dx, x〉 íà S(xp+1, . . . , xn) ðàâíî λp è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
xp.

4.2. Çà�èêñèðóåì ap+1, . . . , an. Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû Êóðàíòà � Ôèøåðà, ïîñòðîèì âåêòîð x0 =

∑n
j=p cjxj , ïðèíàä-

ëåæàùèé S(ap+1, . . . , an). Â ÷àñòíîñòè, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåí-

ñòâî
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∑n
j=p c

2
j = 1. Ñ ïîìîùüþ x0 îöåíèì çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè

ñíèçó:

max
x∈S(ap+1,...,an)

〈Dx, x〉 ≥ 〈Dx0, x0〉 =
n∑

j=p

λjc
2
j ≥ λp.

Âìåñòå ñ òåì, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé çàäà÷å

max
x∈S(xp+1,...,xn)

〈Dx, x〉 = λp.

Ïîëó÷èëè, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî λp è
äîñòèãàåòñÿ ïðè ap+1 = xp+1, . . . , an = xn.

5.1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5.3), (5.4). Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.4

ãëàâû 1, rank D = rank Λ. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî ðàíã äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (çàäà÷à

3.1 ãëàâû 1).

5.2. Ëåãêî âû÷èñëèòü ñëåä îäíîðàíãîâîé ìàòðèöû xkx
⊤
k :

n∑

i=1

xk[i]× x⊤k [i] =

n∑

i=1

(xk[i])
2 = 1.

Ñîãëàñíî (5.6) ñëåä ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû D ðàâåí

∑n
k=1 λk.

5.3. Ó÷èòûâàÿ (5.6) è (5.7), ïîëó÷àåì

C: = D +D−1 − 2E =
n∑

k=1

(
√
λk − 1√

λk
)2xkx

⊤
k .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈Cx, x〉 =
n∑

k=1

(
√
λk − 1√

λk
)2〈xk, x〉2 ≥ 0.

Ïî óñëîâèþ âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk ìàòðèöû D ïîëîæèòåëüíû

è îòëè÷íû îò åäèíèöû. Íî òîãäà (
√
λk − 1/

√
λk)

2 > 0 ïðè âñåõ

k ∈ 1:n. Òåïåðü òàê æå, êàê â îñíîâíîì òåêñòå, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

〈Cx, x〉 = 0 òîëüêî ïðè x = 0.

5.4. Ïóñòü λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû D. Íà-
ïîìíèì, ÷òî

λ1 = min
‖x‖=1

〈Dx, x〉, λn = max
‖x‖=1

〈Dx, x〉.

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå �îðìàëüíî íå äîêàçûâàëîñü, íî åãî ëåãêî ïî-

ëó÷èòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì åäèíè÷íîãî âåêòîðà
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x ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû D.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 0 < m ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λn ≤ M . Íî òîãäà

M−1 ≤ λ−1
n ≤ . . . ≤ λ−1

1 ≤ m−1
. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî λ−1

n �

íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, à λ−1
1 � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå

÷èñëî ìàòðèöû D−1
.

5.5. Â ñèëó ñâîéñòâ ìàòðèö D
1/2

è D−1/2
èìååì

1/2‖D 1/2x+D−1/2c‖2 = 1/2〈D 1/2x+D−1/2c,D
1/2x+D−1/2c〉 =

= 1/2〈Dx, x〉 + 〈c, x〉+ 1/2‖D−1/2c‖2,
÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó.

6.1. Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ñîñòîèò èç îäíîé ñòðîêè w⊤
, ïîýòîìó

(AA⊤)−1 = 1. Ïîëó÷àåì

P = E −A⊤(AA⊤)−1A = E − ww⊤.

6.2. Îòìåòèì, ÷òî V w = −w. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìàòðèöà V èìååò ñîá-

ñòâåííîå ÷èñëî λ1 = −1, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåê-
òîð w. Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ2, . . . , λn ðàâíû 1. Èì ñîîò-

âåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû x2, . . . , xn, îáðàçóþùèå îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L = {x | 〈w, x〉 = 0} (ñì. îñ-

íîâíîé òåêñò). Ïîñêîëüêó

〈w, xk〉 = 〈w, V xk〉 = 〈V w, xk〉 = −〈w, xk〉,

òî 〈w, xk〉 = 0 ïðè k ∈ 2:n. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ w, x2, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé.

6.3. Ìàòðèöà B èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà

λ1 = · · · = λn−1 = 1, λn = 1 + γ.

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

7.1. Â ñèëó ñâîéñòâ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Θ è �îðìóëû (7.4) èìååì

A = Φ[M,R]×Θ[R,R]×Ψ⊤[R,N ].

Ñòîëáåö ñ èíäåêñîì k ìàòðèöû Φ[M,R]×Θ[R,R] ðàâåí ϑkϕk. Ïî-

ýòîìó ñîãëàñíî �îðìóëå (1.8) ãëàâû 1

A =

r∑

k=1

ϑkϕkψ
⊤
k .
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7.2. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ AA⊤Φ ïîëó÷àåì �îðìóëó

AA⊤Φ = ΦΘΘ⊤.

Ìàòðèöà ΘΘ⊤
êâàäðàòíàÿ è äèàãîíàëüíàÿ. Íà äèàãîíàëè ó íåå

ñòîÿò ÷èñëà ϑ21, . . . , ϑ
2
m ïðè m ≤ n è ϑ21, . . . , ϑ

2
n, 0, . . . , 0 ïðè m > n.

Îíè è áóäóò ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû AA⊤
, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ϕ1, . . . , ϕm.

Â ñâîþ î÷åðåäü, �îðìóëà A⊤AΨ = ΨΘ⊤Θ ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðè-

öà A⊤A èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ϑ21, . . . , ϑ
2
m, 0, . . . , 0 ïðè m ≤ n è

ϑ21, . . . , ϑ
2
n ïðè m > n è èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ψ1, . . . , ψn.

7.3. Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A çàïèøåì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

A = ΦΘΨ⊤
. Ïîñêîëüêó Ψ⊤Ψ = E, òî

A = Φ(Ψ⊤Ψ)ΘΨ⊤ = (ΦΨ⊤)(ΨΘΨ⊤).

Ïîëîæèâ P = ΦΨ⊤
, D = ΨΘΨ⊤

, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå

A = PD, â êîòîðîì P � îðòîãîíàëüíàÿ, à D � ñèììåòðè÷íàÿ

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

7.4. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé çàäà÷å

A⊤A = D⊤P⊤PD = D⊤D = D2.

Òàêèì îáðàçîì, D åñòü êâàäðàòíûé êîðåíü èç A⊤A. Íóæíî óñòà-
íîâèòü åäèíñòâåííîñòü êâàäðàòíîãî êîðíÿ � ñèììåòðè÷íîé íåîò-

ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû D, òàêîé, ÷òî DD = A⊤A. Î
ñóùåñòâîâàíèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ íàì èçâåñòíî.

Âîçüìåì ìàòðèöó D ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè è îáîçíà÷èì åå ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ÷åðåç λ1, . . ., λn è x1, . . .,
xn ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà A⊤Aψ = ϑ2ψ ñëå-

äóåò ðàâåíñòâî Dψ = ϑψ, ãäå ϑ ≥ 0. �àçëîæèì âåêòîð ψ ïî áàçèñó

x1, . . . , xn: ψ =
∑n

k=1 αkxk. Èìååì

A⊤Aψ = ϑ2ψ =

n∑

k=1

ϑ2αkxk,

A⊤Aψ = D2ψ =

n∑

k=1

λ2kαkxk.

Çíà÷èò, αk(ϑ
2 −λ2k) = 0 ïðè âñåõ k ∈ 1:n. Åñëè αk 6= 0, òî ϑ2 = λ2k,

èëè, â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè, ϑ = λk. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì

Dψ =
∑

{k |αk 6=0}

αkλkxk = ϑ
∑

{k |αk 6=0}

αkxk = ϑ

n∑

k=1

αkxk = ϑψ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϑ21, . . . , ϑ
2
n è ψ1, . . . , ψn ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A⊤A. Ïî äîêàçàííîìó

Dψk = ϑkψk, k ∈ 1:n.

Ïî ýòîé èí�îðìàöèè ìàòðèöà D âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.
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